Vzorova tesent Naboj 2009

Uloha 1. V Americe se pro méfeni teploty pouzivaji misto Celsiovych stupiiti stupné Fahrenheitovy.
Prepocet z Celsiovych stupnt na Fahrenheitovy lze provést podle vzorce f = gc + 32 (c jsou stupné
Celsiovy, f Farenheitovy). Jakou teplotu vyjadii Evropan i Ameri¢an stejnou hodnotou?

Vysledek. —40°C' = —40°F..

Ndavod. Stejnou hodnotu dostanu, kdyz f = c. Pak stadi vyfesit jednoduchou rovnici z = %x + 32.
Dostaneme jediné feseni z = —40.

Uloha 2. Naleznéte vSechny dvojice realnych &isel (a, b) takové, ze &isla 10, a, b, ab tvoii v tomto poradi
aritmetickou posloupnost.

Visledek. (4,—2), (3, -5).

Ndvod. V aritmetické posloupnosti plati, Ze kazdy Clen je aritmetickym prumérem c¢lentt sousednich.
Sestavime tedy prislusné rovnice

0+b_
2 - )
a—+ ab
=b.
2

Tato soustava mé dvé feseni (4, —2), (3, —5), kterd obé vyhovuji zadani.

Uloha 3. Milos dostal na zkousce z Esperanta 10 otézek, na které lze odpovidat pouze ANO nebo NE.
Test je pfipraven natolik fikané, Ze odpovi-li Milo$ na libovolnych pét otdzek ANO a na zbylych pét otdzek
NE, bude mit vzdy alespon Ctyii spravné odpovédi. Zjistéte, kolika zpiisoby lze takovyto test pripravit.

Vysledek. 22.

Navod. Jistota ¢tyt spravnych odpovédi znamen4, Ze je bud aspon devét odpovédi ANO nebo aspori devét
odpovédi NE. Moznosti, jak dat za sebe devétkrat ANO a jednou NE, je 10, analogicky je 10 moznosti
s deviti NE. Jesté musime pripo¢ist moznost vSech desiti ANO a moznost vSech desiti NE. Dohromady
10+104+1+1=22.

Uloha 4. Najdéte nejmensi moznou hodnotu parametru a tak, aby nerovnice x > 14,/ — a platila pro
vSechna nezaporna cisla x.

Vysledek. 49.

Ndvod. Rovnici si ekvivalentné upravime na tvar (v/z —7)2+a—49 > 0. Pokud ma nerovnost platit i pro
Vx = 7, musi byt nutné a > 49. ProtoZe je druh& mocnina vzdy nezdpornd, tak zaroven vidime, Ze volba
a = 49 staci a toto a je minimalni.

Uloha 5. Mé&jme krychli a uvazujme vSechny trojihelniky s vrcholy ve vrcholech krychle. Kolik riizngch
vnitfnich thld se v téchto trojahelnicich objevi?

Vysledek. 5.

Ndvod. Délky stran viech moznych trojihelnikti v jednotkové krychli tvoii pouze kombinace (1,1, /2),
(1,/2,/3) a (v/2,v2,v/2). Prvni je rovnoramenny pravouhly trojthelnik lezici cely na sténé, druhy
je nerovnoramenny pravouhly trojuhelnik a tfeti je rovnostranny trojuhelnik, ktery dostaneme tak, ze
v krychli nevybereme zadné sousedici vrcholy. Z rovnoramenného pravotthlého si vezmeme thly 45° a 90°,
z nerovnoramenného 90° a néjaké dva dalsi rtizné thly, z rovnostranného pak velikost 60°. Dohromady
tedy pét rtznych velikosti hl.

Uloha 6. Kolika zptisoby lze sefadit ¢isla —7,—6,...,6,7 tak, aby absolutni hodnota &isel v sefazené
posloupnosti byla neklesajici?
Vysledek. 27 = 128.

Ndvod. Jediné, co mazeme pri Fazeni podle absolutni hodnoty volit, je vzajemné poradi prvki, které maji
absolutni hodnotu stejnou. Pro kazdou dvojici [—i,¢] mame tedy 2 moznosti, jak ji usporadat. Takovych
dvojic je 7 a jejich fazeni je nezavislé. Celkem tedy 27 moznosti.
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Uloha 7. ABCDEF je pravidelny osmistén o strané 3 tvofeny ¢tyfbokymi jehlany ABCDE a ABCDF.
Urcete obsah ¢tyftahelniku EAFC.

Vysledek. 9.

Ndvod. Nejprve je nutné podotknout, ze ze symetrie podle stfedu S ¢tverce ABC' D plyne, ze ¢tyithelnik
EAFC cely lezi v roviné dané body E, A a F. Takze tloha je korektné zadana. Protoze dany osmistén je
pravidelny (t.j. vSechny hrany jsou stejné dlouhé), je EAFC kosoé¢tverec (kazdy ¢tverec je kosoctverec).
Daéle vime, ze EAFCB je jehlan s podstavou EAFC a ze |AB| = |FB| = |CB| = |EB], a proto dana
podstava FAFC musi byt ¢tverec. Dostavame tedy jeji obsah Spapc = |AE|-|AF|=3-3=9

Uloha 8. Do policek tabulky 5 x 5 jsou po fadcich (a v ramci fadku zleva doprava) vepsana isla
1,2,...,25 v tomto poradi. Vybereme pét policek tak, aby zadna dvé nebyla ve stejném Fadku ani ve
stejném sloupci, a ¢isla na téchto polickach secteme. Jaké hodnoty souctu mizeme timto zpisobem dostat?

Vysledek. 65.

Ndvod. Vsimneme si, Ze kazdé ¢islo v tabulce umime jednoznacéné zapsat jako r+s, kde r € {0, 5,10, 15,20}
a s € {1,2,3,4,5}. Tento rozklad ma tu vlastnost, ze ¢islim ve stejném Fadku patii stejné cislo r
a Cislim ve stejném sloupci patii stejné ¢islo s. Proto, kdyz vybereme 5 ¢isel tak, ze kazdé bude z jiného
radku a jiného sloupce, musime pétkrat vybrat rizné Cisla r a s, proto muzeme dostat jediny soucet
0+5+10+15+20+1+24+3+4+4+5=65.

tan?(20°)—sin® 20°

Uloha 9. Vypocitejte tanZ(20°) sinZ 200

Vysledek. 1.

Ndvod. Zlomek rozsiiime vyrazem cos? 20° a pak upravime

tan?(20°) — sin®20°  sin®20° — sin® 20° cos?20° _ sin®20°(1 — cos?20°) )
tan?(20°) sin? 20° sin® 20° sin* 20° '

Uloha 10. Kafa nasla 2009 po sobé jdoucich pFirozenych ¢&isel, ktera méla stejny soucet jako 2008 po
nich nasledujicich ¢isel. Které z Katinych cisel bylo nejmensi?

Vijsledek. 20082 = 4032064.

Navod. Ozna¢me a nejmensi Katino ¢éislo. Potom plati, ze kdyz ke kazdému z ¢isel a+1,a+2,...,a+2008
pricteme 2008 a secteme je, dostaneme soucet téch 2008 nasledujicich c¢isel. Zadani ale fika, Ze zaroven
dostaneme stejny vysledek, jako kdyz k souctu ¢isel a+1,a+2,...,a+ 2008 pfipocteme jen ¢islo a. Touto
dedukei je nutné a = 2008 - 2008 = 20082.

Uloha 11. Kterému celému ¢&islu je roven souéin

11 1 1 1
23 45 98 ~ 99 9
i1 1 _ 1° R
374 576 99 — 100

Vysledek. 50.

Ndvod. Ozna¢me hledany soucet J. Staci prevést rozdily na spolecné jmenovatele a dostaneme:
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34 56 99-100 3 5- 99-100

Uloha 12. Bud z redlné &islo a y € (0, 3) splitujici rovnice

z + siny = 2009
x + 2009 cos y = 2008.



Urcete soucet x + y.
Vijsledek. 2008 + 7.

Ndvod. Odectenim obou rovnic dostaneme siny — 2009 cosy = 1. Protoze je kosinus na intervalu (0, 7)
nezaporny a sinus tam ma maximum 1, tak aby vyraz na levé strané mohl byt 1, musi byt siny = 1
a cosy = 0, neboli y = 7. Dopocitdme x = 2008 a v souctu = + y vyjde 2008 + 5.

Uloha 13. Mé&jme posloupnost &isel, pro kterou plati az = 5 a a,, = L;:J pro n > 2. Zjistéte hodnotu
aggg. Vyraz | 2| znali nejvétsi celé ¢islo, které nepresahuje z.
Vysledek. 1.

Ndvod. Indukci se ukéze, 7e a, = 1 pron =2k + 1 a a,, = n? pro n = 2k, kde k € N. Je totiz

32 4
= o) = 15) =1
a pak uz dél stiidavs a, = VTJ — 42, g5 = LH — 1, a5 = 62, ..., agos — 998 a agge — 1.

Uloha 14. Pro ktera piirozena ¢isla n neni n! ndsobkem n2?
Vysledek. Pro prvocisla a ¢islo 4.
Ndvod. Nejprve si uvédomime, Ze n! je vzdy ndsobkem n, tudiz zbyva zjistit, kdy je (n — 1)! ndsobkem
n. Pro n prvodislo toto nemiiZze nastat. Pokud je n > 5 slozené ¢islo, rozlisime dva pripady.

(i) Lze psat n = ab pro néjakad 1 # a # b # 1. Pak je jasné, ze (n — 1)! je ndsobkem ab a tim i n.

(i) m = p?, pro n&jaké prvoéislo p. Pak jsou oviem mezi ¢isly 1,2,...n—1 é&sla p i 2p (diky nerovnosti

n >5) a (n —1)! je ndsobkem n.

Jind moZnost nastat nemize (rozmysli si!) a diky tomu pro n > 5 slozené je (n — 1)! vzdy nasobek
n. Jediny opomenuty piipad je n = 4. OvSsem 4! = 24 neni ndsobkem 16. Odpovédi jsou tedy vSechna
prvocisla a ¢islo 4.

Uloha 15. Mé&jme pravidelny pétitthelnik ABCDE. Sestrojme rovnostranny trojihelnik PAB tak, aby
bod P lezel uvniti pétithelnika. Kolik stupnia ma thel PEC?

Vysledek. 6°.

Ndvod. Nékteré uhly dopocitdme podle obrazku (vyuzivdme rovnoramennost trojuhelnikt a fakt, ze

Cv "y ery i 540°
vnitini thel v pétithelniku je >%-).

180° —48° cAp 7C
5

54500 — 60° _—
A B

Pro dalsi ahly pak plati |[<EPC| = 360° —2-66° —60° = 168° a z rovnoramennosti trojihelniku FPC
uz lehko dopoéteme |<PEC| = 6°.

Uloha 16. Naleznéte vechna redlnd feSeni rovnice

x—!—\/41‘—}—\/1633—}—\/---4—\/42009954— —Vr=1



4

Vysledek. 274018,

Ndvod. K obéma strandm rovnice pficteme /r a zatneme postupné umociiovat (vzdy se nékteré ¢leny
odeétou, diky éemuz lze stéle v umoctiovani pokracovat), az se dostaneme k rovnici

\/ 42009 4. +3=1+ 22009\/5’

jejimz FeSenim je x = 274918, Zkouskou ovéiime, Ze toto éislo vyhovuje i ptivodni rovnici.

Uloha 17. Necht a, b jsou takové konstanty, Ze body prostoru dané soutadnicemi (1, a, b), (a,2,b) a (a,b, 3)
lezi na jedné pfimce. Urcete a + .

Vysledek. 4.

Ndvod. Vsimneme si, ze prvni dva body maji stejnou tfeti soufadnici, ktera je rovna b. Protoze vSechny
tfi body lezi na primce, musi nutné i t¥eti bod mit soufadnici stejnou. Proto b = 3. Obdobnou tvahou
o prvni soufadnici danych tii bodu zjistime, ze a = 1. Vysledny soucet je tedy a + b = 4.

Uloha 18. Najdéte nejvétsi prirozené éislo n takové, aby &slo (2004!)! bylo délitelné éislem ((n!)!)!.
Vysledek. 6.

Ndvod. Protoze k! déli ¢islo ! pro libovolnd k < I, staci, aby bylo 2004! vétsi nebo rovno (n!)!, neboli aby
n! bylo mensi nebo rovno 2004. Protoze 6! = 720 a 7! = 5040, je nejvétsim moznym n ¢islo 6.

Uloha 19. Funkce f pro kazdé x € RY spliuje f(z) = || - 2. Je-li f(x) celé é&islo, jaka je jeho nejvétsi
moznd dvojcifernd hodnota? Vyraz |x| znaci nejvétsi celé ¢islo, které nepfesahuje x.

Vysledek. 89.

Ndvod. Je f(9) = [9]-9 = 81 a f(10) = 100. Takze z, pro které je f(x) nejvétsi moznd, nélezi do intervalu
(9,10). Pro = € (9,10) plati f(z) = |z| = 9z. Pro « < 10 déle plati 9z < 90, takZe nejvétsi mozné f(x)
je nejvyse 89. Hodnoty 89 uz dosahneme volbou =z = %9 € (9,10).

Uloha 20. Jarda si upekl dokonale kulatou pala¢inku a z jejiho stiedu vykrojil kruh, takze ted z palacinky
zbylo mezikruzi. KdyZ se na ni chystal dat kecup, vSiml si, ze nejdelsi rovna ¢ara, kterou umi kecupem
nakreslit, aniz by ho vylil na stil, je dlouha 12 cm. Jaky obsah mé Jardova palacinka?

Vijsledek. 36w cm?.

Ndvod. Nejdelsi rovna ¢ara zacina a konci na vnéjsim okraji kruhu a navic se dotyka okraje vyfiznutého

kruhu. Kdyz oznac¢ime r; polomér ptivodni palacinky a 79 polomeér vyfiznutého kruhu, tak z Pythagorovy

véty r2 —r2 = 62. Obsah mezikru#i dostaneme z rozdilu obsah® kruhti: S; — Sy = 712 — 772 = 762 cm? =
y 1 2 1 2

367 cm?.

Uloha 21. Spoététe soucet

Vysledek. 9.

Ndvod. Oznaéme hledany soucet I. Podivejme se nejprve, jak se chova |/n]. Pro k* < n < (k +1)? je
|v/n| = k, tudiz hodnoty k nabude funkce |\/n] celkem (k + 1)? — k? = (2k + 1)-krat. A proto soucet
i 1 1

1 - 1 1 1 .
2[VkZ]+1 + 2[VRETL]+1 Tt 2[ (k+1)2—1J+1 = orp1 Torer T Tz = (2R 4D =1 Ale I'je

jen soucet deviti predchozich souc¢ti pro k =1,2,...,9, Proto I = 9.

2k+1

Uloha 22. Vojensky pluk dlouhy tii kilometry pochoduje. Jejich nadiizeny plukovnik podél nich jezdi
v auté tiikrat rychleji, nez vojaci pochoduji. Vyjel s poslednim vojékem a jede vzdy pfimo k prvnimu,



otoci se a jede zpatky k poslednimu, pak se zase otoci a jede k prvnimu a tak pofadd dokola. Jak daleko
bude plukovnik od posledniho vojaka v momenté, kdy budou mit vojaci napochodovano 10 km?

Vysledek. 2 km.

Ndvod. Cas, za ktery vojaci ujdou 10km, si mtizeme libovolné oznaéit, tak si ho ozna¢ne 10t. Vojaci se
potom pohybuji rychlosti 1km/t a plukovnik jezdi rychlosti 3km/t. Podivejme se, jak rychle se plukovnik
pohybuje viéi vojéktim. Kdyz jede stejnym smérem, pohybuje se viéi nim 2km/t, takZze od prvniho
vojaka prejede k poslednimu za 3km/(2km/t) = 1,5t. Pokud jede opa¢né, ma vuéi vojakiam rychlost
4km/t, takze od posledniho k prvnimu pfejede za 3km/(4km/t) = 0, 75¢.

Tedy jedna ,otocka“ od posledniho znova k poslednimu mu trva 1,5t 4+ 0,75t = 2,25t. To znameni,
ze plukovnik za cas 9t udéla ¢tyri otocky a bude zase u posledniho vojaka. Do konce pochodovani v tom
momenté zistane jesté 1t a plukovnik se znovu bude pohybovat vic¢i vojakim 2km/t, takZze uz stihne
prejet pouze 2km.

Uloha 23. Mgjme trojthelnik ABC s thly |<ABC| = |[<BCA| = 42°. Necht k je kruznice se stiedem
K, ktera protind stranu AB ve vnitfnich bodech P, @, stranu BC ve vnitinich bodech R, S a stranu C A
ve vnitinich bodech T, U. Najdéte thel |<CK B|, jestlize vite, ze |PQ| = |RS| = |TU|.

Visledek. |<CKB| = 138°.

Ndvod. St¥ed K kruzmice spliiujici vztah |PQ| = |RS| = |TU| mé nutné vSechny vzdalenosti od stran
trojthelniku ABC stejné (to plyne z |PQ| = |RS| = |TU| napfiklad pouzitim Pythagorovy véty). Tim
padem lezi K na osach vSech thli. Protoze osy uhla thly puli, tak mé trojuhelnik BC'K dva thly rovny
% a snadno se dopocte, Ze hodnota tfetiho thlu |[<CK B| je 180° — 42° = 138°.

Uloha 24. Jaky zbytek dava 2999 po déleni é&islem 27 — 17

Vysledek. 8.

Ndvod. Zkusme postupné ¢asteéné délit a vyjadiit 29999 jako nasobek 27 — 1:

29999 — 29992 (27 _ 1) 4 29992
29992 — 29985 (27 _ 1) 4 29985

210 —23(27 — 1) 4+ 23

Na levé strané exponenty klesaji po 7 a protoze 9999 dava zbytek 3 po déleni 7, posledni ¢len na pravé
strané musi byt 23. Pokud nyni vSechny rovnice se¢teme, viechny mocniny 2 kromé 29999 a 23 se budou
vyskytovat na obou stranach rovnice, takze po jejich odecteni dostaneme:

29999 — . (27 — 1) + 23
Z ¢ehoz hned plyne vysledek 8.

Uloha 25. Uréete pocet podmnozin mnoziny {1,2...,63} takovych, Ze soucet jejich prvki je roven 2009.
Vysledek. 5.

Ndvod. Sectenim vSech prvka zadané mnoziny dostaneme 1+ --- 4 63 = 63 - lgﬁ = 2016, a tak jde spis
o to, kolika zpisoby z ni vynechat prvky se sou¢tem 7. Soucet 7 dévaji jen skupiny {7}, {1,6}, {2,5},
{3,4} a {1,2,4}, proto je spravna odpovéd 5.

Uloha 26. Najdéte nejvétsi celé &islo, které déli viraz m® — 5m3 + 4m pro kazdé m > 10.
Vysledek. 5! = 120.

Ndvod. Dany mnoho¢len rozlozime jako V(m) = (m—2)(m—1)m(m+1)(m+2). Z tohoto rozkladu ihned
vidime, 7e 3 i 5 vzdy déli V. Fakt, ze 8 déli V(m) plyne ihned z toho, Ze dvé ¢isla z rozkladu V(m) musi
byt sudé, navic jsou po sobé jdouci, tudiz je jedno z nich délitelné 4. Tedy vime, ze 5! = 120 vzdy déli
V(m). Neexistenci vétsiho délitele dokézeme ve dvou krocich. Zaprvé volbou m = 32522% + 3 zarucime,
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7e z4dna vétsf mocnina ¢isel 2, 3 a 5 nebude délit V(325224 + 3), protoze ,,vSechny vyssi mocniny budou
schovény v m — 3“. Zadruhé, volbou m = p+3, p > 7, p je prvocislo, zaru¢ime, ze V(p+ 3) neni délitelné
p, nebot p > 7. Proto nejvétsi Cislo, které déli vechna V' (m), je 120.

Uloha 27. Do kruZnice je vepsany Sestitthelnik ABCDEF, pro ktery plati |[AB| = |CD| = |EF| =
2|BC| = 2|DE| = 2|AF)|. Urcete obvod ABCDEF, vite-li, ze |AD| = 8.

Vysledek. 24.

Navod. Dilezité je uvédomit si, Ze vnitini uhly Sestitthelniku ABCDEF jsou vSechny 120°, protoze
vznikne jakoby rovnomérnym roztazenim t¥i nesousednich stran pravidelného sSestithelniku. Vezméme
lichob&znik ADEF, jehoz thly jsou 60°, 60°, 120° a 120°. Pravé diky témto uhlim a faktu |EF| =
2|AF| = 2|DE)] 1ze lichob&inik ADEF rozdélit na pét stejnych rovnostrannjch trojthelniki se stranami
délky |DE|, z nichz tfi maji svou stranu na |AD|. Proto |[AD| = 3|DE| a [DE| = §. Obvod Sestithelniku
je |AB| + |CD| + |EF| + |BC| + |DE| + |AF| =9|DE| =9 - § = 24.

Uloha 28. Necht (sy,ss2,...,5,) je libovolnd permutace ¢isel 1,2,...,n. Pro kolik z téchto permutaci
plati, ze s, > k — 2 pro kazdé k =1,2,...,n?
Vysledek. 2 - 3772,

Ndvod. Konstruujme permutaci s danymi vlastnostmi. Pro n musi platit s,, > n — 2, mohu ho tedy dat
jen na posledni, predposledni nebo predpredposledni pozici. To jsou celkem 3 moznosti. Déle postupujme
indukci. Pro 3 < k < n mohu (diky podmince s, > k — 2) dat éislo k& na pozice (k — 2),(k — 1),...,n.
Celkem tedy n— k+3 moznosti. VSechna ¢isla vétsi nez k jsou ale jiz umisténa na pozicich (k—1),k...,n,
celkem tedy zabiraji n — k mist. A proto mi zbyla (n —k +3) — (n — k) = 3 volna mista pro polozeni ¢isla
k. Celkem pro 3 < k < n mam tedy 3”2 moznosti. Pro 2 vSak jiz mam pouze dvé volna mista a ¢islo 1
ma jiz jen jednu volnou pozici, kam ho mohu ulozit. To jsou celkem 2 moznosti pro polozeni dvojice 1, 2.
Pro polozeni vSech n ¢isel mam tedy 3 - 3773 .2 = 2. 3"~2 moznosti.

Uloha 29. Zjednoduste: 24/1,5 + v/2 — 1,5+ \/§)
Vysledek. %
Ndvod.

20/ 1,5 +vV2 - (1,54+vV2) =/(24+V2)2 - (1,5 +V2) =2+v2-1,5-v2=0,5.

Uloha 30. Uréete pocet obdélnikii (véetné étverctl) v tomto obrazku.

Vysledek. 297.

Ndvod. Spocitejme nejprve pocet obdélnikil, které by se v obrazku daly najit, kdyby uprostfed nebyla
dira. Obdélnik je jednoznac¢né dan dvojici vodorovnych a dvojici svislych rovnobézek. Vybirdme ze 7
vodorovnych (resp. svislych) ¢ar, mame tedy (g) moznosti. Na vybrani obou dvojic pak zifejmé (;)2
moznosti. Nyni budeme chtit odecist ty obdélniky, které prochazeji stfedem obrazku. Obdélnik, jejichz
vodorovnd piimka prochézi stfedem a které nemaji vrchol ve stfedu obrazku, je 6-3 -3 = 54 (6 moZnosti
za druhou vodorovnou hranu a 3 moznosti pro bo¢ni hrany na obou stranédch), stejné jako téch, jejichz

svisla pfimka prochazi stfedem a které nemaji vrchol ve stfedu obrazku. Obdélniki, jejichz jeden vrchol
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je st¥ed obrazku, je celkem 4 -3 -3 = 36 (4 za kazdy vrchol obdélnika a 3 - 3 za zbylé dvé hrany). Celkovy
pocet obdélniki tedy je (1) — 254 — 36 = 297.

Uloha 31. MiiZovy bod v roviné je takovy, jehoz obé soufadnice jsou celoc¢iselné. Pfedpokladejme, Ze Pra-
voslav jde z bodu (0,2009) pfimou cestou (po pfimce) do ndhodného miiZového bodu se soufadnicemi ve
&tverci (0,0), (0,99), (99,99), (99,0) véetné hranic (kazdy cilovy bod m4 stejnou pravdépodobnost). Jaka
je pravdépodobnost, Ze jeho cesta bude prochéazet sudym poctem miizovych boda? Do cesty pocitame i
pocatek a konec.

Vysledek. %.

wevs

z bodu (a,b) do bodu (c,d). Pocet téchto bodu je roven NSD(c — a,d — b) + 1 (a to vetné krajnich
bodit). V nasem piipadé chceme zjistit, kdy pocet protnutych miizovych bodd cesty z (a,bd) do (0,2009)
bude sudy pro 0 < a,b < 99, sta¢i ndm tedy zjistit, kdy je ¢islo NSD(a,2009 — b) + 1 sudé, nebo
ekvivalentné, kdy je NSD(a,2009 —b) liché. Lichost N'SD méme zarucenou, bude-li alespoii jedno z éisel
a, 2009 — b liché. Hodnota a bude lichd v poloviné pfipadi 0 < a < 99, hodnota 2009 — b bude licha
taktéz v poloviné piipadil. Proto N.SD(a,2009 — b) bude liché ve 2 piipadfi. Hledand pravdépodobnost
je tedy %.

m+n

Uloha 32. Ozna¢me si mon = prerw

Spoctéte

((((2009 0 2008) 0 2007) 0 ---02) 0 1) 0 0.

Vysledek. %

. T : < oy 442 1
Ndvod. Tézké je jen si uvédomit, ze t 02 = 3755 = 3
1

operacich a dostaneme vysledek (% 01)o0= % 00 =

. Proto hodnota feSeni nezévisi na prvnich 2006
i2°

Uloha 33. Ctyithelnik ABCD mé délky stran |AB| = 3, |BC| = 2, |CD| = 6, |DA| = 7 a plati
|<<ABC| = 90°. Prozradime vam, Ze tento ¢tyfthelnik ma kruznici vepsanou. Dovedete uréit jeji polomér?

9 14+v13
Vysledek. +T

Ndvod. V feSeni vyuzijeme opakované Pythagrovu vétu. Nejprve pomoci ni spocteme, ze

|AC| = /22 + 32 = V13.

2
Nyni si viimneme, ze plati /13" + 62 = 72, coz ¥ik4, ze i AACD je pravouhly a plati |<ACD| = 90°.
K vypoctu poloméru p kruznice vepsané vyuzijeme dvoji vyjadieni obsahu ABCD.

2-3 6-v13
Sapcp = Sapc +Sacp = 5 + 5 = 3+ 3v/13.

Ozna¢me nyni S stfed kruznice vepsané ABCD a piSme

3- 2- 6 - 7.
Sapcp = Saps + Spos + Scps + Spas = Tp+7p+7p+42p —9p.

Srovnénim pak ziskdme p = 1412

Uloha 34. Najdéte viechna pfirozena éisla n, pro kterd je viraz n®+2n?+9n+8 t¥eti mocninou néjakého
prirozeného cisla.

Vysledek. 7.

Ndvod. Vzhledem k odhadtim n® < n®+2n2 +9n + 8 < (n + 2)3 musi nastat rovnost n3 +2n2? +9n +8 =
(n+ 1), Snadnym vypoctem nakonec dostaneme n = 7.
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Uloha 35. Mé&jme &tverec ABCD se stranou 1 a uvniti néj bod P tak, ze |[<PAC| = |<PCD|. Navic
vite, ze |[AP| = ? Urcete vzdélenost |BP).

Vysledek. 1.

Navod. Rovnost thlt ndm nefika nic jiného, nez ze C'D je te¢na ke kruznici s opsané trojihelniku CPA
(shodnost obvodového a tisekového tihlu). Stied s proto lezi na piimce BC. Ale jelikoz A € s, potom
musi byt bod B stiedem s. Protoze P € s, mame |BP| = 1. Reseni nezdvisi na velikosti |AP|, coz byl
také zamér ulohy.

Uloha 36. Uréete pocet trojic piirozenych ¢isel (a, b, c) splitujici nasledujici vztahy

abc + 2009 = ab + be + ca
a+b+c=2010.

Vysledek. 6021.

Ndvod. Hledejme nejprve feseni v nichz a < b < ¢. Z obou rovnic vyjadiime 2009 a srovnhanim pravych
stran dostaneme

—abc+ab+bc+ca=a+b+c—1,

coz upravime na tvar

(a—1)(b—1)(c—1) =0,

z néhoz je zfejmé, ze alespon jednd nezndmd musi byt rovna 1. V nasem piipadé nutné a = 1. Po
dosazeni do ptivodnich rovnic zjistime, Ze staéi splnit podminku b + ¢ = 2009. ReSeni, v nichz a < b < ¢,
pak tvofi trojice (1, 1,2008), (1,2,2007) ... (1,1004,1005). Vzhledem k symetrii zadané soustavy lze a, b, c
libovolné prohazovat, coz v pfipadé trojice, v niZ jsou v8echna éisla riznd, d4 6 (= 3!) moznosti. Takové
jsou v8echny trojice kromé (1,1,2008), od niz miizeme pfejit pouze ke trojicim (1,2008,1),(2008,1,1).
Celkem tedy mame (6 - 1003) + 3 = 6021 fesSeni.

Uloha 37. Mé&jme deset piirozenych &isel usporadanych do kruhu tak, ze kazdé ¢islo je o jedna vétsi nez
nejvétsi spoleény délitel jeho dvou sousedi. Najdéte nejvétsi mozny soucet takto rozestavenych ¢isel.

Vysledek. 28.

Ndvod. Nejprve podotknéme, ze vsechna ¢isla musi byt alespon 2, protoze NSD dvou pfirozenych ¢isel
je vzdy alespon 1. Uvazujme nyni nejvétsi ¢islo na kruznici a ozna¢me ho t. Dle zadani nejvétsi spole¢ny
délitel sousedu t je t — 1, tudiZ jeho sousedi mohou byt pouze ¢isla ¢t a ¢t — 1. AvSak protoze t — 1 nedéli
t prot —1 > 2, oba sousedi musi byt rovni ¢ — 1. Oznacime-li m druhého souseda jednoho z ¢isel t — 1,
dostévame NSD(t,m) =t — 2, tudiz t — 2|t a mame ¢ = 2 a m = 2. Podobnym postupem pokracujeme
déle, az nakonec dostaneme desetici ¢isel 4322343223, jejichz vysledny soucet je 28.

Uloha 38. Je dan pravidelny ¢tyfstén ABCD s délkou hrany 2. Rovina p rovnobézna s hranami AB
a CD prochazejici sttedem AC rozfizne ABCD na dva kusy. Najdéte povrch jednoho z téchto kusii.

Visledek. 1 + 2+/3.

Ndvod. Nejprve si uvédomme, ze kazdd hrana étyfsténu (mimo AB a CD) je rozdélena rovinou p v po-
loving, tudiz fez touto rovinou bude ¢tytuhelnik. Dvé jeho strany budou dokonce rovnobézné se stranou
AB (stfedni pficky) a dvé rovnobézné se stranou CD, tudiz fez bude rovnobéznik. Vime ale, ze AB
a C'D jsou na sebe kolmé (vlastnost pravidelného ¢tyfsténu), tudiz hledany fez bude ¢tverec. Jeho strana
je polovinou hrany ¢tyfsténu, tedy 1. Tim nachazime i obsah fezu rovinou p, ktery je taktéz 1. Povrch
ptvodniho ¢tyisténu je 4v/3, a jelikoz oba kusy rozfiznutého ¢tyfsténu jsou stejné, je pivodni povrch
taktéz délen na polovinu. Dostavame tedy vysledny povrch 1+ 2v/3. Pro nazornost piiddvame obrazek.



Uloha 39. Vsechna poli¢ka tabulky 8 x 8 vyplnime kiizky a kolecky tak, Ze v kazdém sloupci i v kazdém
rfadku bude lichy pocet kiizka. Kolika zptsoby muzeme tabulku takto vyplnit?

Vijsledek. 24°.

Ndvod. Ukézeme, Ze vyplnéni tabulky je jednoznacné urcené vyplnénim jejitho pravého dolniho ¢tverce
7 x 7. Potom bude poéet vSech moznosti 247, protoze pro kazdé z téchto policek mame dvé moznosti na
vyplnéni. Kazdé tabulce umime zfejmé prifadit vyplnéni pravého dolniho ¢tverce, takze stac¢i ukazat, ze
jeho vyplnénim je uz zbytek jednoznacné urceny.

Maéame-li vyplnény pravy dolni ¢tverec 7 x 7, symboly v prvnim fadku a prvnim sloupci kromé levého
horniho policka jsou uz jednoznac¢né urcené tak, aby byla splnénd podminka parity pro radky, resp.
sloupce. VSimneme si, Ze kolecka v prvnim sloupci (kromé levého horniho policka) jsou v téch fadcich, ve
kterych pravy dolni ¢tverec obsahuje lichy pocet k¥izkt. Z toho vyplyva, ze v pravém dolnim ¢tverci je
lichy pocet kiizkt préavé tehdy, kdyz prvni sloupec (kromé levého horniho poli¢ka) obsahuje lichy pocet
kfizkl. Stejnou tvahu muzeme udélat i pro prvni fadek bez prvniho policka, takze parity symbold v téchto
oblastich jsou stejné a tedy symbol v levém hornim policku je tim jednoznacéné urceny.

Uloha 40. V PraSéatkové je 10 mést. Nové zaklddana spole¢nost Cutias&spol. chce vytvoiit letecké linky
mezi mésty v PraSatkové. Vi vsak, ze vlada hodla rozdélit PraSatkov na dva staty, oba po péti méstech.
Ale bohuZel nevi, kterd mésta budou ve kterém staté. Pfi rozdéleni statu se vSechny linky mezi mésty
z riznych statd zrusi. Poradte Cuiiastim, jaky nejmensi pocet linek jim staéi vytvofit, aby po rozdéleni
PraSatkova mohli cestujici s pouzitim leteck§ch linek Cunas&spol. cestovat mezi libovolnymi mésty v
ramci rozdélenych statt (klidné i s pfestupy).

Vysledek. 30.

Ndvod. Podivejme se nejprve na jedno mésto, nazvéme ho Kocourkov. Kdyby z Kocourkova vedlo jenom
pét linek, pak v rozdéleni PraSatkova, pii kterém by vSech pét mést, kam Cutiasovi z Kocourkova, 1étaji,
bylo spolu, nelétd zadna linka do Kocourkova (vSechny byly zruSeny). Tudiz z kazdého mésta musi
létat alespon Sest linek. Celkem tedy mame alespon 6'2& = 30 linek. Nyni ukézeme, ze 30 linek staci.
Usporadejme si vSech 10 mést na kruznici a vedme linky vzdy do 6 nejblizsich mést (3 po levici, 3 po
pravici). Lze snadno nahlédnout, Ze nelze zvolit pét mést, které nebudou propojeny.

Uloha 41. Mé&jme tétivovy étyfuhelnik TUVW, jehoz kruznice opsand mé polomér 5. Délky stran jsou
|TU| =6, [UV| =17, |VW| = 8. Urcete délku posledni strany.

Visledek. v/51.

¢tyfahelnik PQRS s délkami stran |PQ| =7, |QR| = 6 a |RS| = 8 (prvni dvé délky stran jsou zaménény)
a polomérem kruznice opsané s rovnym 5. Duvod je ten, Ze jsme vlastné jen zobrazili bod U podle osy
strany TR na @ a body T, U a W jen pfeznacili na P, R a S. Navic se ndm velikost |TW| = |PS)|
nezménila. Ve ¢tyftahelniku PQRS si uz ale v8imnu, ze pramér s, QR a RS tvofi pravouhly trojihelnik
o stranach délek 10, 6 a 8, a proto Q.S je prumeér s. Nyni jiz snadno dopoctu z Pythagorovy véty velikost

strany PS: |PS| = /102 — 72 = \/51.

Uloha 42. Bud S mnozina viech trojic piirozenych &isel (a, b, c), pro néz plati a + b + ¢ = 17. Uréete

> ijk

(i,4,k)€S
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Vijsledek. 11628 = (7).

Ndvod. Hledanou sumu budeme kombinatoricky interpretovat. Postavme do fady 19 rtznych kulicek
a snazme se z nich vybrat 5 (bez ohledu na poradi). Vyberme nejprve tu, kterd ve vybrané pétici bude
druha zleva a také tu, ktera bude druha zprava. Tyto dvé kulicky nam zbylych 17 rozdéli do t¥i neprazd-
nych (rozmysli si!) tsekt. Poéty kulicek v téchto tsecich ozna¢me (zleva) a,b,c. Zjevné plati a+b+c = 17.
Nyni zbyva vybrat tu ,prvni“, tu ,prostiedni“ a tu ,,posledni“. Na tento vybér mame ovsem ¢jk moznosti.
Zbyva si uvédomit, Ze riznymi volbami prvni dvojice kuli¢ek ziskavame rtzna feseni rovnice a+b+c = 17,
pfiGemz kazdé feSeni ziskdme pravé jednou. Hledana suma tedy popisuje pocet moznosti, jak vybrat (bez
ohledu na pofadi) 5 prvkt z 19 a je tim paddem rovna (159).

Uloha 43. Je dan trojihelnik ABC a jeho kruznice vepsana se stfedem I. Ta se dotyka strany BC
v bodé D. Ozna¢me [ kruznici nad pramérem Al. Bud @ jeji druhy prisecik s pfimkou BI a P jeji druhy
|DP|

2
pritsecik s piimkou CI. Vite-li, e |BI| = 6, |CI| = 5, |DI| = 3, urcete (m) .

Vysledek. %.

Ndvod. Predné si ozna¢me E, F' body dotyku kruznice vepsané postupné se stranami AB, AC' a uvédomme
si, Ze tyto body lezi na kruznici [. Nyni porovname velikosti thld <DFC a <QF A.

|<DFC| = |<DIC| = 90° — g

Pficemz v prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze i ¢tyftahelnik C DIF je tétivovy a v druhé dopocet thli v ADIC.
Dale
_ _ _a B e 7

|[<QF A| = |<AIQ| = |<BAI| + |<ABI| = 5 T35 =90 -2,
kde jsme v prvni rovnosti pro zménu vyuzili, ze AIQF je tétivovy a v druhé jsme dopocitali iuhly v AAIB.
Vime tedy, ze |[<DFC| = |[<QF A|, coz znamend, ze body F, Q a D lezi v pfimce. Obdobné odvodime,
7e 1 body D, P a E lezi v pfimce. Vezméme nyni mocnost bodu D k (tétivovému) ¢tyftahelniku EFPQ.
Ziskame DP| DF|

|DQ||DF| = |DP||DE| < 0G| ~ [DE|"

Staci tedy vypocitat délky tsecek DE a DF, coz jiz neni tézké. Kupiikladu DF je dvojnasobkem vysky
v pravouhlém trojuhelniku CID, jehoz strany dovedeme urcit, a tuto vysku tak umime dopocist tfeba

2
uzitim jedné z Euklidovych vét. Nakonec vypocteme (%) = %.

Uloha 44. Je déna tabulka 3x3, v jejimz levém hornim rohu je &slo 1 a v pravém dolnim je &islo 2009.
Rozhodnéte, kolika zptsoby lze vyplnit zbyla policka tak, aby kazdé ¢islo délilo ¢islo v policku pod nim
i ¢islo vpravo od néj.

Vysledek. 2448 = 18 - 136.

Ndvod. Nejprve rozlozime 2009 jako 72-41 a rozmyslime si, Ze délitelnost ¢isly 7 a 41 je mozné fesit zv1ast.
Uvazujme nejprve délitelnost ¢islem 41. Ozna¢me a; pocet vyskyta Cisla 41 v i-tém sloupci. PoZzadavek
ze zadani zaruci a1 < ay < a3 a a; € {0,1,2,3} pro i = 1,2,3. A i naopak, kazd4 takovd posloupnost
(s vyjimkou (0,0,0) a (1,1,1)) jednoznaéné uréuje vyhovujici rozmisténi ¢isel 41. Af uz rozborem piipadi
¢i jinak dojdeme k tomu, zZe takovych posloupnosti je 18.
Zabyvejme se nyni zvlast délitelnosti sedmi a podle hodnoty prostiedniho policka, rozlisme t¥i pripady.
(i) Uprostied je 72.
Vpravo a dolii od prostiedka budou téz nasobky 72. Zbyva uréit, kolika zpiisoby lze vyplnit
zbyla policka. Zkoumejme dvé nevyplnéna policka v hornim fadku. Rozborem moznosti zjistime,
ze mohou byt vyplnéna 6 zpusoby. Obdobné policka v prvnim sloupci mohou byt vyplnéna 6
zpusoby. Navic jsou tato vyplnéni nezavisla, takze celkem mame 36 moznosti.
(ii) Uprostted je 1 = 7°.
Stejnou tvahou jako v predchozim ptipadé uréime, ze moznosti je 36.
(iii) Uprostied je 7.
Policka, ktera zbyva vyplnit rozdélime na dveé trojice, jejichz vyplnéni bude opét nezavislé. Tro-
jici budou tvofit policka, kterd jsou vpravo nahofe (resp. vlevo dole) od prostfedka. Na vyplnéni
jedné z téchto trojic je 8 moznosti. Takze celkem je moznosti 64.



11

Mame tedy 64 + 2 - 36 = 136 moznosti, jak vyplnit do tabulky mocniny ¢isla 7 a 18 moznosti, jak
vyplnit mocniny ¢isla 41. Znovu si rozmyslime, Ze tato vyplnéni jsou nezavisla a zkonstatujeme, Ze celkovy
mozny pocet vyplnéni je 18 - 136 = 2448 moznosti.



