Ndboj 2012 Vzorové riesenia

Uloha 1J. Ak hranu kocky zvicgime o 100%, tak o kolko percent sa zvadsi jej objem?
Viysledok.  700%
Ndvod.  Zv&csit hranu a o 100% je to isté ako ju zdvojnasobif na 2a. Objem povodnej

kocky bol a3, po zvicseni bude (2a)® = 8a3. Zvicsil sa o 7a3, ¢o je 700%.

Uloha 2J. Najviac na kolko &asti sa d4 tromi priamkami rozdelif medzikruzie?

Vysledok. 9

Ndvod. Chceme, aby vsetky priesecniky priamok boli rozne, lezali vo vnutri medzikruzia
a aby kazda priamka bola se¢nicou vnutorného kruhu. To sa nam podari, ak vnatorna
kruznica bude nie¢o medzi vpisanou a opisanou kruznicou trojuholnika, ktory ohranicuja
tri priamky.

Uloha 3J. Ak a679b je pifciferné &islo delitelné 72, zistite hodnotu stéinu a - b.
Vysledok. 3 x2=6

Ndvod.  Cislo a679b musi byt delitelné 8 a 9 (72 = 7-9). Z kritéria delitelnosti 8 mame,
ze b = 2, z delitelnosti 9 plati: 9 | a + 6 + 7+ 9 + 2, preto a = 3.

Uloha 4J. Utitel matematiky sa rozhodol usporiadat dve kold minindboja p#télennych
druzstiev vo svojej triede. V prvom kole sa ziaci rozdelili do druzstiev ako chceli a v druhom
kole ich ucitel rozdelil tak, aby nikto nebol v druzstve s nikym, s kym bol v druzstve v prvom
kole. Aky je najmensi pocet ziakov, pre ktory sa to uditelovi vzdy podari?

Vysledok. 25

Ndvod. Pocet ziakov musi byt delitelny 5. Ak by ich bolo 20 alebo menej, tak z Dirichleto-
vho principu aspon dvaja ziaci, ktori boli spolu v prvom kole, musia byt spolu aj v druhom.
Nastastie 25 ziakov uz staci, lebo mézeme do kazdého nového druzstva zobrat jedného z
kazdého timu.



Uloha 5J.  Vanilkovy kola¢ tvaru kvadra s rozmermi 10 x 10 X 5 je na celom povrchu
pokryty tenkou vrstvou ¢okolady. Kola¢ rozrezeme na kocky 1 x 1 x 1. Kolko percent kuskov
nema na sebe ziadnu ¢okoladu?

Vysledok.  38.4% = (48/125)

Navod. Po zjedeni vsetkych kuskov s cokolddou nam zostane kvader 8 x 8 x 3 zlozeny zo
vsetkych kuskov bez ¢okolady, takze ich musi byt 192. Z celkového poctu 10 x 10 x 5 = 500
kuskov uz lahko zratame percenta: 100 - (192/500)%.

Uloha 6J. Majme §tvorec ABCD so stranou dlzky 2 a bod X leziaci mimo neho tak,
ze plati |AX| = | X B| = v/2. Akt dizku m4 najdlhsia uhloprie¢ka pituholnika AX BC'D?

Vysledok. /10

Ndvod. Najdlhsia je zrejme uhlopriecka |CX| = |DX|. Nech M je stred strany CD.
Chceme ziskat dlzku MX. Trojuholnik AX B je pravouhly rovnoramenny (z Pytagorovej
vety), takze X je stred pomyselného Stvorca ABC‘D‘ (C* a D* ziskame preklopenim C, D
cez AB). Takze [MX| = % -2 = 3. Dlzku CX u# zratame jednoducho z Pytagorovej vety:

V32 + 12 = V10.
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Uloha 7J. V stéine 5414 = 1121 kazdu cifru zvicsite alebo zmensite o 1 tak, aby bol

vysledok spravny. Aky bude vysledok?
Vysledok. 2012

Ndvod.  Staéi ndm vyskuasat vSetky mozné zmeny na lavej strane (je ich 16) a zistovat, ¢i
sa da prava strana podla toho zmenit.

Uloha 8J. Pre celé &isla z a y plati, Ze ich sticet je nanajvys 200 a ich rozdiel je mensi ako
100. N4jdite maximalnu hodnotu, ktortt méze nadobudat vyraz 2 - min(z,y) + maz(z,y).
Vyraz min(z,y) ma hodnotu najmensieho &isla z dvojice (z,y), podobne maz(x,y) mé
hodnotu najvicésieho ¢isla z dvojice (z,y).

Vysledok. 300

Ndvod. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze x > y. Potom 2 - min(z,y) +
maz(z,y) =2y +z=y+ (x+y) < y+ 200 < z+ y/over2 + 200 = 300. Tato hodnotu
vieme dosiahnut pre x = y = 100.



Uloha 9J. Pre realne &isla x, y a z plati, Ze aritmeticky priemer &isel = a 2y je rovny 7
a aritmeticky priemer ¢isel x a 2z je rovny 8. Aky je aritmeticky priemer Cisel z, y a 2?7

Vysledok. 5

Ndvod.  Sc¢itanim prvych dvoch rovnosti pre aritmeticky priemer x‘gﬂ+% =x+y+z =
15. Spravny vysledok dostaneme predelenim tejto rovnosti troma.

Uloha 10J. V mrezovych bodoch §tvorcovej mriezky 8 x 8 stoji 81 stromov. Zahradnik
vyrezal jeden z rohovych stromov a teraz sa z jeho miesta pozera na ostatné stromy. Niektoré
vSak nevidi, pretoze ich zakryvaja iné a to prave takto: strom S je zakryty prave vtedy ak
na Usecke medzi stromom S a zdhradnikom lezi iny strom, t.j. mrezovy bod. Kolko stromov
vidi zadhradnik?

Vysledok. 45

Ndvod. Nakreslime si obrazok a postupne skontrolujeme stromy od tych, ¢o st najblizsie
k zdhradnikovi, az po tie tplne najdalej. Kontrolovany strom vzdy oznaéime za viditelny,
ak este nebol vyskrtnuty a spolu s nim vyskrtneme vsetky dalSie stromy, ktoré tento strom
zakryva (lezia spolu s nim a zdhradnikom na jednej priamke). Nakoniec spoé¢itame vSetky
stromy, ktoré sme oznaéili za viditelné.
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Uloha 11J /1S. Kolkymi spdsobmi vieme ofarbit steny kocky &iernou a bielou farbou?
Dve ofarbenia povaZujeme za rovnaké, ak dokdZzeme otodenim jedného z nich dostat druhé.

Vysledok. 1+1+24+24+24+1+1=10

Ndvod. Rozdelme moznosti podla toho, kolko stien zafarbime bielou farbou. Pre nula stien
méame jednu moZnost, rovnako ako pre jednu stenu. Pre dve steny existuju dve mozZnosti:
zafarbené steny bud susedia jednou hranou, alebo st protilahlé. Pre tri steny su tiez dve
moznosti: Steny maji spoloény vrchol alebo dve st protilahlé a tretia susedi s obidvomi
hranou. Pre styri je rovnako vela moZnosti ako pre dve. Tak isto aj pre pit a sest je tolko
moznosti ako pre jednu a nula. Spolu vSetkych moznosti je potom 1+1+2+424+2+1+1 = 10.

Uloha 12J/2S. Majme obdlznik ABCD so stranami |AB| = 20 a |BC| = 12. Na

polpriamke B? lezi bod Z taky, ze |CZ| = 18. Bod E lezi vo vnatri ABCD, pri¢om plati,
ze vzdialenost E od AB aj AD je 6. Priamka EZ pretina strany AB a CD postupne v
bodoch X a Y. Zistite obsah Stvoruholnika AXY D.

Vysledok. 72

Ndvod. Dokreslime si rovnobezku s AD cez bod E, oznaé¢me F', G jej prieseéniky s AB a
CD v tomto poradi. Je vidno, zZe trojuholniky X FE a Y GFE st zhodné, takze obsah AXY D
sa rovna obsahu AFGD, ¢o je obdlznik s obsahom 12 -6 = 72.
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Uloha 13J/3S.  Pre kolko prirodzenych ¢isel a, 1 < a < 2012, je ¢islo a® druhou
mocninou prirodzeného c¢isla?

Vysledok. 1028
Ndvod. Pre vsetky parne &isla a = 2k je ¢islo a® = (a®)? uréite druhou mocninou. Pre
nepéarne éisla a je a® druhou mocninou prave vtedy, ked a je druhou mocninou neparneho
¢isla. Parnych c¢isel do 2012 je 1006. Najvicsia druhd mocnina, ktord je nanajvys 2012 je
44. Vyhovuju teda aj druhé mocniny neparnych ¢isel do 44, ktorych je 22. Spolu mame
1006 + 22 = 1028.

Uloha 14J /4S. Majme rovnostranny trojuholnik so stranou 1 poloZeny na podlahe.
Jeden z jeho bodov zafarbime na Cerveno. Trojuholnik kotulame po podlahe a trikrat ho
preklopime. Akt dlha drdhu prejde ¢erveny bod?

Visledok. 2 -2m = 3w

Ndvod. Uvedomime si, ze éerveny bod sa pohybuje po vysekoch kruznice (jeden bod vzdy



zostava na mieste a vzdialenost éerveného bodu je od neho konstantnd). Dvakrat prejde

1
3
obvodu kruznice a raz zostane na mieste. Dokopy prejde drahu dizky (1/3+41/3)-27-1 = %71'.

Uloha 153 /5S.  Aké je najmensie kladné ¢islo zloZené iba z nil a jednotiek, ktoré je
delitelné 2257

Vysledok. 11111111100

Ndvod.  Cislo musi byt delitelné 9 a 25 (lebo 225 = 9-25). Ked¥Ze je kladné, nie je zlozené
len zo samych nil, teda obsahuje aspoti jednu jednotku. Z delitelnosti 9 mame, Ze ich sucet
je delitelny 9, takze ich je aspon 9. Z delitelnosti 25 vieme, Ze ¢islo kon¢i jednym z dvojcisiel
{00, 25, 50, 75 }. Vyhovuje len 00. Takze ¢islo je aspont 11111111100.

Uloha 16J /6S. Bill je dost stary na to, aby volil, ale nie dost na to, aby mohol vyuzivat
dochodcovsku zlavu (jeho vek je medzi 18 a 70). Je o filom zname, Ze pred x rokmi bol jeho
vek odmocninou z jeho veku o x rokov. Billov vek je druhou mocninou prirodzeného ¢isla.
Najdite prirodzené cislo x.

Vysledok. 28

Ndvod.  Billov vek, ozna¢me ho v, je druhd mocnina prirodzeného ¢isla v rozpéti od 18
do 70. Dalej vieme, Ze v + z je taktiez druhou mocninou. Staéi vyskusat niekolko moznosti.

Uloha 17J /7S. Prilozme lavy dolny roh obdlZnikového papiera k pravému hornému
rohu. Vznikne tak utvar rozdeleny na tri trojuholniky, ktorych strany tvoria okraje pa-
piera, a ¢iara zohnutia. Pre aky pomer dizok stran papiera je pomer obsahov tychto troch
trojuholnikov 1:2: 17

Vysledok. /3 :3 =1:+/3 pripadne v opacnom poradi.



Ndvod. Predpokladajme, Ze sme nasli vhodny papier. Oznacime jeho kratsiu stranu a
a dlhsiu b. Prelozime papier podla pokynov v zadani. Utvar je symetricky, preto stredny,
je taznicou, respektive vyskou najvicsieho trojuholnika, preto deli uhol oproti zdkladni na
dva rovnaké. Uhol najmensieho trojuholnika pri tom istom vrchole je vSak taky isty, kedze

maja totoznu stranu, pravy uhol a obsah. Preto ma kazdy z troch uhlov % = 30°. Mensi

trojuholnik mé teda strany /3 : 1. Z pomeru stran rovnostranného trojuholnika dalej
dostavame poomer stran kratsia ku dlhsej =v/3:24+1=+/3:3

Uloha 183 /8S. Kolko je trojcifernych &isel delitelnych siestimi, v ktorych je kazda
cifra vicsia ako 47

Vysledok. 16

Ndvod. Cislo ma byt delitelné 2, a preto sa musi kondit cifrou 8 alebo 6. Rovnako je ¢&islo
delitelné aj tromi, a preto jeho ciferny stcet je delitelny tromi, ¢ize stcet prvych dvoch cifier
musi dévat po deleni 3 zvySok 1 (ak je posledna cifra 8) alebo 0 (ak je poslednd 6). ZvySok
1 vieme dostat ako stéet Cisiel so zvySkami 2 + 2, 3 + 1 (zdlezi aj na poradi cifier, takze
mame 4 + 4 = 8 moznosti.). Podobne zvysok 0 vieme dostat len ako 0 + 0, 2 + 1 (znovu
méame 4 4+ 4 = 8 mozZnosti) .

Uloha 19J/98S. Dané su tri kruznice s polomerom 1, pricom kazdé dve z nich sa
navzajom zvonka dotykaju. Tymto kruzniciam opiSeme kruznicu k tak, aby sa jej zvnuatra
dotykali vSetky 3 kruznice. Vypo¢éitajte polomer kruznice k.

Vysledok. 1+ % =1+ %

Ndvod. Oznac¢me A, B a C stredy troch mensich kruznic. Trojuholnik nimi tvoreny je
rovnoramenny so stranou dlzky 2. Jeho vyska mé dizku v/22 — 1 = v/3. V§sky trojuholnika
ABC sa pretinaju v strede kruznice k, ozna¢me ho S. Vysky st zaroven aj taznicami v
rovnostrannom trojuholniku, a preto |AS| = 2/3 - /3. Polomer k je potom len o polomer
mensej kruznice dlhsi od |AS]|.
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Uloha 20J /10S.  Nech n je prirodzené &islo. Ak n? ma cifru na mieste desiatok 7, aki
cifru méze mat na mieste jednotiek?

Vysledok. 6

Ndvod. Nech n = 10z + y, pre nejaké prirodzené &islo z a cifru y. Potom n2 = 100z2 +
20zy + y2. Cifra na mieste desiatok bude neparna vtedy, ked je neparna desiatkova cifra
y2. Preto y2 je 16 alebo 36. Posledna cifra je v oboch pripadoch 6.

Uloha 21J/118. Ak napiSeme ¢isla 1,2,...,n v nejakom poradi, ziskame tak n-
retazec. Napriklad, jeden z moznych n-refazcov dizky 11 je:

3764581121910

Aké je najmensie n > 1 také, Ze existuje n-retazec, ktory je palindrémom (éita sa odpredu
rovnako ako odzadu)?

Vysledok. 19
Ndvod. Nasledujuci retazec je takym 19-retazcom:
9|18|7|16|5]14]3|12|1|10|11|2|13|4|15]6]17|8|19.

Ukéazeme si, ze 19 je najmensim takym c¢islom. Uvedomime si, Ze iba jedno ¢islo sa moze
vyskytnit neparny pocet krat v palindromickom n-retazci (konkrétne strednd cifra). Ak
n < 9, tak zrejme tdto podmienka nie je splnend. Podobne, pre 10 < n < 18 sa cifry 0 a 9
vyskytuju v retazci prave raz, takze zase nemédze byt n-retazec palindrémom.

Uloha 22J /12S. Najdite vSetky trojice (z,y, z) kladnych realnych ¢&isel x,y a z, pre
ktoré plati (x +y)(x +y+2) =120, (y+2)(z+y+2) =9 a (z+z)(x+y+2z) = T2

Vysledok.  [4,6,2]

Ndvod.  Sc¢itanim rovnic dostaneme (z +y+ 2)(z +y+x + 2z + = + y) = 288. Po vydeleni
rovnice 2 ziskame vztah (z+y+2z)(z+y+2) = 144, a teda z+y+2z = +12, ale kedze hladdme
kladné, tak = + y + z = 12. Spéatnym dosadenim do poévodnych rovnic mame (12 — z) = 10,
(12 — z) = 8, (12 — y) = 6, z ¢oho lahko ziskame rieSenie [4, 6, 2].



Uloha 23J /13S. Majme kruh s polomerom 1 a v nom dve kolmé tetivy, ktoré delia
kruh na 4 ¢asti. Ofarbime ¢ast s najvicsim a Cast s najmensim obsahom ¢iernou, zvysné
nechame biele. Vieme, Ze obsah bielych ¢asti bude taky ako obsah ¢iernych casti. Aka je
maximalna mozn4 vzdialenost dlhsej tetivy od stredu kruznice?

Vysledok. 0

Ndvod. Stac¢i hladat rovnaké obsahy. Napriklad ak rozrezeme kruh eSte dvoma tetivami,
ktoré st bodovo simerné so stredom kruznice k pévodnym dvom tetivam, tak ziskame 9
casti, pricom strednd bude navyse. Preto musi aspon jedna z priamok prechadzat stredom
kruznice.

Uloha 24J /14S. Straznik m4 za tlohu strazit tri objekty. M4 obchédzkové trasy ako
na obrazku. Jedna obchodzka zacina v bode A, prejde cez kazdy usek prave raz a vrati sa na
zaciatok. Ak zéalezi na smere obchéadzania budovy, tak kolko réznych obchodzok existuje?

Vysledok. 16

Ndvod. Z bodu A mé 4 moznosti kam sa vydat. Na najblizsej krizovatke, kam sa dostane,
ma uz len 2 moznosti (nemdze ist naspat ani dokoncit kole¢ko okolo prvej budovy). Na
nasledujiicej krizovatke ma zas na vyber 2 moznosti. Dalej je uz jeho cesta jednoznacéne
urcend. Vyberal si zo 4 -2 -2 = 16 moznych ciest.

Uloha 253 /15S.  Lichobeznik m4 strany dizky 5, 3v/2, 2 a 3 v tomto poradi, pricom
rovnobezné su strany dlhé 5 a 2. Aky ma obsah?

Vijsledok. 2

Ndvod. Rovnobezka s kratsim ramenom rozdeli lichobéznik na rovnobeznik a trojaholnik
so stranami 3, 5 — 2 = 3, 31/2, ktory je zjavne rovnoramenny pravouhly. Rovnobeznik je
preto obdlznik. Obsah uz jednoducho spoéitame ako % -3:343-2= %



Uloha 26J /16S. V rade za sebou stoji 42 Tudi a chca sa zoradit podla vysky tak,
aby vpredu stal najvyssi. V jednom tahu si mozu vymenit miesto dvaja za sebou. Kolko
najmenej tahov potrebuju na to, aby sa tymto spoésobom zoradili, ked stoja na zaciatku
Iubovolne?

Visledok. ™1 = 21 .41 = 861

Ndvod. Kazdému poradiu Iudi priradme hodnotu H, ktord oznacuje pocéet dvojic (nielen
susediacich) Tudi takych, Ze nizsi stoji pred vy$$im. V jednom tahu je mozné znizit H
maximalne o 1, pricom ak H > 0, tak existuje tah, ktorym sa H znizi. Na zadiatku je H
najviac 1 +2+ -4+ (n—1) = n(nT_l)
treba aspon (a jednoducho sa presved¢ime, ze aj staci) % -41 = 861 tahov.

, ak stoja vSetci v opaCnom poradi. Na zoradenie

Uloha 27J /17S.  Petrzlen zije v zeleninovom $téte, kde sa plati iba mincami v hodnote
7 alebo 11. Ak by mal Petrzlen z oboch druhov minci Tubovolny pocet, akd je najvyssia
cena, ktorti nimi nevie zaplatit?

Vysledok. 59

Ndvod.  Akondahle vieme zaplatit hodnotu s nejakym zvyskom po deleni 7, tak vieme uz
zaplatit lubovolna vyssiu hodnotu s rovnakym zvyskom. Pre kazdy zvysok postupne zistime,
kedy sa prvykrat dosiahne. Zvysok po deleni 7 sa zmeni, len ak pouzijeme 11. Takze 0 dava
zvysok 0, 11 dava 4, 22 dava 8, 33 dava 5, 44 dava 2, 55 dava 6 a 66 dava zvysok 3 po
deleni 7. Mame vsetky zvysky, a od 66 st uz vSetky hodnoty urc¢ite dosiahnutelné. Posledna
nedosiahnutelnd hodnota ma zvysok 3 a najvyssou takou je 66 — 7 = 59.



Uloha 28J /18 S. Rozdelime kruh s polomerom 1 fubovolnym spdsobom na $tyri stvislé
casti. Aky najmensi obvod méze mat ast s najvicésim obsahom? Ak ma viacero casti
najvicsi obsah, tak berieme ti s najmensim obvodom.

Vysledok. m

Ndvod. Najmensi mozny obsah najvicse]j casti je Stvrtina obsahu kruhu. Suvisla cast s
danym obsahom ma najmensi obvod, ak ma tvar kruhu. Takze ak rozsekneme pévodny kruh
tak, Ze vSetky Casti budti mat obsah prave stvrtinu obsahu pévodného kruhu a jedna z tych
casti bude mat kruhovy tvar, tak sme hotovi. To sa d& napriklad vyseknutim sustrednej
kruznice s pévodnym kruhom a polovi¢nym polomerom a zvySok rozreZeme na tri rovnaké
Casti ako na obrazku. Mala kruznica ma obvod 27r% =T.

Uloha 29J/198S. Najdite sucet vsetkych redlnych cisel a, pre ktoré maju rovnice
22+ ax+1=0ax?+4x+a=0 aspon jeden spoloény redlny korei.

Vysledok. —2

Ndvod. Nech z je ich spoloénym rieSenim. Od¢itanim rovnic mame (a — 1)(z — 1) = 0.
Takze bud = 1 alebo a = 1. V prvom pripade je ich spoloény koreni z = 1, dosadenim do
niektorej z rovnic doratame a = —2. V druhom pripade a = 1 st rovnice sice identické, no
ich korene nie st reélne.

Uloha 30J /20S. Kolko je takych osemcifernych prirodzenych &isel, ze po skrtnuti ich
prvej cifry zostane ¢islo 35-krat mensie ako povodné?

Vysledok. 0

Ndvod. Nech m je ¢islo, ktoré nam zostane po Skrtnuti prvej cifry. Povodné ¢islo potom
musi vyzerat c- 107 +m, kde c je skrtnuta cifra. M4 platit m = (1/35) - (c- 107 +m), &o sa
dé upravif na 17 - m = c- 26 . 57. Tlava strana je nenulové a delitelna 17, ale prava strana
nie je delitelnd 17 pre ziadne ¢ < 9.

Uloha 31J/21S. Mame pravouhly trojuholnik, ktorého vetky strany maji celo¢iselnt
dlzku. Ak ma jedna z jeho stran dizku 2012, aky moze mat najvicsi obsah?

Visledok. 1006 - (10062 — 1) = 1018107210

Ndvod. Ak mé jedna strana dant dizku 2012, tak sa nam oplati zobrat ju ako odvesnu.
Musi platit Pytagorova veta: b2 4+ 20122 = ¢2. Kedze obsah pravouhlého trojuholnika je
%Q'b, tak chceme maximalizovat b. A to je rovnaka tloha, ako minimalizovat rozdiel dizky
prepony a tejto odvesny. Ak ¢ = b+ 1, tak nesedi parita v Pytagorovej vete. Dosadenim
¢ = b+ 2 do Pytagorovej vety dostaneme jednoducht rovnicu pre b.
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Uloha 32J/22S. Nech ABC je trojuholnik so stredom kruznice opisanej O a prie-
seCnikom vysok H, pricom body A, B, C, O a H majua celo¢iselné stradnice a ziadne dva
nesplyvaju. Aky je druhy najmensi mozny polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC?

Vysledok. /10

Ndvod. Néajdeme si Stvoréekovy papier alebo si nakreslime Stvoréekovi plochu. Este raz si
precitame zadanie, Ze vSetky body maju byt rozne. Do stredu si vyznacime stred opisanej
kruznice a postupne skiSame mozné polomery: 1,v/2,2.v/5,2v/2,/10,... . Pre polomery
1,v/2,2 a 2v/2 vidime, ze vidy je jeden z vrcholov trojuholnika prieseénikom vysok. Pre
V/5 a 1/10 sme schopni skonstruovat trojuholniky, napriklad ako na obrazku, pre ktoré st
splnené podmienky zadania.

I [

A B A B

Uloha 33J /23S. Néjdite najvicsie prirodzené &islo n také, ze ¢islo 72048 —1 je delitelné
2™,

Vysledok. 14
Ndvod.  Viacnasobnym pouzitim vzorca a? — b% = (a — b)(a + b) dostavame:
72048 _ 1 = (T 1)(T+ )PP+ )7 1) (71024 4 1),

V rozvoji je kazdy z ¢lenov okrem 7 + 1 delitelny 2 préave raz, ¢o sa da jednoducho overit
sktimanim zvyskov 7(2%) po deleni 4.

Uloha34J/248S. Ak poéitame stiéin cifier daného é&isla, potom stéin cifier tohto stéinu,
potom znova sucin cifier nového suéinu atd., nutne po nejakom pocte krokov dospejeme k
jednocifernému ¢&islu. Tento poéet krokov nazyvame vytrvalostou ¢éisla. Napr. ¢islo 723 ma
vytrvalost 2, lebo 7-2-3 =42 (1. krok) a 4 -2 = 8 (2. krok). Najdite najvécsie parne ¢islo
s navzajom rdéznymi nenulovymi ciframi a vytrvalostou 3.

Vysledok. 98764312

Ndvod.  Vysktsajme najprv najvicsie &islo, ktoré spliia podmienku réznych nenulovych
cifier. Tym je 987654321, ale ma len vytrvalost 2, pretoze 9-8---1 = 362880, a potom kvoli
nule na konci ziskame v druhom kroku 0. Uvedomime si, Ze 0 na konci dostaneme vzdy, ked
tam bude nejaké parne éislo aj 5 zaroven. Preto sktisime najprv vyhodit patku. Vytrvalost
¢isla 98764321 je 3, lebo 98764321 — 72576 — 2940 — 0. Este splnime podmienku parnosti
prehodenim poslednych dvoch cifier 98764312 a mame vysledok.
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Uloha 35J /25S. Ak strany AD a BC konvexného $tvoruholnika ABCD predlzime,
tak sa pretnt v bode E. Oznaéme H a G postupne stredy BD a AC. N&jdite pomer
obsahu trojuholnika EHG a obsahu stvoruholnika ABC D. Prezradime vam, Ze tento pomer
je rovnaky pre kazdy konvexny Stvoruholnik ABCD, ktorého strany AD a BC nie su
rovnobezné.

Vysledok. 1:4

Ndvod. Pre pripad, ze ADBC je rovnoramenny lichobeznik so stranami 1,1,1 a BA =
2, to vychadza Tahko aj bez vicsieho pocitania, kedze je tam vela rovnostrannych tro-
juholnikov. V rieSeni pre vSeobecny pripad budeme (ABC) oznadovat obsah ABC. Do-
kreslime si usetcky CH, GD, GB. Kedze G je stred AC, tak (GDE) = 1/2(DEC). Po-
dobne (CHE) = 1/2(DEC). Teda (CHE) + (GDE) = (DEC). Z toho vieme usudit, ze
(CHGD) = (GHE). Kedze (CHD) =1/2(CBD) a (GHD) = 1/2(GBD), tak (CHGD) =
1/2( (CBD) + (GBD) ) = 1/2(BCDG). Ale (BCDG) = 1/2(ABCD), lebo (BCG) =
1/2(ABC) a (GCD) = 1/2(ACD). Potom (GHE) = (CHGD) = 1/4(ABCD).

Uloha 36J/26S. Kockaté termity vyvitali cez kocku so stranou 5 v kazdom smere
$tyri rovné chodbicky ako na obrazku a opustili ju. To, ¢o z kocky zostalo, chceme ofarbit

antitermitovou farbou. Kolko centimetrov $tvorcovych musime ofarbit?

g £

B E
B E

Vysledok. 270

Navod. Pozrieme sa na derava kocku zhora a zratame obsah vsetkych plosok, ktoré sa na
nas “pozeraji” - st orientované smerom nahor. V hibke Ocm, stene kocky, je ich 25 —4 = 21.
V hibke 2cm je ich tolko, &o vyvitanych chodieb z boku minus vyvitanych chodieb zhora:
16 — 4 = 12. Hlbka 4cm je rovnaky pripad ako hlbka 2cm. Z kazdej strany kocky je situacia
rovnaka, takze mame dokopy (21 4+ 12 4 12) - 6 = 270 plosok.

Uloha 37J/278S. Méame kruh s polomerom 1 a stojime na najlavejSom bode jeho
obvodu. Mézeme sa hybat len doprava a hore. Akt dlzku mé najdlhsia trasa, ktorti mézeme
prejst, ak nechceme z kruhu vyjst?

Vysledok. 14 +/2

Ndvod. Najprv si uvedomime, ze pre fubovolnii cestu existuje cesta rovnakej dizky, ktora
ide najprv iba doprava, a potom uz len hore. Odteraz uvazujeme uz len takéto cesty. Na-
jdlhsia cesta musi prechadzat stredom kruhu. Ozna¢me a vzdialenost, ktord prejde cesta
doprava od stredu kruhu a b vzdialenost ktoru prejde hore od stredu. Kedze najdlhsia cesta
skonéi na obvode kruznice, tak plati a® + b2 = 1 a chceme maximalizovat a + b. To je
rovnaka tloha ako maximalizovat (a+b)? = a? +b? +2ab = 1+2ab . Z trividlnej nerovnosti
0 < (a—b)2 = a2 — 2ab + b?> mame 2ab < a® + b = 1. Rovnost nastéva prave vtedy, ked
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mame rovnost pri 0 < (a—b)?, takze a = b= /1/2 = % Nezabudneme na zaciatok cesty
a mame vysledok 1+ /2.

Uloha 38J /28S.  Aky je najvicsi delitel ¢isla 15! =1-2--- .- 15 taky, ze po vydeleni
6 dava zvysok 57

Vysledok. 5-5-7-7-11-13 = 175175

Ndvod.  Zvy$ok stéinu je rovnaky ako suéin zvyskov jednotlivych ¢initelov, napr. zvySok
7'!'=1-2-3-4-5-0-1=0. Aby koneény zvysok bol 5, tak ¢islo nesmie byt delitelné 2 ani
3, takZe z 15! musime vyhodit vSetky dvojky a trojky. Zostane nam ¢&islo 53 - 72 .11 - 13 a
dava zvysok 1. Kedze 5 - 5 ddva zvysok 1, tak nadm sta¢i vyhodit jedno ¢&islo so zvyskom 5
a najmensim takym je samozrejme 5.

Uloha 39J /29S. Mame kocku a v nej nasledovnjch 27 bodov: vrcholy kocky, stredy
hran, stredy stien a stred kocky. Kolko je priamok, ktoré prechadzaju prave cez tri body?

Vysledok. 49

Navod. Rozdelime si vSetky priamky do troch nezavislych kategérii. Tych, ktoré prechad-
zaju stredom kocky, je 9+ % = 13. Tych, ktoré prechadzaju stredom steny a neprechadzaja
stredom kocky, je pre kazdu stenu 4 a dokopy teda 24. Zvysili ndm uz len priamky totozné
s hranami kocky, ktorych je 12. Dokopy mame 13 + 24 + 12 = 49 priamok.

Uloha 40J /30S.  Sttaze trvajtcej k dni sa ztGcastnilo n éastnikov. Kazdy deti vietci
Gcastnici ziskali skére 1,2,...,n bodov, pricom ziadni dvaja nemali rovnaky pocet bodov
za dany den. Na konci stutaze (k-ty den veer po stutazi) mal kazdy ucastnik v sucte za
vSetky dni skére 26 bodov. Nezavisle od k, najdite sucet vsetkych n, pre ktoré je to mozné.

Vysledok. 1+3+12+25 =41

Ndavod. Je zrejmé, ze n < 26. Spolu sa kazdy den rozdalo w bodov, ¢o dava celkovy
stucet k- w bodov. To je ale tiez rovné 26n. Z toho dostavame 52 = k(n+1). Po chvilke
sktiSania zistime, Zze pre kazdé také k, ktoré deli 52 (okrem 1 a 52), vieme néjst sposob,
akym tcéastnici mohli dostavat body pocas sutaze. Potom sucet v8etkych n je (2—1)+ (4 —
1)+ (13— 1) + (26 — 1).

Uloha 41J/31S. Mame tortu, ktorti chceme rozrezat. Torta ma tvar valca a kazdy
rez méa tvar roviny. Napriklad dvoma rezmi ju vieme rozrezat na $tyri ¢asti a troma rezmi
na osem casti. Na kolko najviac ¢asti ju vieme rozrezat piatimi rezmi?

Vysledok. 26
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Ndvod. Pre jednoduchost uvazujme nekone¢ny trojrozmerny priestor ktory reZeme ne-
koneé¢nymi rovinami. Ak uZz mame priestor nejako rozrezany, tak dalsia novad rovina nidm
prida tolko novych casti, kolko existujacich ¢asti rozreze. Ak zoberieme priamky, ktoré su
prieseénikmi novej roviny so starymi rovinami, tak pocet novych casti je rovnaky ako pocet
oblasti na ktoré tieto priamky rozdelia nova rovinu. Takze v, = vp—1 + pn—1 kde vy je
vysledok pre n rezani a p,, je pocet novych ¢asti = pocet oblasti, na ktoré vieme rozdelit ro-
vinu n priamkovymi rezmi. Kreslenim na papier ziskame maximalne hodnoty pre p1, p2, p3
a pg ako 2,4,7 a 11, a kedze v; = 2, tak dostavame vysledok 2+ 2+ 4+ 7+ 11 = 26.

Pozndmka pre zvedavcov: zovieobecnenim tlohy pre n rezov dostaneme vztah (%) + (5) +

(1) + (§) = 1/6(n® + 5n +6). ’

Uloha 42J /32S. Osemramenna hviezda je teleso, ktoré vznikne prilepenim pravidel-
nych Stvorstenov na vSetky steny pravidelného osemstena. Hrany osemstena aj vSetkych
Stvorstenov maju dizku 1. Aky objem mé osemramenn hviezda?

Vysledok. /2

Ndvod. Mame dva typy telies. Pravidelny Stvorsten so stranou 1 (je ich 8) a Stvor-
boky ihlan (st 2). Obe telesa majt vsetky strany dizky 1. Stvorboky ihlan ma obsah
postavy 1 a vysku vyratame z Pytagorovej vety (hrana, tsecka z vrchola do stredu pod-

stavy a vyska tvoria pravouhly trojuholnik) ako 1/12 — (g) = %, takZe méa objem

3%/5' Podobne pravidelny Stvorsten mé obsah podstavy (rovnostranny trojuholnik) V3

1
a vysku /12 — (QT\/E)2 = %, takZe ma objem 3%/421. Ked to dame dokopy, dostavame
2.Y2 18.Y2 -3

Uloha 43J /33S.  Stopar ide po ceste. Sanca, #e v najbliz§ich 20 mintitach stretne auto

je %. Ak je v kazdom okamihu rovnaka Sanca, ze stretne auto, tak ak je Sanca, ze stretne

auto v najblizsich piatich mintutach?
Vysledok.  3/5

Ndvod.  Skusme radsej spocitat pravdepodobnost, Ze stopar auto nestretne. Pre 20 minut

to je 1 — % = %. Ak pravdepodobnost nestretnutia auta stoparom pocas 5 minat je p,
potom pre 20 mintt to je p*. Teda p = % potom pravdepodobnost stretnutia auta pocas 5
minut je 1 — % = %

Uloha 44J /34S. Vandal a moderator upravujt ¢lanok na Wikipédii. Na zaciatku bol
¢lanok bez chyby a kazdy den vandal pridal jeden chybny tidaj. Na konci kazdého dna méa
moderator 2/3 Sancu na néjdenie kazdej jednotlivej chyby, ktora este v ¢lanku je. Aka je
Sanca, ze po troch dnoch bude ¢lanok bezchybny?

Visledok.  2/3-8/9-26/27 = 2213

Ndvod. Pre kazdu chybu zratame pravdepodobnost, Ze nevydrzi do konca. Pravdepodob-
nost, Ze nejakéa chyba vydrzi k dni, je (%)k a pravdepodobnost, Ze nejakd chyba nevydrzi k
dni, je 1 7(%)1“ Kedze “nevydrz” jednotlivych chyb je nezavisla, tak tieto pravdepodobnosti
jednoducho ponasobime: (1 —2/3)-(1—1/9)- (1 —1/27).
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Uloha 45J /35S. Mame k dispozicii neobmedzenti zasobu &ervenych, modrych a zltych
kariet. Za kazdu kartu sa dostavaju body, a to nasledovne:

e za kazdu Cervenu kartu je jeden bod

e za kazdi modria kartu je tolko bodov, kolko je dvojnasobok poétu nasich ¢ervenych
kariet

e za kazdu zltu kartu je tolko bodov, kolko je trojndsobok poc¢tu nasich modrych kariet

Kolko najviac bodov dokazeme ziskat pomocou pétnastich kariet?
Vysledok. 168

Ndvod. Nech C je pocet cervenych kariet, M je pocet modrych kariet a Z je pocet zltych
kariet. Obrafme vzfah cervenych a modrych kariet. Potom kazda cervend karta prispieva
k celkovému skére 1 + 2M (jeden bod za seba a dva za kazdti modra kartu) a kazda zlta
karta prispieva 3M. Ak M > 1, tak sa ndm oplati zmenit vSetky cervené karty za zlté. Ak
M = 0, tak maximalne skére je 15. Ak M = 1, tak skére je vzdy 42. Ak M > 1, tak skére
je 3M Z, navySe vieme M + Z = 15. Maximum nastava pri M = 7 a Z = 8, ¢o dava skére
168.

Uloha 46J /36S. Matts ma jednu 20-stenn hraciu kocku a CD¢ko mé tri 6-stenné
hracie kocky. Aka je Sanca, ze po hodeni kockami bude hodnota na Matusovej kocke vicsia,
ako stcet hodnét na CDckovych kockach?

Vysledok. %

Ndvod. Uvedomime si, ze oba hody maju symetrické rozdelenie. Tj. pravdepodobnost,
ze padne z na dvadsatstennej je rovnaka, ako ze padne 21 — z (od 1 po 20). A podobne
pravdepodobnost, Ze padne y na troch Sesfstennych, je rovnaka, ako ze padne 21 — y (od
3 po 18). Podobnou uvahou zistime, Ze pravdepodobnost vyhry Mattsa je rovnaka, ako
pravdepodobnost vyhry CDc¢ka. Preto je vysledok I_Tp kde p je pravdepodobnost remizy. A
t4 je 1/20, kedze nech hodi CD¢ko troma kockami lubovolnd hodnotu, tak Matts mé vzdy
Sancu 1/20, aby ju trafil.

Uloha 47J /37S. Majme tabulku 10 x 10. Riadky, resp. stipce oéislujeme postupne
zlava doprava resp. zhora, dole ¢islami od 1 po 10. Do kazdého policka vpiSeme stéin
&sla riadku a ¢&isla stipca, v ktorom sa nachadza. Stanka stoji na policku v favom hornom
rohu a chce sa dostat na policko v pravom dolnom rohu. Stanka méze chodit iba doprava
a dole (8ikmo nie). Stankine ¢islo je sti¢inom ¢&isel na polickach, na ktoré Stanka stupila
(vratane prvého a posledného). Ak uvazujeme vsetky mozné Stankine &isla, aky je ich
najvicsi spoloény delitel?

Vysledok. 10 x 10! - 10! = 217 .38 .55 .72 =

Ndvod. Treba si uvedomit, ¢o musi Stanka vzdy pozbierat a ¢omu sa naopak méze vyhnut.
Kazda cesta nazbiera kazdé éislo aspoti dvakrat (raz sa stipec a raz za riadok). Pre kazdé
&islo i okrem 1 a 10 existuje cesta, ktora prechadza i-tym riadkom a i-tym stlpcom prave
raz (také velké ”L”-ko). A teda 2,3,...,9 budt vo vyslednom su¢ine prave dvakrat. Kedze
v pravom dolnom rohu (10 x 10) nazbiera Stanka hned dve desiatky a tah predtym si musela
taktiez nazbierat jednu desiatku, tak 1000 deli vysledok. Je jednoduché sa presvedéit, ze
viac ako tri desiatky nemusime pozbierat.
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Uloha 48J /38 S. Majme trojuholnik s vyskami dlhymi 3, 4 a 6. Aky je jeho obvod?

; 72 _ 2415
Vysledok. iz T 8
Navod. Z toho, ze obsah trojuholnika je polovica zo stic¢inu jeho vysky a strany dostavame,
ze trojuholnik bude podobny s trojuholnikom 2,3,4. Treba vyjadrit jednu z vysok zo stran
trojuholnika. MézZeme napriklad pouzit Herénov vzorec pre vypocet obsahu inym spésobom

2
pre strany 2a, 3a a 4a, a potom dat do rovnosti s obsahom 2‘;‘6. Takze S = %-+/135 = 6a
24
V135

Poznamka: Herénov vzorec pre vypocet obsahu trojuholnika so stranami a,b,c je S =
Vs(s—a)(s—b)(s —c), kde s = %b'*c a S je obsah trojuholnika.

z ¢oho dostaneme a = a obvod je 9a.

Uloha 49J /39S. Najdite najviésie prirodzené &islo n < 4,000, 000, pre ktoré je vyraz

\/n 4+ v/n++/n+ ... raciondlny.

Vysledok. 1999 - 2000 = 3998000

Ndavod. Oznacme s = \/n+ y/n++/n+ .... Potom plati s = y/n + s. RieSenim kvadra-

1++1+4n
2

tickej rovnice pre s je , a kedZe s ma byt racionalne, tak musi 1 + 4n = a2, kde a

2
je racionalne ¢&islo. Upravou vyrazu dostaneme n = “Tfl. Aby bolo n celé, musi byt aj a
2 2
celé, pretoze ak a = % je vykrateny zlomok, tak n = 2 4;2? mé byt celé &islo, a teda q by

a—1la+l

2 2
teda a musi byt neparne a aby n < 4,000,000, tak najvicsie a ziskame ked “TH = 2000, z
¢oho n = 1999 - 2000.

muselo delit p, ¢o je spor s vykratenym zlomkom. Dalsou tipravou mame n =

a

Uloha 503 /40S. Majme Maxistvorec 3 x 3 tvoreny deviatimi $tvorcovymi kachlickami.
Kazda kachlicka je rozdelena na Styri rovnaké stvorceky, v ktorych st vpisané ¢isla 1, 2, 3
a 4 (kazdé prave raz). Dve kachlicky sa mozu dotykat len rovnakymi ¢islami (ako domind).
Kolko roéznych Maxistvorcov existuje?

4131314142
1{292(11|3

Vysledok. 24 -(2* —9) = 168

Ndvod.  Kachlicku vlavo si pevne zvolime (1,2 a 3,4). Uvedomime si, Ze celd situdcia
zalezi len na Styroch klicovych hodnotach. Nech lavé horné policko ma suradnice (1,1),
tak klacové st a = (1,4), ¢ = (1,6), b = (4,1) a d = (4,6). Do kazdej z nich moézu byt
vpisané len 2 ¢&isla, takZe mame maximélne 16 moznosti. Treba si uvedomit, ze nevyhovuja
vsetky, niekedy pride ku “kolizidm” vo vnutri. Takze bud ich vsetky vyskasSame, alebo
pracujeme s ozna¢enymi hodnotami a,b,c a d a prideme na nejaké vztahy. Napriklad nesmie
byt a = 2 A b = 3 kvoli strednej kachlicke, ¢ = d kvoli pravej dolnej, a = 1Ab=3Ad =4
kvoli pravej strednej a a = 2 A b =1 A c = 4 kvoli strednej dolnej. To nam dokopy vylaci
9 moznosti (jednu sme zardtali dvakrat). Nezabudnime vysledok vynasobit 24 — tolko je
moznosti ako moze vyzerat prva kachlicka.
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Uloha 51J/41S. Ondro svoje oblibené &islo (zapisané v desiatkovej ststave a bez
nuly na zac¢iatku) nazyva balénik. Pre balénik plati:

o Cislo o 1 vicsie ako balénik je delitelné 210.
e Ciferny stcet baldnika je dvojnasobok poctu jeho cifier.
e Balénik nema viac ako 12 cifier.

e Cifry baldnika st na striedacku parne a nepérne (balénik nemusi zaéinat parnou
cifrou).

Urcite hodnotu Ondrovho baldnika.
Vysledok. 1010309

Ndvod.  Zameriame sa na podmienku, ze ¢islo o 1 vicsie je delitelné 210 = 2-3-5- 7.
7 toho je hned zrejmé, ze posledna cifra musi byt 9. Kvoli delitelnosti trojkou je ciferny
sucet tvaru 3k + 2. Zo zadania ciferny sucet baldnika je dvojnasobok poctu jeho cifier.
Ciferné sucty, kedze su péarne, tvaru 3k + 2 a véicsie ako 9, prichadzaju do avahy 14 a
20. Im zodpovedaji pocty cifier 7, resp. 10. KedZe sa striedaju parne a neparne cifry, tak
najmensie ¢isla spliajtce vietko okrem deliteMmosti 7 st 1010109 a 2101010109, ktoré maja
ciferné sucty 12 a 15. Druhé ¢éislo ma neparny ciferny stcet, a teda nevieme dosiahntt sucet

Lahko mozme zistit, Ze jedind moznost, kvoli delitelnosti 7, je ¢islo 1010309.

Uloha 52J /428S.  Stvorciferné &islo n je také, ze posledné 4 cifry z n? je &islo n samo.
Néjdite n.

Vysledok. 9376

Ndvod. Preformulovanim zadania mdme n?—n = n(n—1) = 10000k pre nejaké prirodzené

k. Cislo 5% deli prava stranu, a preto 5% = 625 deli bud n alebo n — 1. Podobne 24 = 16 deli
bud n alebo n — 1. Z prvej delitelnosti musi byt n tvaru n = 625k +b kde k € {1,2,...,15}
ab e {0,1}. Kedze 625 dava zvySok 1 po deleni 16, tak n dava zvySok k + b po deleni 16. Z
druhej delitelnosti musi byt teda k+b € {0,1,16} a Stvorciferny vysledok dostaneme jedine
pre (k,b) = (15,1), ¢omu zodpoveda n = 9376. Kedze 9376 x 9376 = 87909376, tak 9376 je
jedinym moznym a naozaj vyhovujucim vysledkom.

Uloha 53J /43S.  Zistite stiet vietkych pafcifernych palindrémov. Palindrém je &islo,
ktoré vyzerad rovnako spredu aj zozadu. Napr. 12321 je palindrém.

Vysledok. 900 - 55000 = 49500000.

Ndvod.  Vsetkych pétcifernych palindrémov je rovnako ako vSetkych trojcifernych &isel a
dokonca existuje jednoduché priradenie medzi nimi. K ¢&islu abc vieme priradit palindrém
abcba pre a € {1,2,...,9} a b,c € {0,1,...,9}. Celkovy stcet si rozbijeme na stéty po
cifrach. Kazdé a prispeje a - 10001, kazdé b prispeje b - 1010 a kazdé c prispeje ¢ - 100 k
celkovému suctu. Kazdé z moznosti pre a sa objavi v stcte 100 krat a kazda z moznosti pre
b a c sa objavi v stcte 90 krat. Preto je celkovy vysledok (14 2+ ---+ 9)(100)(10001) +
(0+1+---49)(90)(1110) = 45004500 + 4495500 = 49500000.
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Uloha 54J/448S. Majme §tyri neparne prirodzené &isla a, b, ¢ a d, ktoré spliaja
a+ b+ c+ d=98. Kolkkymi roznymi spésobmi modzeme tieto &isla vybrat?

Vijsledok. (%) = 19600

Navod. Najprv si ulohu zmenime na jednoduchsiu tak, aby zostal vysledok rovnaky.

Oznacime si A = agl a rovnako oznacéime aj B, C a D pre b, ¢ a d. Potom plati A+ B +

C+D = % = 47 pre kladné celé A, B, C a D. Je vidno, ze pre kazdua $tvoricu a, b,
¢ a d zo zadania existuje vyhovujaca stvorica A, B, C' a D, a naopak. Toto uz je standardna
tloha. Riesime ju tak, Ze si zoberieme 47 bielych guloc¢ok a 3 ¢ierne. Rozostavime ich do
radu a ¢erne gulocky rozdelia biele gulocky na Styri tseky (potencidlne prazdne), ktoré
oznacuju A,B,C a D. Napriklad, ak su ¢ierne na poziciach 5,6 a 25, tak tseky bielych sa
1-4, prazdny, 7-24 a 26-50 a A = 4, B =0, C = 18 a D = 26. Zase je vidno, ze pre kazdé
A,B,C a D existuje prave jedna pozicia ¢iernych gulocok, a naopak.Takze riesenim je pocet
rozostaveni 3 ¢iernych guldéok na 50 poziciach, ktorych je (530).

Uloha 55J /458S. Najdite jediné jedendstciferné prirodzené ¢islo zacinajice jednot-
kou také, ze ked ho napiSeme dvakrat za sebou, tak dostaneme druht mocninu nejakého
prirodzeného Ccisla.

Vysledok. (10! +1)-16/121 = 16 - 826446281 = 13223140496

Ndvod. Cislo N vzniknuté zapisanim pdvodného &isla n dvakrat za sebou je n nasobkom
¢isla 1011 +1 = 112 - D. Preto ak zvolime n = t2- D, tak N = 112- D -t2. D = (11-t- D)2
Musime este zvolit ¢ tak, aby n bolo jedenéastciferné a zac¢inalo jednotkou. Posltzi ndm ¢t = 4
a zo zadania vieme, ze je jediné také.

Uloha 56J /46 S. Dva rozne trojuholniky so stranami dlzok 18,24 a 30 majt spoloénii
vpisanu aj opisant kruznicu. Aky obsah mé ich spolo¢na plocha?

Vysledok. 132

Ndvod. Oznaéme jeden z trojuholnikov ABC (AC = 24, BC = 18). Kedze (18,24,30) =
6-(3,4,5), tak AABC je pravouhly a pre polomery vpisanej a opisanej kruznice plati
r= %(18 +24-30)=6a R=15= % - 30 = 15. Existuje jediny priemer A’B’ opisanej
kruznice rozny od AB, ktory sa dotyka kruZnice vpisanej — ten je symetricky s AB podla
priamky OI. Zhodou okolnosti lezi A’B’ na osi strany AC. T4 totiZ prechadza bodom O,
a ked%e méa od BC vzdialenost 12, ma od I vzdialenost 6. Druhy trojuholnik A’B’C’ bude
preto symetricky s ABC podla OI a zaroven bude A'B’ 1L AC a A’C’' 1 AB. Zostava
si rozmysliet, ze prienik dvoch trojuholnikov ziskame z AABC' od¢itanim obsahov troch
malych pravouhlych trojuholnikov podobnych s AABC, ktorych rozmery postupne uréime
ako 9—12—-15 (u A),6 —8—10 (u B) a3 —4—5 (u C). Kone¢ny obsah spolo¢nej Casti je

1
5(18~24—9~12—6-8—3~4):132.

18



Uloha 57J /47S. Majme mriezku 5 x 5. Kazdy stvoréek chceme zafarbit bielou alebo
&ernou farbou, aby platilo, ze v kazdom riadku aj stipci st prave dva ¢ierne $tvorceky.
Kolkymi spésobmi to vieme urobit?

Vysledok. 2040

Ndvod.  Policka oznacime Al az E5 (¢isla st riadky). Postupne ofarbime desat poli¢ok
nacierno. Bez ujmy na vSeobecnosti (bunv), nech st ofarbené A1, B1 (vysledok potom staci
zo symetrie vynasobit (g) = 10) a B2 (a $tyrmi). Dalej, ak je v druhom riadku ofarbené
policko A2, tak staéi uré¢it pocet ofarbeni tabulky 3 x 3, ktorych je 6. Ak je v druhom riadku
ofarbené iné policko, tak nech je to bunv C2 (nasobime troma) a v trefom stipci este C3
(opidf troma). Ak je ofarbené policko A3, tak je jedind moznost ako ofarbenie dokonéit. V
opacnom pripade st §tyri moznosti. Celkovy pocet ofarbeni je preto

10-4- (6+3-3-(1+2-2)) =40-51 = 2040.

19



Uloha 58J /48S. Body X a Y st vo vnttri §tvorca so stranou 1. Dialkou vrchola
$tvorca oznac¢me jeho vzdialenost k bliz§iemu z bodov X a Y. Aky je najmensi mozny sucet
dialok vrcholov Stvorca?

Vysledok. /012

Ndvod. Prvy odhad ziskame, ked X a Y zvolime ako rozne vrcholy Stvorca, potom je
sucet dialok 2. Pomocou trojuholnikovych nerovnosti vieme zistif, Ze ak je X alebo Y
najblizsie k prave 0,2 alebo 4 vrcholom, tak stcet mensi ako 2 nedosiahneme. Preto nech
Y je blizsie k prave trom vrcholom (B, C' a D) ako X. Chceme minimalizovat AX + BY +
CY + DY, ale AX moze byt nula, ak X = A. Je zname, Ze stucet tych troch vzdialenosti
v trojuholniku BCD je najmensi, ked use¢ky BY,CY a DY zvieraju 120 stupniov. (Tuato
skuto¢nost mézeme overit otofenim trojuholnika BCY podla bodu B o 60 stuptiov na
BC'Y' a minimalizaciou dizky lomenej ¢iary DY'Y’C’, &im bude tsecka C’ D, ktorej dlzku
jednoducho vyjadrime.)

D c

A=X B

Uloha 59J /49S. Parkovisko pozostiva z 2012 parkovacich miest pravidelne rozloze-
nych v jednom rade oznacenych ¢islami 1 az 2012. Postupne tam po jednom zaparkuje 2012
aut, pricom postupuju nasledovne:

e Prvé auto si ndhodne vyberie jedno z 2012 miest.

e Kazdé dalsie auto si vyberd s rovnakou pravdepodobnostou zo vsetkych miest, kto-
rych vzdialenost od najblizSieho obsadeného miesta je v danej chvili najvicsia.

Aka je pravdepodobnost, ze posledné auto zaparkuje na mieste s ¢islom 17
Vysledok. 1/2012-1/1025 = 1/2062300

Ndvod.  Aby mohlo byt miesto ¢islo 1 obsadené ako posledné, musi byt miesto ¢islo 2
obsadené ako prvé (so Sancou Wlw)’ a hned po nom sa obsadi pozicia n. Potom sa zaplnia
niektoré miesta od 3 po n — 1, az kym zostant iba medzery velkosti 1 a 2. V takom pripade
je pravdepodobnost, Ze 1. miesto bude obsadené ako posledné, rovna prevratenej hodnote
poctu volnych miest, kedze kazdé miesto ma rovnaku Sancu byt posledné. Uvedomime si,
ze ak sa budeme pozerat iba na velkosti medzier a postupne obsadzovat najvicsie, tak vzdy
nam zostane rovnaky pocet medzier velkosti 1 aj 2. A preto si vieme ich pocet jednoznac¢ne
vypocitat. Nech f(n) je pocet miest, ktoré zostant volné, ak autd moézu parkovat na n + 2
miestach za sebou, pricom prvé a posledné je obsadené. Prvé auto sa postavi do stredu
a zostanu pripady f(\_%j) a f(("Tfll) A preto mame rekurentné vyjadrenie f(n) =
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f(I_"Tflj) + f(("Tle s bazou f(1) =1 a f(2) = 2. Ak sa s tym pohradme a zratame pre
malé hodnoty, tak sa dostaneme k explicitnému vyjadreniu:

z—2r"l 41, 2 <z <32n -2
f(m): n 3 n n
on, 2.om—1<a<2-2"— 1

Preto f(2009) = 1024 a celkové pravdepodobnost je 20% - 102;4+1 = m

Uloha 60J /508S. Najdite vetky realne ¢isla z spltiajice (2 +3z+2) (22 — 2z —1) (22 —
Tz +12) +24 =0.

Vysledok. 0,2,1++/6,1+ /8
Ndvod. Kedze
(@2 +32+2)(2%2 -7z +12) = (z + 1)(z + 2)(z — 3)(z — 4) = (2 — 22 — 3) (2% — 22 — 8),
rieSsime po substiticii 2 — 2z = 2 rovnicu
0=(2-3)(z—8)(z—1)+24 =22 - 1222 + 352 = 2(2 — 5) (2 — 7).
Pre kazdé z € {0, 5,7} jednoducho zistime zodpovedajuce z.
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Zdroje

e Harvard MIT Mathematical Tournament
e Canadian Mathematical Olympiad

e Slovenska Matematicka olympiada
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e ucmeradi.sk

e numbergossip.com

e Vlastna tvorba

e Iné
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e Peter Csiba

e Matus Stehlik

e Stanislava Sojakova
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o Josef Tkadlec

e Alexander Slavik
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e Filip Hlasek

e Samuel Riha
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23



QS0

‘STRON\

Korespondenény matematicky seminar

A

=)

24



