1. feladat. 2013 pontosan egyféleképpen irhato fel két prim Gsszegeként. Mennyi ennek a két primnek
a szorzata?

Eredmény: 4022

Megoldds: Mivel az 0sszeg péaratlan, ezért az egyik primnek parosnak kell lennie, tehat 2013 = 2 4+ 2011
az egyetlen lehetGségiink, és ez tényleg miikodik, hiszen 2011 is prim. Igy az eredmény 2 - 2011 = 4022.

2. feladat. Két egységsugariu kor metszi egymést. A kérok metszetének teriilete megegyezik a korok
metszeten kiviili részeinek teriiletosszegével. Mekkora a metszet teriilete?

Eredmény: %w

Megoldas: Jeloljiik az egyes teriiletrészeket A-val, B-vel és C-vel, ahogy az abran lathato.

Konnyen lathato, hogy A = C a szimmetria miatt igy B = A + C-bdl kévetkezik, hogy B = 2A. Tehéat a

metszet teriilete egyenld a bal oldali kor teriiletének kétharmadaval, azaz %’/T—Vel.

3. feladat. Van 5 séarga, 4 piros, 3 z6ld, 2 kék és 1 lila rajzszogiink. Hanyféleképpen tudjuk elhelyezni
Gket az dbran lathaté haromszog alaka racsban tgy, hogy egy sorban vagy oszlopban se legyenek azonos
szind rajzszogek? (Az egyforma szind rajzszogek nem megkiilonboztethetsk).

Eredmény: 1
Megoldds: ElGszor a sarga szogeket helyezziik el, és az egyetlen lehetGségiink erre, hogy a haromszog

atfogojara tessziik 6ket. Ugyanigy a 4 pirosat is csak az iiresen marado helyek altal alkotott haromszog
atfogojara tehetjiik, és ezt folytatva belathato, hogy csak egy ilyen elhelyezés létezik.

4. feladat. Melyik a legkisebb pozitiv egész szam, amelyben a szdmjegyek szorzata 6007

Eredmény: 3558

Megoldds: Mivel 600 = 23 - 3- 52, ezért csak az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 szamjegyeket hasznalhatjuk fel. Az 1
szamjegy felhasznalasa csak névelné a szamot, ezért ezt nem hasznéljuk fel. Ezen feliil két darab 5-6st
is fel kell hasznalnunk, mivel 52 szerepel a primtényezds felbontasban. A tovabbi szamjegyek szorzata
24, igy egy szdmjegy nem elég, a 3 - 8 illetve 4 - 6 szamparok koziil pedig az el6bbiben van a legkisebb
szamjegy, ezért azt hasznéljuk fel, tehat a keresett szam a 3558.



5. feladat. Az a és b pozitiv valos szamokra teljesiil, hogy
1 1

a+—-=7 and b4+ —=5.
b a

Mennyi az ab + ﬁ kifejezés értéke?
Eredmény: 33
Megoldds: Osszeszorozzuk a két egyenletet, és azt kapjuk, hogy:

a b 1
b+—-—+-+—=235
a+a+b+ab ’

1
ab+ — = 33.
ab

6. feladat. Lali leirt a fiizetébe egy hatjegyt egész szamot, amire teljesiilnek az alabbi allitasok:
1. A szamot visszafelé olvasva az eredeti szamot kapjuk.
2. A szam oszthato 9-cel.

3. Ha elhagyjuk a szdm elsé és utolso6 szdmjegyét, a megmarado6 négyjegyd szamnak csak egy primosztoja
van, a 11.

Melyik szamot irta le Lali?
Eredmény: 513315

Megoldas: Elészor az utolso feltételt vizsgaljuk. 11 egyetlen négyjegyti hatvanya az 1331, igy a keresett
szam al331a formaju lesz valamilyen a szdmjegyre. Mivel oszthato a szam 9-cel, igy a szdmjegyek Gsszege
2a + 8 is oszthato lesz vele. 2a + 8 paros és legfeljebb 26, igy az egyetlen lehetdség, hogy 2a + 8 = 18,
amibdl a = 5, és a keresett szamunk az 513315.

7. feladat. Egy k félkor AB atmérdjén rajta van a D pont. A D ponton keresztiil merglegest allitunk
az AB atmérdre, és ez a mersleges a k félkort a C' pontban metszi. Az AC és C'B korivek hosszanak
aranya 1 :2. Mekkora az AD : DB arany?

Eredmény: 1:3

Megoldds: Mivel C' harmadolja az AB ivet, ezért kijellhetiink egy E € k pontot, hogy A, C, F, és B
(ebben a sorrendben) egy szabalyos hatszdg egymast kovetd csiicsai legyenek.

C E

s
A D S B

Ha S a k kozéppontja, az ASC haromszog szabalyos, és D az SA felez6pontja (szabalyos haromszogben
a magassagok és a stlyvonalak egybeesnek). Ebbdl pedig mar kénnyen lathato, hogy AD : DB =1: 3.

8. feladat. Andras és Béla kapnak egy zacsko cukorkat, és elosztjak egymas kozt ugy, hogy mindketten
ugyanannyi darabot kapnak. Ezutdn mindketten megesznek naponta 2 vagy 3 darab cukorkat. Igy Andrés
14 nap alatt ette meg a cukorkiit, mig Béla pontosan harom hét alatt. Hany cukorka volt a zacskoban?

Eredmény: 84
Megoldds: Andras legfeljebb 3 - 14 = 42 cukrot evett meg, mig Béla legalabb 2 - 21 = 42 darabot. Mivel

egyszerre kezdték enni, és ugyanannyi cukruk volt kezdéskor, ezért csak 42 cukorkat kaphattak, ami azt
jelenti, hogy 42 4 42 = 84 cukorka volt eredetileg a zacskoban.



9. feladat. Hanyféleképpen olvashaté ki a Ndaboj sz6 az abrabol?

/\
/\/\
/\/\/\
/\/\/\/\

Eredmény: 16

Megoldds: A kivetkezs betiik koziil N, d, b, o mindegyikbél pontosan kétféle tton mehetiink tovabb. Igy
a Ndboj sz6 pontosan 24 = 16-féleképpen olvashaté ki.

10. feladat. Egy sziget lakoéi vagy igazmondok, vagy hazudozok. Az igazmondok mindig igazat
mondanak, a hazudozok pedig mindig hazudnak. 12 szigetlaké il egy kerek asztal koriil, és koziiliik
mindenki azt allitja: "En igazmondé vagyok, és a jobb oldali szomszédom hazudozo." Legfeljebb hany
hazudozo iilhet az asztalnal?

Eredmény: 6
Megoldds: Ha két igazmondé egymas mellett iilne, akkor a bal oldali nem hivna a jobb oldalit hazudozonak.

Ugyanezért két hazudozo se iilhet egymés mellé. Igy mar csak azt kell belatni, hogy ha felvaltva iilnek a
hazudozok és az igazmondok, az kielégiti a feltételt, ez pedig kénnyen belathatd, tehat a valasz 6.

11. feladat. Julinak 11 egybevigo négyzet alakii csempéje van, amely koziil 6 piros, 3 kék és 2 zold.
Hanyféleképpen tud lefedni ezekkel egy 3 x 3-as négyzetet 9 csempével tgy, hogy ha az 6ramutatéd jarasaval
megegyezd iranyban 90°-kal elforgatjuk a kézéppontja koriil a négyzetet, akkor az elforgatott négyzet
szinezése megegyezik az eredeti szinezéssel? (Az azonos szintd csempék nem megkiilonboztethetk. )

Eredmény: 0
Megoldds: Ahhoz, hogy egy szinezés a 90°-os elforgatas utén is azonos legyen az eredetivel, az kell, hogy
a négy sarokban 1évé csempe egyforma szind legyen. Ugyanigy a masik négy nem koézépen 1évs csempe is

egyszind kell legyen. Ehhez egy szinbdl kellene 8 darab csempe, vagy két szinbsl 4 darab csempe. Ezek
koziil egyik sem &ll rendelkezésre, igy a valasz 0, vagyis nincs ilyen szinezés.

12. feladat. Egy szigeten az ott él6k koziil a férfiak kétotode és a nék harométode hazas. A szigetlakok
hany szazaléka hézas?

Eredmény: 48% = 32

Megoldas: Jelolje D a héazaspéarok szamat a szigeten. Ekkor 2D ferfi és gD né él a szigeten, vagyis
Osszesen gD + gD 25D lak6ja van a szigetnek, és ebbdl 2D héazas. Igy a hazas szigetlakok aranya

2D 12

5 = oo = 48%.
2D 25 S

13. feladat. Legfeljebb mekkora oldalhossztusagu szabalyos haromszoget tudunk kivagni egy 21 x 29.7 cm
méretii téglalap alaku papirlapbo6l?
FEredmény: 143 = 42

Megoldds: Béarmely szabalyos haromszog, amely két parhuzamos egyenes kozott fekszik felnagyithato
gy, hogy egy-egy csiicsa rajta van a két egyenesen. Ezek koziil a haromszogek koziil a leghosszabb oldala
az, amelyiknek az egyik oldala rajta van az egyik egyenesen.

Ezért ha a lap szélessége 21 cm, akkor a lehetd legnagyobb haromszog magassiga 21 cm. Ebbdl az

oldalhossz jrll o5 = 14v/3 cm. Mivel 14v/3 < 14 - 2 < 29.7, ezért ez a haromszog elfér a lapon.




14. feladat. Kata egy négyzet alaka lapot négyszer egymas utan félbehajt tigy, hogy minden hajtas
utan egy egyenls szaru derékszogl haromszoget kap. Ezutan kihajtogatja a lapot, és leteszi maga elé.
Héany négyzetet lathat Kata az el6tte 1év6 papiron?

FEredmény: 10
Megoldds: A hajtasvonalak a kiévetkezd abran lathatok.

Osszesen 10 négyzetet lathatunk: az egész lapot, a négyzetet, ami osszekoti a felezGpontokat, és mindket-
t6ben lathaté négy kisebb négyzet.

15. feladat. Hany 0tszog lathaté az abran?

Eredmény: 3% =243
Megoldds: Vegylik észre, hogy minden 6tszognek tartalmaznia kell az abra kézepét. Minden oldal

kivalasztasanal harom lehetSségiink van (kiilss, kézépss, belss szakaszok), igy dsszesen 3° = 243 6tszdg
van.

16. feladat. Tibi 6ssze akart adni két pozitiv egészet, de véletleniil egy 0 szdmjegyet irt az egyik szam
végére. Igy 3858-at kapott Osszegként a helyes 2013 helyett. Mekkora a két szam koziil a nagyobbik?

FEredmény: 1808

Megoldas: Jeloljiik a két szamot a-val és b-vel. Mivel a 0 szamjegy hozzaadasa olyan, mintha 10-zel
szoroznank, igy csak a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

a+ b= 2013,
10a + b = 3858.
Kivonjuk a masodik egyenletbdl az els6t, majd leosztunk 9-cel, igy azt kapjuk, hogy a = 205. Ezt

behelyettesitve az elsé egyenletbe kijon, hogy b = 1808. Mivel ez a nagyobb a két szam koziil, ez lesz a
megoldés.



17. feladat. Mekkora a sugara a lehets legkisebb kornek, amivel le lehet fedni egy 3, 5, és 7 egység
oldalhosszuisagi haromszoget?

Eredmény: 3.5

Megoldds: Mivel 32 4+ 52 < 72, igy a 7 egység hosszi oldallal szembeni szog tompaszog. Igy a haromszog
lefedhet$ egy 3.5 sugari korrel. Masrészt kisebb sugara korrel nem fedhetd le a leghosszabb oldal, ezért
3.5 a helyes megoldas.

18. feladat. Annéanak, Bidnak, Cilinek és Doérinak 100 nyalokaja van egyiitt. Barmely két lanynak
egylitt legalabb 41 nyalokaja van. Legalabb hany nyaldkija van Annanak?

Eredmény: 12

Megoldds: Ha az egyes lanyok nyaldkainak szamat rendre A, B, C, D-vel jeloljiik, akkor tudjuk A+B > 41,
A+C > 41, and A+ D > 41, igy ezeket Gsszeadva 24+ (A+B+C+ D) > 123. Mivel A+ B+C+D = 100,
ezért azt kapjuk, hogy 24 > 23, ami ekvivalens azzal, hogy A > 12, mert A pozitiv egész.

Ehhez a minimélis értékhez pedig talalhatunk megfelels elosztast, L = 12, M = N =29, S = 30
kielégiti a feladat feltételeit.

19. feladat. Egy ABCD téglalap teriilete 80 teriiletegység, az atloja pedig 16 egység hosszu. Mekkora
z atlok altal bezart szog szinusza?

FEredmény: g = 0.625

Megoldds: Jeldlje S az atlok metszéspontjat, és h az AABC B-hez tartoz6 magassagat. Az ABCD

teriilete megkaphat6 tgy, mint AC - h amib6l h = 80/16 = 5. A keresett érték ekkor sin LASB =

sin ZCSB = % = g.

20. feladat. Mekkora az a® + ¢? kifejezés lehets legnagyobb értéke, ha a, b, ¢, és d a
{-7,-5,—-4,-3,-2,—1}

halmaz kiilonbo6z8 elemei?

Eredmény: (—1)"*+(-3)72 =
Megoldds: Ahhoz, hogy pozitiv szamot kapjunk, paros kitevoket kell venniink. Mivel (—2)~% = (—4)72 <
(—1)72, ezért a —2 és —4 lesznek a kitevék. Tovabba, mivel a negativ hatvany csdkkenti a szamot, ezért

a —1 és a —3 lesznek az alapok. A két lehetdségiink koziil (—1)~* + (—3)72 = 1l-nek nagyobb az értéke.

21. feladat. Egy 110°-os szoget véletlenszertien elhelyeziink a koordinatasikon. Mekkora a valoszintisége,
hogy a szog szarai egy fiiggvénygrafikont alkotnak?

11
18

Megoldds: Ahhoz, hogy egy sz6g fliggvénygrafikon lehessen, az kell, hogy ne tartalmazzon két olyan
pontot, amelyeknek megegyezik az x koordinataja. Feltehetjiik, hogy a szbg csticsa az origbban van.
Egyszer korbeforgatjuk 360°-kal a szoget, és megnézziik, hol alkot fiiggvényt. Abbdl a poziciobol indulunk,
ahol az egyik szar egybeesik az y tengely pozitiv iranyaval, a masik szar pedig téle jobbra van. Ha elkezdjiik
forgatni a szdget ebbdl a pozicidbol, akkor 110° forgatas utén keriiliink olyan helyzetbe, hogy egy z-hez
tobb pont is tartozik. Ujabb 70° forgatas utan pedig a kezdSpozicionk origora vonatkozoé tiikrozésébe
jutunk, és innen tjbol megfeleltethets a szogiink egy fliggvény grafikonjanak. Ezutéan barmilyen forgatassal
vagy olyan pozicioba jutunk, amiben korabban méar voltunk, vagy egy korabbi pozicié origora vonatkozd
tiikrozésébe, ezek pedig akkor lesznek nekiink jok, ha az eredeti pozicié is megfelels volt. Igy a keresett
110 _ 11

valoszinliség 155 = 15-

FEredmény:

22. feladat. Jancsirajzolt egy A1 As ... Ajgp szabalyos szézszoget (az 6ramutatoé jarasa szerint szamozva)
a tavalyi Nabojon (2012. marcius 23.) és véletlenszertien elhelyezett egy figurat a szazszog egyik cstcsan.
Ezutdn mindennap a figurat annyi csiicesal helyezte arrébb az éramutato jarasa szerint haladva, amennyi
annak a cstcsnak az indexe, amelyen a figura allt (As-rol az Ag-ra teszi, Age-r0l az Ago-re). Most (2013.
aprilis 12.) a figura az Ajgo-on all. Mennyi volt a valoszintisége annak, hogy ez torténik?

Eredmény: 0.04 = %



Megoldas: Gyakorlatilag az a kérdés, hogy 1-t6l 100-ig az egész szamok koziil melyek azok, amelyeket ha
ismételten szorzunk 2-vel, akkor 100 tobbszorosét kapjuk. Az ilyen szamok csak 25 tobbszordsei lehetnek,
és ezek kozil mind a négy (25, 50, 75, 100) megfelels. Tehat a valasz 13—0 =0.04 = 5.

23. feladat. Egy pozitiv egészet kiilonds-nek neveziink, ha felirhato két egész négyzetének a kiilonbsé-
geként. Hany kiilonos szamot talalunk az 1,2, ...,2013 szamok kozott?

Eredmény: 1510

Megoldds: A paratlan szamok felirhatok tgy, mint 2k +1 = (k+1)2 — k% a 4 tObbszorosei pedig gy,
mint 4k = (k+1)% — (k —1)2. A 4k + 2 alaki szamok nem kiilondsek, hiszen a? — b2 = (a + b)(a — b) két
egyforma paritasi pozitiv egész szorzata, igy vagy paratlan, vagy oszthatd 4-gyel. 503 darab 4k 4 2 alaku
szam van 1-t6l 2013-ig, igy 1510 a jo6 valasz.

24. feladat. Van hirom egységoldalil, egymast nem fedd szabalyos konvex sokszogiink, amelyeknek van
egy A kozos pontja. Ezen sokszogek unidja egy M konkav sokszog, amelynek az A belsé pontja. Ha az
egyik sokszog egy négyzet, a masik pedig egy hatszog, akkor mekkora M Kkeriilete?

Eredmény: 16

Megoldds: Tekintjiik a sokszogek A ponthoz tartozo belsd szogeit. Az egyik 90°-os, a mésik 120°-o0s, igy
mivel 360° a szogek Osszege (A bels6 pontja), ezért a harmadik 150°-0s, ami megfelel egy szabélyos 12-sz6g
belsd szogének. Mivel barmely két sokszognek van egy kozos oldala, ezért M keriilete 4+6+12—(3-2) = 16.

25. feladat. Matyi felirta 1-t6l 100-ig az egész szamokat véletlenszert sorrendben. Mennyi a valoszint-
sége, hogy minden i-re, ahol ¢ = 1,...,50 a 2¢ — 1-edik helyen 1év& szam kisebb, mint a 2¢-edik helyen
1évE szam?

Eredmény: 2790

Megoldas: Tegyiik fel, hogy Matyi parokban irja fel a szamokat. ElGszor veletlenszeruen valaszt két
szamot, majd a sorrendjiiket. Igy annak az esélye, hogy a kisebb keriil elsbbre 1 5 (fiiggetleniil a kivalasztott

szamoktol), és ezért az 50 parra a valoszintiség (5) =2750,

26. feladat. A pink festéket piros és fehér festékbdl keverik 1 : 1 aranyban, a cidn festéket pedig kék
és fehér festékbdl 1 : 2 aranyban. Angi olyan festékkel szeretné kifesteni a szobajat, amit pink és cidn
festékbdl kever 2 : 1 aranyban. Mar 6sszekevert 3 doboz kék és 1 doboz piros festéket. Hany doboz
festéket kell még felhasznalnia, ha mar csak piros és fehér festék all rendelkezésére?

Eredmény: 23

Megoldas: Mivel csak piros és fehér festékiink van, ezért a végss keverék csak harom doboz kék festéket
tartalmazhat. Kék nincs a pink festékben, igy mivel a cianban 1 : 2 ardnyban van kék és fehér, igy
pontosan 9 doboz cian festék kell (ebbdl 3 kék és 6 fehér). Mivel a mi festékiinkben 2 : 1 ardnyban van a
pink és a cian, ezért Gsszesen 27 doboz festékre lesz sziikségiink (9-bsl ciant keveriink, 18-boél pinket).
Mivel 4 dobozt mar bekevertiink ezért még 27 — 4 = 23 doboz festékre lesz sziikségiink, hogy megkapjuk
a végleges keverékiinket.

27. feladat. Van egy kalapunk, amiben fehér, sziirke és fekete nyuszik vannak. Amikor a biivész elkezdi
véletlenszerten kihtazni a nyuszikat a kalapbol (visszatevés nélkiil), annak a valészintsége, hogy el6bb
huz ki egy fehéret, mint egy sziirkét %. Annak a valoészintisége, hogy el6bb hiz ki egy sziirkét, mint egy
feketét, szintén %. Mennyi a valoszintisége annak, hogy el6bb huz ki egy fehéret, mint egy feketét?

9

10

Megoldds: A biivész % eséllyel huz ki egy fehéret egy sziirke el6tt, ebbdl kévetkezik, hogy a kalapban
haromszor annyi fehér nyil van, mint sziirke. Hasonldé médon, sziirkébsl haromszor annyi van, mint

feketébdl. Tehat a kalapban 9-szer annyi fehér nyul van, mint fekete, tehat a keresett valosziniiség 19—0.

Eredmény:



28. feladat. Az a, b pozitiv egészekre igaz, hogy 49a + 99b = 2013. Mennyi a + b értéke?
Eredmény: 37
Megoldds: Hozzdadunk a + b-t mindkét oldalhoz, igy azt kapjuk, hogy 50(a + 2b) = 2013 + (a + b). Az
egyenlet bal oldala oszthat6 50-nel, ezért a jobb oldalra is igaz kell, hogy legyen ez. Ebbdl kovetkezik,
hogy a + b = 50k — 13, ahol £ € N.

Ha a + b > 87, akkor 49a + 99b > 49a + 49b > 49 - 87 > 2013, ami nem lehetséges. Igy az egyetlen
lehetéség, hogy a + b = 37.

29. feladat. Egy 6 cm oldalid PQ RS négyzet sarkaiban elhelyeziink egy-egy kisebb, 2 cm oldala négyzetet.
Jeloljiik a négyzetek PQRS belsejében 1évs cstucsait W, X, Y, Z bettikkel, ahogy az dbran lathato.
Ezutéan szerkesztiink egy ABC D négyzetet olyan moédon, hogy a W, X, Y, Z cstcsok rendre rajta vannak
az AB, BC, CD, DA oldalakon. Legfeljebb mekkora lehet a P és D pontok kozotti tavolsag?
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Eredmény: 6

Megoldds: A D pont a ZY atmérsjd korén van rajta, ennek a kézéppontjat jeloljik O-val. Ez a
kor egységsugari, és a Pitagorasz-tétel alapjan PO = /32 4+ 42 = 5. A haromszog-egyenlGtlenséghdl
kovetkezik, hogy PD < PO + OD = 6. Egyenl6ség csak akkor all fenn, ha a P, O, D pontok egy
egyenesbe esnek, tehat a maximaélis tavolsag 6.
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30. feladat. Van 20 dobozunk, amelyekben Gsszesen 129 alma van. Tudjuk, hogy néhany dobozban
pontosan 4 alma van, mig a tébbi dobozban pontosan x alma van. Melyek x lehetséges értékei?

Eredmény: 11, 53
Megoldds: Jeloljiik K-vel azoknak a dobozoknak a szamat, amikben x alma van (K < 20). A fennmaradé
20 — K dobozban 4 alma van, igy

K- x4+ (20— K)-4=129, which implies K (z —4) = 49.

K <20, ezért a lehetségeink K =1 és K = 7. K = 1-bdl kovetkezik, hogy x = 53, K = 7-bdl pedig azt
kapjuk, hogy = = 11.



31. feladat. a és b olyan valés szamok, hogy a > b > 0 és

a® + b?

= 2013.
ab

: a+b
Mennyi az £+

Eredmény: +/ %

Megoldds: A megadott egyenletbdl kovetkezik, hogy a? + b = 2013ab. Ezt az azonossagot felhasznalva
azt kapjuk, hogy

kifejezés értéke?

(a4 b)? = a® + 2ab + b* = 2015ab,
(a —b)?* = a* — 2ab + b* = 2011ab.

Mivel a > b > 0, ezért tudjuk, hogy ng pozitiv, igy a fenti két egyenletet felhasznélva:

a+b (a+b)2_\/2015ab_\/2015
a—b \/(a—0b)2 V20llab V 2011

32. feladat. Hanyféleképpen irhatjuk be az egész szamokat 1-t6l 7-ig az dbran lathato négyzetekbe ugy,
hogy minden szamot csak egyszer hasznalhatunk fel, és az als6 sorban 1év6 szamok Osszege megegyezik a
bal oldali oszlopban 1év6 szamok 6sszegével?

Eredmény: 144 =3-2-4!

Megoldds: Jeloljiik a négyzetekhez tartozo értékeket az alabbi médon:

A

B

c | D E F | G

A feladat sz6vegébdl kovetkezik, hogy A+ B+ C+D+E+F+G=1+2+34+4+54+6+7=28¢s
A+B=D+E+F+G=1(28—C). igy C paros kell legyen.

Ha C =2, akkor A+ B =13 = 6 + 7, ami azt jelenti, hogy kétféleképpen tolthetjiik ki a bal oldali
oszlopot. Mindkét esetben 4!-féleképpen tudjuk sorbarakni az als6 sorban 1év§ szamokat. Ha C' = 4, akkor
A+ B =12=5+7 (6 + 6 nem jo, mert kiilonb6z6knek kell lenniiik), ha C' = 6, akkor A+ B=11=4+7
(5 + 6 nem jo, mert C' = 6), és ezekben az esetekben is 2 - 4!-féleképpen tudjuk elhelyezni a szamokat. Igy
Osszesen 3 - 2 - 4! = 144 lehetdség van.

33. feladat. Legyen ABC egy hegyesszogi haromszog, ahol AB = 47, BC =47 + 3, CA = 47 4 6.
Jeloljiik az A-hoz tartozd magassag talppontjat D-vel. Mennyi CD — BD?

FEredmény: 12



Megoldds: Az ADC és ADB haromszogekre alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt, igy azt kapjuk, hogy
CD? = AC? — AD? és BD? = AB? — AD?. A két egyenletet kivonjuk egymasbol, ebbél kijon az, hogy

CD? — BD? = AC? — AB? = (47 + 6)? — (47)% = 487 + 36.
Mivel D rajta van a BC' oldalon, ezért
CD? - BD? = (CD — BD) - (CD + BD) = (CD — BD) - (47 + 3),
tehat CD — BD = 12.

34. feladat. Piripocson a villamosok mindennap mindkét iranyban ugyanolyan idékézonként kozleked-
nek. Pumukli a villamossinek mentén sétalva azt tapasztalta, hogy 12 percenként el6zte meg a villamos,
és 4 percenként haladt el mellette a masik iranybol jové villamos. Milyen id6kézonként jarnak Piripocson
a villamosok?

Eredmény: 6 minutes

Megoldds: Jeloljiik a villamos sebességét t-vel, a gyalogos sebességét c-vel és két egymés utan kozlekedd
villamos tavolsagat d-vel. A feladatban szovegébdl kovetkezik, hogy:

t—c= d
12 min
t+c= d
4 min

Ha 6sszeadjuk az egyenleteket, és leosztunk 2-vel, azt kapjuk, hogy

YA L d
"o\ 12min " 4min) YT 6min’

Ebbél kovetkezik, hogy a d tavolsagot a villamos 6 perc alatt teszi meg, ami azt jelenti, hogy Piripécson
6 percenként jarnak a villamosok.

35. feladat. Hanyféleképpen valaszthato ki harom pont az abran lathaté pontok koziil ugy, hogy a
harom pont ne essen egy egyenesbe?

Note: Points are aligned in the indicated grid.
Eredmény: 148 = (131) - 17
Megoldds: A megadott 11 pontbdl 3-at Gsszesen

11\ 11-10-9
=—— "
(5)="Tos =

kiilonbo6z6 modon valaszthatunk ki. Mar csak azt kell kiszamolni, hogy hany pontharmas fekszik egy
egyenesen, és ezek szaméat kivonni az 0sszes lehet&ségbdl. Osszesen 44144 = 9 vizszintes, és 3+3+1+1 =8
atlos harmas ilyen, ezért az Osszes jo lehet&ség 165 — 17 = 148.



36. feladat. Tominak van egy doboz csokija, amiben 30 darab csoki van harom 10-es sorban. Olyan
modon fogyasztja el egyenként a csokikat, hogy barmely két sorban a csokik széma kozotti kiillonbség
legfeljebb 1 legyen. Hanyféleképpen eheti meg az egész doboz csokit?
Eredmény: 610 (10!)3
Megoldds: A csokik sorrendje, ahogy Tomi megeszi 6ket, egyértelmiien meghatarozhato a kovetkezo
modon: minden sorban kivalasztjuk, hogy Tomi milyen sorrendben vesz el egy-egy csokit az egyes sorokbol.
Minden sorban 6sszesen 10!-féle sorrendje lehet a csokiknak, amibél harom sorra (10!)3-t kapunk.
Most szamoljuk ki a sorok sorrendjének a szamat. Tudjuk, hogy ha minden sorban ugyanannyi
csoki van, akkor Tomi barmelyikbdl valaszthat, utana mar csak a maradék két sorbol vehet, végiil pedig
az egyetlen fennmaradé sorbol kell valasztania. Harom ilyen lépés utan ismét ugyanannyi csoki lesz
mindharom sorban. Tehét elég tizszer kijelolni a harom sor sorrendjét, ami (3!)!° = 61°-féleképpen
lehetséges.
Tehéat Tomi 6 - (10!)3-féleképpen eheti meg a doboz csokit.

37. feladat. Egy hatjegyti pozitiv egész szamot dupldzé-nak hivunk, ha az elsé harom szamjegybdl allo
szam megegyezik az utols6 harom szamjegybdl allo szammal. Példaul 227227 duplazo, de 135153 nem az.
Hany duplazo szam oszthatd 2013-mal?
Megjegyzés: Egy pozitiv egész szam elsd szamjegye nem lehet 0.
Eredmény: 5
Megoldds: Béarmely hatjegyt duplazo szam felirhaté 1001 - k alakban valamilyen k& haromjegyii egészre,
vagy megforditva, barmely haromjegyi pozitiv egész k-ra az 1001 - k formula egy duplazd szamot ad meg.
Mivel 2013 =3 -11-61 és 1001 oszthato 11-gyel, de nem oszthato 3-mal és 61-gyel, ezért csak akkor
kapunk megfelel6 szamot, ha a k egésziink az 1001 - k formulabol oszthaté 3 - 61 = 183-mal. Osszesen 5

olyan haromjegyd k van, ami oszthaté 183-mal, igy 5 olyan hatjegyd duplazé szam van, ami oszthato
2013-mal.

38. feladat. Tegyiik fel, hogy van egy 4 x 4-es sakktablank, amin minden négyzetbe egy lefele vagy
jobbra mutaté nyilat rajzolunk véletlenszertien. Ezutan elindulunk a bal fels§ sarokbdl, és a nyilak
iranyanak megfelelGen haladunk, amig ki nem lépiink a sakktablarol. Mennyi a valoszintisége, hogy a
jobb als6 sarokbol 1épilink ki a sakktablarol?

s _ ()

16 — 26

Megoldas: Szamoljuk ki a bal felsé sarokbdl a jobb alséba vezets utak szamat, és a valoszintiségét, hogy
kovetve a nyilakat az egyik ilyen dton megyiink végig. Minden ilyen utat kovetve harmat 1épiink lefele,
és harmat jobbra, tehat Gsszesen (g) nekiink megfelels ut van. Annak a valoszintisége, hogy pontosan
egy adott helyes utat kovetiink 276, mivel minden lépésnél a megfelels iranyt kell valasztanunk. Igy a

valoszintisége, hogy a jobb alsé sarokbol hagyjuk el a tablat 276 - (g)

FEredmény:

39. feladat. Hozzuk a

212121210

112121211
tortet a lehet legegyszertibb alakra (azaz olyan ¢ alakra, ahol a és b relativ primek).
FEredmény: %

Megoldas: Konnyen lathato, hogy a szamlalé és a nevezd is oszthaté 3-mal, hiszen 212121210 =
370707070 and 112121211 = 3-37373737. A 3-mal valo leosztas utan vegyiik észre, hogy 1010101-gyel is
egyszertsithetiink, hiszen 70707070 = 70 - 1010101 and 37373737 = 37 - 1010101, tovabbi kbz6s osztok
maér nincsenek, ezért a tortiink egyszertsitett alakja %.

40. feladat. Van egy ABCD téglalapunk, ahol AB = 30 és BC = 20. Az AB oldal hany X pontjara
lesz a CDX haromszog keriilete egész szam?

Eredmény: 13
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Megoldds: Elegendé azt megoldani, hogy DX + X C mikor lesz egész. Vegyiik fel a C’, D’ pontokat tgy,
hogy A, B pontok rendre a DD’, CC’ szakaszok felezGpontjai legyenek. Ekkor DX + XC = DX + XC".
A DX + XC 06sszeg akkor minimalis, ha X az AB felez6pontja, és akkor maximalis, ha X egyenls A-val
vagy B-vel.

D 30 c

N 20

Al X N B
\\
N 20
\\
\
D/ O/

Pitagorasz-tétel segitségével azt kapjuk, hogy DC’ = /302 + 402 = 50 és AC’ = /302 + 202 = /1300,
azaz 36 < AC' < 37. Igy, ha X A és B kozott mozog, akkor DX + XC el6szor egy 20 + 36 = 56-nal
kicsivel nagyobb szamrol (X = A) 50-re (X is the midpoint of AB) csokken és ezutan megint addig az
56-nal nagyobb szamig (X = B) novekszik. Igy az X pont 6 4+ 1 4 6 = 13 pozicidja esetén lesz egész a
kertilet.

41. feladat. Milyen sorrendbe rakjuk az abran lathato tablazat rq,...,r1; sorait, hogy az igy kapott
tablazat szimmetrikus legyen a megjelolt atlora? Elegendd egy megoldast talalni.

{1 0011000100
/101001100010
00100110001
4110010011000
5101001001100
00100100110
TmiI00010010011
8110001001001
9111000100100
"0/0 1100010010
"1]/0 0110001001
Eredmény: visszafelé (vagy ebben a sorrendben a sorokat ciklikusan eltologatva), példaul r11, 710,79, - . ., 71
Or 710,79y« -+, 71,711y + -+ T1, 711,710, - - -, T2

Megoldds: Vegyik észre, hogy a tablazat szimmetrikus a masik atlojara. Ahhoz, hogy a tablazat a
kijelolt atlora legyen szimmetrikus, sziikséges azt tiikrozni a vizszintes tengelyére, ami ebben az esetben a
hatodik sor.

Megjegyzés: erre a tablazatra nincs mas megoldas a fenti tizenegyen kiviil.

42. feladat. Minden pozitiv egész n-re legyen

1
ap==vn3+n2—n-—1.

n
Melyik az a legkisebb k > 2 egész, amire as - az - - - ap > 47
Eredmény: 254
Megoldds: Bevezetve az A, = a’ jelolést, az eredeti probléma ekvivalens azzal, hogy talaljuk meg a
legkisebb k > 2 egészt, amire Ay - Ag--- A, > 4% = 64. A definici6jabol kovetkezik, hogy
n+n?—-n—-1 m+1)-(n+1)-(n—-1)

n3 - n-n-n

Ay =

11



és ezért

Ay Ay Ay =

3-3:1 442 (k+1)-(k+1)-(k—1) 1-(k+1)-(k+1) (k+1)?
2.2.2 3.3.3 k- k-k - 2 '

Maér csak azt az egyenl6Stlenséget kell megoldani, hogy
(k+1)* > 256k

egész k-ra. Vonjunk ki 2k-t mindkét oldalbol, és szorozzuk meg 1/k-val, igy azt kapjuk, hogy k + % > 254,
aminek a legkisebb egész megoldasa k = 254.

43. feladat. Barbi n egyenl§ szeletre vagta fel a pizzat, majd megjelolte a szeleteket az 1,2,...,n
szamokkal (minden szadmot pontosan egyszer hasznalt fel). Ugy szamozta meg Sket, hogy barmely két
szomszédos egészekkel (i és i+ 1) jelolt szelet kozott pontosan k masik szelet van. Aztan jott Pocakos Peti,
és megette majdnem az egész pizzat, csak harom egymas melletti szeletet hagyott, a 11, 4, 17 szamokkal
jelolteket, ebben a sorrendben. Hany szelet pizza volt eredetileg?

FEredmény: 20

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a szomszédos szamokkal jelolt szeletek kozott pontosan k& — 1 szelet van, igy
ha pontosan k szelettel 1épiink arrébb, akkor az 1-es szeletrdl a 2-esre jutunk, a 2-esrél a 3-asra, és igy
tovabb. Ezeket a lépéseket mind egy irdnyba kell tenniink, mert masképp az i-edik szeletrdl az i — 1-edikre
jutnank, az i + 1-edik helyett. Az n-edik szeletrdl egy ilyen lépéssel az 1-es szeletre jutunk, hiszen minden
mas i k szeletnyire van 7 + 1-t6l és ¢ — 1-t6l. Ilyen k szeletes lépésekkel tehat végigmehetiink az egész
pizzan. Ezért 1étezik egy olyan s szdm, hogy ha s-szer 1épiink k szelettel, akkor pont a szomszédos szeletre
jutunk. Igy azt kapjuk, hogy
11-4=5-k=4-17 (mod n),

ami azt jelenti, hogy 7 — (—13) = 20 oszthato n-nel. Van 17-es szelet, tehat n > 17, amibdl kovetkezik,
hogy az egyetlen lehetséges megoldas n = 20.

44. feladat. Az ELTE egyik el6adotermében a székek tigy vannak elhelyezve, hogy egy téglalap alaku
racsot alkotnak. Az egyik el6adas alatt pontosan 11 fid iilt mindegyik sorban, és pontosan 3 lany mindegyik
oszlopban, emellett 2 szék tires volt. Legaldbb hany szék van az el6adoban?

Eredmény: 144

Megoldads: Az el6adoban a sorok és oszlopok szamét jeloljiik r-rel és s-sel. A feladat szévegébdl tudjuk,
hogy rs = 11r 4+ 3s + 2, ami atrendezhetd Ggy, mint

(r—3)(s—11) = 35.

A zarojelekben 1évs szamok vagy az b és a 7, vagy az 1 és a 35 valamilyen sorrendben. Ha felirjuk
mind a négy lehetdséget, lathato, hogy rs akkor lesz a legkisebb, ha r —3 = 5 és s — 11 = 7, ekkor
rs = 8- 18 = 144. Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy a didkok tényleg leiilhetnek az el6adéban a
feltételeknek megfelelGen.
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45. feladat. A 3 egység sugaru k kor beliilrdl érinti a 4 egység sugaru [ kort a T pontban. Legfeljebb
mekkora lehet a TK L haromszog teriilete, ha K € k és L € I.
Eredmény: 93 = 2775
Megoldas: Jeloljik [XY Z]-vel az XY Z haromszog teriiletét.

Jeloljiik M-mel a T'L szakasz és k metszéspontjat (M # T). Mivel T kozéppontra %—szorosra nagyitva
a k-t az | kort kapjuk, és ez a transzformécio M-et L-be viszi, igy TL = §TM és [TKL] = 3[TKM] (a
két haromszognek megegyezik a K-hoz tartozo magassaga). Igy elegendd a k korbe irt TK M haromszog
teriiletét maximalizalni. A teriilet akkor lesz a legnagyobb, ha T K M szabalyos, ekkor a teriilet

3. (;-3-381n120°) = %\/g

Tehat a megfelels TK L teriilete

4 273

3

46. feladat. Fszti és Feri a kovetkezs jatékot jatssza: A kezdésnél vesznek egy szamhalmazt:
{0,1,...,1024}.

Ebbdl elgszor Eszti elhagy 2° elemet, majd Feri 28 elemet, majd Eszti 27 elemet, és igy tovabb, végiil
Feri elhagy egy elemet, igy pontosan két szam marad. A jaték ekkor véget ér, és Eszti kifizeti Ferinek
forintban a két megmarado szam kiilonbségének az abszolutértékét. Hany forintot kap Feri, ha a lehets
legjobban jatszanak mindketten?

Eredmény: 32

Megoldds: Feri minden 1épéseében meg tudja duplézni a legkisebb kiilonbséget tigy, hogy minden méasodik
szamot elhagyja, igy legalabb 25 = 32 forintot nyer. Eszti minden lépésével meg tudja felezni a legnagyobb
és a legkisebb szam kozti kiilonbséget ugy, hogy elhagyja a nagyobbik vagy a kisebbik felét a megmarado
szamoknak, igy legfeljebb 1024/25 = 32 forintot fizet. Tehat ha mindketten a lehetd legjobban jatszanak,
akkor Feri 32 koronat nyer.

47. feladat. Néhany ELTE-s didk megbukott a vizsgakon, és kirtugtak Gket, ezért elmentek tanulni a
Masik Egyetemre. Ez a kévetkez6 kovetkezményekkel jart:

1. Az ELTE-s didkok szama egyhatoddal csokkent.
2. A Masik Egyetem didkjainak szama egyharmaddal nétt.
3. Az atlag IQ mindkét egyetemen 2%-kal emelkedett.

Hanyszorosa az ELTE-sek atlag 1Q-ja a Méasik Egyetemen tanulo didkok atlag IQ-janak?

FEredmény: g = 1.2-times

13



Megoldds: Jeloljiik 100e-vel az ELTE-s didkok eredeti atlag 1Q-jat, és 100m-mel a Masik Egyetemen
tanulok eredeti atlag 1Q-jat. Tovabba, jeloljiik p-vel az egyetemet valto diakok atlag 1Q-jat. Az ELTE-n
2%-kal emelkedett az atlag, tehat most 102e ez az érték. Mivel az ELTE-n maradok és a kirugottak
aranya 5 : 1, és 100e volt az eredeti atlag, igy adédik a kovetkezs egyenlet: 100e = % -102e + %p, amibgl
azt kapjuk, hogy p = 90e. Hasonldéan a Masik Egyetemre eredeti 100m-es atlaghol, az 1j atlag 102m lesz.
Az régi tanulok és az egyetemet valtok aranya 3 : 1, igy kapjuk ezt az egyenletet: 102m = % -100m + %p,
amibél p = 108m. Osszevetve a p-re kapott egyenleteket, megkapjuk a megoldast:
e 108 6

90e = 108m, and hence =90 — &
48. feladat. Egy A1 A, ... A4 szabalyos 14-sz6get beirunk egy egységsugaru k korbe. A k altal hatarolt
korlapbol mekkora teriiletet fog kozre a LAy AgA14 s20g7

s

14
Megoldds: Koncentraljunk az Ay, A4, A14, A11 pontokra.

Eredmény:

Mivel 11 =447, az A4 Ay, szakasz a k kor atmérdje. Masrészt 4 — 1 =3 =14 — 11, igy az A1 AgA11A14
négyszog egy hurtrapéz, mivel A4 A1, és Ay Aq4 szakaszok parhuzamosak. Az Ay A4 A1, hdromszog teriilete
tehat megegyezik az A;O0A14 haromszog teriiletével, ahol O a k kbzéppontja. A keresett teriilet igy
egyenl6 az A;O A1, korcikk teriiletével, ami egytizennegyede a korlap teriiletének.

49. feladat. Jancsi és Juliska vették a kovetkezd 24 elemi halmazt: {1,2,...,24}. Jancsi felirta
azokat a 12 elemi részhalmazokat, amelyekben paros az elemek Gsszege, mig Juliska azokat a 12 elemi
részhalmazokat irta fel, amelyekben péaratlan az elemek Osszege. Ki irt fel tobb részhalmazt,és mennyivel?
Eredmény: Jancsi, ('7) = 924-gyel tobbet

Megoldds: Tekintsilink egy adott 12 elemti B részhalmazt, és tegyiik fel, hogy van olyan i egész, hogy B
tartalmazza a 2i —1 és 2i szdmok koziil pontosan az egyiket. Vegyiik a legkisebb ilyen i-t, és konstruéljunk
egy 12 elemd f(B) halmazt, ami ugyanazokat az elemeket tartalmazza, mint B egyetlen kivétellel: a
2i — 1, 27 szamparboél a masikat tartalmazza.

Konnyen belathato, hogy f(f(B)) = B, és igy f-et alkalmazva Jancsi egy részhalmazara Juliska egy
részhalmazat kapjuk, és forditva ugyanigy. Tehat f egy bijekcié Jancsi és Juliska részhalmazai kézott,
ha csak azokat a részhalmazokat tekintjiik, amelyekhez létezik megfelels i szam. Mar csak azokat a
részhalmazokat kell vizsgélni, amelyekhez nincs ilyen i.

Minden ilyen részhalmazban pontosan 6 paratlan és 6 paros szadm van, és a parosok a paratlanok eggyel
nagyobb szomszédjai. Az ilyen részhalmazokban az elemek Gsszege mindig paros, ezért ezek Jancsihoz
tartoznak, és mivel a kivalasztott 6 paratlan szam egyértelmiien meghatirozza a halamz elemeit, igy
Osszesen (162) ilyen részhalmaz van.

50. feladat. Géza harom kiilénb6z6 a, b, ¢ pozitiv egészre gondolt, amelyek koziil valamely kettének az
Osszege 800. Ezutan leirta az a, b, ¢, a+b—c,a+c—b, b+ c— a és a+ b+ c kifejezéseket egy papirra,
és azt vette észre, hogy mind primek. Hatarozzuk meg a papirra leirt legnagyobb és legkisebb szam
kiilonbségét.

Eredmény: 1594
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Megoldds: Az altalanosséag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy b + ¢ = 800. Az a, b+ ¢ —a = 800 — a,
a4+ b+ ¢ = 800 + a szamok koziil legalabb az egyik oszthato 3-mal, és az csak akkor lehet primszéam, ha
egyenld 3-mal. Mivel 800 + a > 800 csak két lehetdségiink van, a = 3 vagy 800 — a = 3.

Ha a = 3, akkor 3 + (b — ¢) > 2 és egyidejiileg 3 — (b — ¢) > 2 is teljesiil, igy |b — ¢| < 1. Azonban ez
lehetetlen, mert b + ¢ = 800.

Igy tudjuk, hogy 800 — a = 3, ezért a = 797. A legnagyobb Géza primszamai koziil az a + b+ ¢ =
797 4+ 800 = 1597. Mivel b + ¢ = 800, Géza primjei koziil egyik sem lehet paros, ennélfogva a legkisebb
szam a lapon a 800 — a = 3. A kiilonbség ekkor 1597 — 3 = 1594.

Talalhatunk olyan primeket, amelyekre teljesiilnek a feltételek: a = 797, b = 223, ¢ = 577.

51. feladat. Agi megjelolt egy-egy folttal két véletlenszertien kivalasztott helyet egy méterradon, Ezutan
jott Balazs, és széttorte a méterrudat véletlenszertien 2013 darabra. Mennyi a valoszintisége, hogy a két
kijel6lt hely ugyanazon a darabon van?

Eredmény: ﬁ

Megoldds: Képzeljiik el, hogy a rad egy darabban van. Agi megjelélte a rudat két helyen a foltokkal
véletlenszertien, ezutan Balazs véletlenszertien kijelolt a ridon 2012 toréspontot. Tehét a rid Gsszesen
2014 helyen lett megjel6lve, ezekbdl ketts folt. A 2014 jel6lésbsl barmely kettd lehet folt, igy a foltokra
az Osszes lehet&ség (20214) = 1007 - 2013. A foltok akkor vannak egy darabon, ha egymas melletti jel6lések,
ami 2013 esetben fordulhat elG, igy a keresett valosziniiség

2013 1
1007 - 2013 1007°

52. feladat. Hany olyan tizjegy pozitiv egész szam van, amiben a 0,1,...,9 szdmjegyek mindegyike
pontosan egyszer szerepel, és 11111-nek t6bbszorose?

Megjegyzés: Egy pozitiv egész szam elsd szdmjegye nem lehet 0.
Eredmény: 3456 = 25 - 5! — 24 . 4!
Megoldds: Mivel 0+14---+9 =9-5, ezért a vizsgalt szamok oszthatok kell legyenek 9-cel, tehat a nekiink
kell6 szamok 99999-cel is oszthatok kell legyenek. Jeloljiik A-val a tizjegyd szam els6 6t szamjegyébdl allo
szamot és B-vel az utolsd 6t szamjegybdl allo szamot. Fzekre igaz lesz, hogy

99999 | 100000A + B, iff 99999 | A + B.
Tudjuk, hogy A és B 99999-nél kisebb pozitiv egészek, ezért
0< A+ B <2-99999, hence A+ B =199999, or equally B = 99999 — A.

Ebbél megkapjuk az A, B szamok segitségével a keresett tizjegyt szamok 99999-cel valo oszthatosaganak
sziikséges és elégséges feltételét: ¢ = 1,...,5-re, B i-edik jegyének és A i-edik jegyének az Gsszege 9. A
szamjegyeket ez alapjan 5 parba oszthatjuk:

(0,9),(1,8),(2,7),(3,6), (4,5).

Tudjuk, hogy ezeket a parokat valamilyen sorrendben kell felhasznalnunk (5! lehet&ség) és egyidejiileg ki
kell valasztanunk, hogy a szdmjegyek koziil melyik keriil A-ba és melyik B-be (2° lehetGség). Azonban ki
kell zarnunk azokat a lehet&ségeket, amelyekben 0 az A els6 szamjegye — ez 4! lehetGséget jelent a parok
sorba rendezésénél, és 2* lehetdséget a szamjegyek elosztasanal A és B kozott. Tehat a keresett szamok
Osszessége 5! - 2° — 4. 24,

53. feladat. Egy 2013-adfoku valds egytitthatos P(z) polinom n = 0,1,...,2013-ra kielégiti a P(n) = 3"
egyenletet. Mennyi P(2014) értéke?

Eredmény: 32014 — 22014
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Megoldds: Definialjuk a Q(z) polinomot tgy, mint Q(z) = iozlg (i) 2% Ennek a foka 2013, és ezenfeliil

minden z € {0,...,2013} szamra a binomialis tétel alapjan
2018 v e
_ k _ k _ r __
Q=3 (k)2 - @z — (1+2) = P(a).

A P(z) — Q(z) polinom legfeljebb 2013-adfoku, és 2014 gydke van, tehat egyenls a nullpolinommal. Igy
P(z) = Q(x), és mar csak a Q(2014) értéket kell kiszamitanunk:

2013 2014

2014 2014 2014

Q(2014) — E < L >2k‘ — E ( L )2k _ (2014) 22014 — (1 4 2)2014 _ 22014 — 32014 _ 22014'
k=0 k=0

54. feladat. Egy egyenls szarat ABC haromszogben AB = AC és ZBAC = 99.4°, és adott a D pont,
amelyre AD = DB és Z/ZBAD = 19.7°. Szamitsd ki, mekkora /BDC.

Eredmény: 149.1°
Megoldds: Jeloljik E-vel a B pont AD-re vonatkozo6 tiikérképét.

Igy AE = AB = AC és /ZEAC = /BAC —2- /ZBAD = 60°, ami azt jelenti, hogy az AEC haromszog
szabalyos, és CE = CA. Raadasul, DE = DB = DA a szimmetria miatt, és ennélfogva CD az AFE
felez6merdlegese, ezért LZACD = %ZACE = 30°. Igy mar koénnyen felhasznalhatjuk az ABDC négyszoget,
hogy kiszamoljuk a megfelels szog nagysagat

/ZBDC = /DBA+ /BAC + ZACD = 19.7° 4+ 99.4° 4+ 30° = 149.1°.

55. feladat. Melyik a legnagyobb nem nullara végz6dd pozitiv egész, amelynek valamely ,bels6” szam-
jegyét elhagyva a szam egy osztojat kapjuk?

Megjegyzés: A ,bels6” szamjegy olyan szamjegy a szdmban, ami nem az els vagy az utolso szamjegy.
Eredmény: 180625

Megoldds: Legyen X a keresett szam. ElGszor vezessiik le azt, hogy a masodik szamjegyet kell elhagynunk.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy nem az els¢ két szamjegy valamelyikét hagyjuk el. Az n jegyi
X szambol a szamjegy elhagyasaval az (n — 1) jegyd X' szamot kapjuk. A 10 - X’ szamnak megint n
szamjegye van, az els6 két szamjegyeérsl tudjuk, hogy ugyanaz, mint X-ben az els6 két jegy, de X # X'
mert az el6bbi nem nullara végzddik. Ez azonban ellentmondas, hiszen egy (n — 1) jegyt szam két
kiilonb6z6 tobbszorosének a kiilonbsége nem lehet (n — 2) vagy kevesebb jegyt.

Irjuk fel X-et X = a-10"* +b- 10" 4 ¢ alakban, ahol a és b az X szamjegyei (a # 0) és ¢ < 10" egy
nem nullara végzéds egész. A masodik szamjegy elhagyasaval kapjuk az X’ = a - 10" + ¢ szamot. Igy
megfelel§ k € N egészre azt kapjuk, hogy

a 10" +5-10" +c=k - (a-10" +¢).

Belathato, hogy k < 20, mivel ha feltessziik, hogy k > 20, akkor X els6 szamjegye nagyobb lenne,
mint X’ elsé jegye, ami nem lehetséges. Rendezziik at az egyenletet:

10"(10a+b—k-a) = (k—1)c.
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Tudjuk, hogy a bal oldal oszthaté 2™-nel és 5"-nel is, tehat ennek a jobb oldalra is teljesiilnie kell. A ¢
nem nullara végzddik, ezért k — 1 oszthato kell legyen 2 vagy 5 n-edik hatvanyaval. Méasrészrél k < 20,
ezért n < 4 (mivel 2° > 20 és 52 > 20), amibél kovetkezik, hogy X-nek legfeljebb 6 szamjegye van. Ha
n =4, akkor k — 1 = 16 az egyetlen lehetGségiink, amire

54(b—Ta) = c.

Ahhoz, hogy a jobb oldal ne legyen negativ, kell, hogy a = 1 legyen (a és b szamjegyek). Igy két opcionk
van b-re, b =8 és b = 9, azonban az utébbi esetén ¢ nullara végzddne, igy b = 8, c-re pedig azt kapjuk,
hogy ¢ = 5* = 625 és ebbdl mar belathatjuk, hogy X = 1-10% + 8- 10* + 625 = 180625 tényleg jo
megoldasa a feladatnak.

56. feladat. Adottak a, b, ¢ paronként kiilonb6z6 valos szamok, melyekre
a=({b-2¢c, b=(c—2)a, c=(a—2)D.

Mennyi az abc szorzat értéke?
Eredmény: 3
Megoldas: Ha a, b, c koziil barmelyik O lenne, akkor mindharom 0 lenne, ami viszont ellentmondana
annak a feltételnek, hogy a szamok paronként kiillonbozsk. Ugyanezért a, b, ¢ 3 sem lehet.

Hasznaljuk fel a harmadik egyenlGséget, hogy kifejezziik c-t az elsé két egyenletben, és ezutén rendezziik
At a masodik kifejezést: b = (ab — 2b — 2)a-bol kapjuk, hogy b(a? — 2a — 1) = 2a. Mivel a jobb oldal nem
nulla, ugyanez a bal oldalra is teljesiilni fog, ezért leoszthatunk a? — 2a — 1-gyel, és igy kifejezhetjiik b-t
az a segitségével. Az eredményt helyettesitsiik be az els6 egyenletbe. Rendezés utéan azt kapjuk, hogy

ala —3)(a® 4 3a*> — 9a — 3) = 0,

tehat a a P(z) = 2® + 322 — 92 — 3 polinom gydke. Analég moédon megkaphatjuk, hogy b és c is
gyokel ugyanennek a polinomnak. Mivel a, b, ¢ paronként kiilonbozsk, ezért a P(z) polinomunk atirhatéd
P(z) = (x — a)(x — b)(x — ¢) alakba. Ha vizsgaljuk a P(x) egylitthatoit, lathato, hogy abe = 3.

57. feladat. Egy altalanos ABC haromszogben az egyik magassag hossza megegyezik az egyik stlyvonal
hosszaval, illetve egy masik magassag hossza is megegyezik egy masik sulyvonal hosszaval. Mekkora a
harmadik magassag, és a harmadik sulyvonal hosszanak aranya?

FEredmény: %

Megoldds: Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy a > b > c¢. A megfelel6 magassagokra és
stulyvonalakra rendre igaz lesz, hogy v, < v, < v, és t, <ty < t.. Ugyanakkor v, < t4, vp < tp és v, < t.,
amibdl kovetkezik, hogy vy, = t, és v, = tp.

Jeloljik M-mel a BC' oldal felez6pontjat, és My-lal M meréleges vetiiletét az AC oldalra. Az AM M,
derékszogti haromszégben M My = %vb = %ta = %AM, igy ZMAC = 30°. Jeloljik N-nel az AC' oldal
felez&pontjat, erre hasonlé moédon belathato, hogy ZNBA = 30°.
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Legyen G az ABC haromszog sulypontja. Tekintsiik az Ay BC7 szabaylos haromszoget, amelyben BN
az egyik silyvonal. Az A; pontra teljesiil, hogy ZNBA; = 30° és ZGA; N = 30°, illetve hogy kiilonbozik
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az A ponttol (az ABC haromszog altaldnos). Az A pont ennélfogva a BA; szakasz és a GA1 N koriv masik
metszéspontjaban kell legyen, ami a BA; szakasz felez6pontja. Ebb6l ZBAC = 120° és AC': AB = 2.

A haromszogben tehat @ = 120°, AB =1 és AC = 2, igy alkalmazva a koszinusztételt azt kapjuk,
hogy a = V12 +1-2+22 = /Tést, = \J1/4+1+4 = % 21, ekkor a haromszog teriilete S =
% -1-2.s8in120° = % 3 és ebbdl v, = 25/a = 3/+/21. Felhasznalva a megfelel§ szakaszok hosszéara
vonatkozo adatokat:

3
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