Uloha 1J. Je zname, Ze ¢islo 2013 sa d4 prave jednym spésobom zapisat ako stcet dvoch prvocisel. Comu je rovny
ich stéin?
Vysledok. 4022

RieSenie. Aby bol stcet dvoch prirodzenych ¢isel nepérny, musi byt jedno z nich nepérne a jedno parne. Jedinym
parnym prvodcislom je dvojka, takze v tvahu pripadd len zapis 2013 = 2011 + 2. Zadanie hovori, Ze je mozné zapisat
2013 ako sucet dvoch prvoéisel, takze 2011 je prvocislo a odpoved je 2011 - 2 = 4022.

Uloha 2J. Dve kruznice s polomerom 1 sa pretinaji tak, Zze obsah prostrednej ¢asti je rovny stétu obsahov krajnych
dvoch. Comu je rovny obsah prostrednej ¢asti?

Vysledok. %TF

Riesenie. Oznac¢me obsahy troch casti ako na obrazku.

Zo symetrie vieme, ze A = C, takze zo zadaného B = A + C plynie B = 2A. Obsah prostrednej ¢asti je tak rovny
dvom tretindm obsahu lavého kruhu, teda %w.

Uloha 3J. Méame pif zltjch kolikov, Styri Cervené, tri zelené, dva modré a jeden oranzovy. Kolkymi sposobmi ich
moZzeme rozmiestnit do trojuholnikovej siete (pozri obrazok) tak, aby v ziadnom riadku ani stipci neboli dva koliky
rovnakej farby? Rovnako farebné koliky povazujeme za nerozligitené.

Vysledok. 1

Riesenie. Zafneme rozmiestiiovanim zltych kolikov. Mame jedinti moznost, ako ich rozmiestnit tak, aby v kazdom
riadku i stIpci bol najviac jeden, a sice dat ho na preponu trojuholnika. Podobne méame iba jeden sposob ako rozmiestnif
postupne ¢ervené, zelené, modré a oranzové koliky — vzdy na preponu trojuholnika tvoreného doposial neobsadenymi
miestami v trojuholnikovej sieti. Preto existuje iba jedno rozmiestnenie vSetkych kolikov vyhovujice zadaniu.

Uloha 4J. Nijdite najmensie prirodzené ¢islo, ktorého stéin cifier je rovnyg 600.

Vysledok. 3558

Riesenie. Pretoze 600 = 23 - 3 - 52, mozeme na zostavenie tohto &isla pouzif iba ¢islice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8. Pritom
jednotky k st¢inu nijak neprispeji, iba zviésia pocet cifier. Zrejme musi ¢islo obsahovat dve pitky, lebo 52 nemozno
ziskaf inou kombinéciou cifier. Ostatné cifry musia mat stéin 24, teda musia byt aspoii dve. Cislo 24 mézeme rozlozit
ako 3 - 8 alebo 4 - 6, a pretoze prva moznost obsahuje mensiu ¢islicu, zvolime ju a zostavime hladané ¢islo 3558.

Uloha 5J. Kladné realne ¢isla a, b spliaji
1 1
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Comu je rovna hodnota vyrazu ab + ﬁ?
Vysledok. 33



Riesenie. Obe rovnosti medzi sebou vynasobime a dostaneme

a b
b+=+-+—=35
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Uloha 6J. Lukas objavil Sestciferné prirodzené ¢&islo splitajtce nasledujice podmienky:
1. Cislo sa ¢ita rovnako zlava doprava i sprava dolava.
2. Je delitelné deviatimi.
3. Po skrtnuti prvej a poslednej cifry je jedinym prvociselnym delitelom nového &isla ¢&islo 11.

Ktoré ¢islo Lukas objavil?
Vysledok. 513315
Riesenie. Za¢neme poslednou podmienkou. Jedinym $tvorcifernym é&islom, ktoré je mocninou 11, je 11% = 1331. Nami

hladané ¢islo je teda tvaru al33la, a pretoze je delitelné deviatimi, musi byt i jeho ciferny sucet 2a + 8 delitelny
deviatimi. Tento vyraz je parny a mensi ako 26, teda musi byt rovny 18. Preto a = 5 a nami hladané ¢islo je 513315.

Uloha 7J. Na priemere AB polkruznice k je dany bod D. Kolmica k AB vedena bodom D pretne polkruznicu k
v bode C. Ak st dlzky obltikov AC a CB polkruznice k v pomere 1 : 2, uréte hodnotu pomeru |AD| : |DB].

Vysledok. 1:3
Riesenie. Pretoze bod C deli polkruznicu v pomere 1 : 2, mézeme dokreslit este bod E tak, aby body A, C, E, B
(v tomto poradi) tvorili $tyri po sebe idtce vrcholy pravidelného Sestuholnika.

C E

s
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Oznac¢me S stred polkruznice k. Body A, C', S potom tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika a bod D je stredom
strany SA, lebo vyska a taznica v rovnostrannom trojuholniku splyvajia. Odtial uz Tahko dopocitame pomer |AD] :
|DB| =1":3.

Uloha 8J. Dvaja rozmaznani bratia Viktor a Migo dostali bali¢ek cukrikov, ktory si pol na pol rozdelili. Kazdy z nich
zje pocas dna dva az tri cukriky. Malému Viktorovi cukriky vydrzali $trnast dni, starS§iemu MiSovi presne tri tyzdne.
Kolko cukrikov bolo pdvodne v balicku?

Vysledok. 84

Riesenie. Viktor mohol zjest maximélne 3 - 14 = 42 cukrikov, zatial ¢o MiSo ich zjedol minimélne 2 - 21 = 42. Pretoze
vSak obaja mali rovnaké mnozstvo, musel kazdy z nich mat 42 cukrikov. V bali¢ku povodne bolo 84 cukrikov.

Uloha 9J. Kolkjmi sposobmi mézeme v schéme na obrazku preéitat slovo Ndboj?
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Vysledok. 16

Riesenie. Z kazdého z pismen N, d, b, o mdzeme dalej pokracovat v ¢itani dvoma sposobmi. Preto mozno slovo Naboj
precitat celkom 24 = 16 spésobmi.



Uloha 10J. Na ostrove ziju obyvatelia dvoch typov: pravdovravni vzdy hovoria pravdu, klaméri zésadne klami.
Dvanést obyvatelov ostrova sa posadilo do kruhu. VSetci svorne tvrdia, ze st pravdovravni. Tiez tvrdia, Ze po ich
pravej ruke sed{ klamér. Kolko najviac klamérov moze byt medzi tymito dvanastimi ludmi?

Vysledok. 6

Riesenie. Predpokladajme, ze by vedla seba sedeli dvaja pravdovravni alebo dvaja klaméari. Potom by ten, ktory sedi
v takej dvojici nalavo, prehlasil o ¢loveku po svojej pravici, ze je pravdovravny. To je ale v rozpore so zadanim —
pravdovravni a klaméri sa teda musia striedat. Klaméarov je preto v kruhu prave Sest.

Uloha 11J / 1S. Luka$ m4 jedenast zhodnych stvorcovych dlazdiciek — Sest cervenych, tri modré a dve zelené. Kolkymi
sposobmi moze z niektorych deviatich z nich zostavit tabulku 3 x 3, ak musi ofarbenie tabulky ostat zachované, ak ju
oto¢ime o 90° po smere hodinovych ruéi¢iek? Dlazdic¢ky rovnakej farby povazujeme za nerozlisitelné.

Vysledok. 0

RieSenie. Aby zostalo ofarbenie pri otoceni o 90° zachované, musia mat vSetky rohové dlazdicky rovnaku farbu.
Rovnaki farbu musia mat tiez styri dlazdicky v stredoch krajnjch stipcov a riadkov. Potrebujeme preto bud aspoi
osem dlazdiciek jednej farby, alebo po styroch dlazdickach z dvoch réznych farieb. Také dlazdicky ale k dispozicii
nemame, a tak Ziadne vyhovujice ofarbenie neexistuje.

Uloha 12J / 2S. Na ostrove st zenaté dve pitiny muzov a vydaté tri pitiny Zien. Kolko percent obyvatelstva ostrova
zije v manzelstve?

Vijsledok. 48% = 12

Riesenie. Oznacme D celkovy pocet zosobasenych parov na ostrove. Celkovy pocet muzov, resp. zien potom mozno
vyjadrit ako gD, resp. %D. Na ostrove teda zije celkom gD + gD = %D Iudi, z toho 2D je zosobaSenych. Podiel
ostrovanov zijucich v manzelstve je teda

2D 12

5 = o = 48%.
ED 25 %

Uloha 13J / 3S. Ak4 je dizka strany najvicsieho rovnostranného trojuholnika, ktory mozno vystrihnit z obdlzniko-
vého papiera o rozmeroch 21 x 29,7 cm?

Vysledok. 14/3 = % cm

Riesenie. Ak mame lubovolny rovnostranny trojuholnik vo vnutri pasu ohrani¢eného dvoma rovnobeznymi priamkami,
mozeme ho vhodne zvicsit tak, aby dva z vrcholov lezali na protilahljch hrani¢nych priamkach. Zo vSetkych takych
rovnostrannych trojuholnikov ma najvicsiu dizku strany ten, ktorého jedna strana lezi celd na hranici.

Ak teda mame pas o Sirke 21 cm, potom najvacsi rovnostranny trojuholnik, ktory sa vojde do tohto pasu, ma vysku
21 cm. Dizka jeho strany je 2190 = 14v/3 cm. KedZe 14v/3 < 14 -2 < 29,7, vojde sa tento trojuholnik aj do zadaného
obdlznika.

Uloha 14J / 4S. Daska si vzala Stvorcovy kus papiera a zlozila ho $tyrikrat na polovicu bez spitného rozkladania
tak, ze kazdym zloZenim vytvorila rovnoramenny pravouhly trojuholnik. Kolko stvorcov je vidiet po rozloZeni papiera?

Vysledok. 10

Riesenie. Na nasledujicom obrazku st znazornené prehyby, ktoré uvidime po rozlozeni papiera.

Uvidime teda celkom desat stvorcov — cely papier, Stvorec spajajici stredy jeho stran a v kazdom z tychto Stvorcov
navyse Styri mensie.



Uloha 15J / 5S. Kolko p#tuholnikov sa nachadza na obrazku?

Visledok. 3° = 243

Riesenie. Vsimneme si, ze kazdy pafuholnik musi mat vo svojom vnutri stred obrazku. Pre kazda z piatich stran
mame na vyber z troch moznosti (vonkajsia, prostrednd, vntitorna ¢iara), takze patuholnikov na obrazku je 3° = 243.

Uloha 16J / 6S. Pri séitani dvoch prirodzenych &isel Pepa omylom za jedno z nich pripisal nulu, a tak mu vyslo 3858
namiesto 2013. Comu je rovné vicsie z éisel, ktoré mal Pepa, s¢itat?

Vysledok. 1808

Riesenie. Oznac¢me a, b ¢isla, ktoré mal Pepa séitat. Kedze pripisanie nuly odpovedd vynésobeniu desiatimi, moZzeme
zostavit rovnice

a+b=2013,
10a + b = 3858.

.....

Uloha 17J / 7S. Aky polomer mé najmensi kruh, ktorym mozno zakryt trojuholnik so stranami dizok 3,5 a 7.
Vysledok. 3,5

Riesenie. Kedze 3% + 52 < 72, uhol oproti strane dizky 7 je tupy a cely trojuholnik mozno zakryt kruhom, ktorého
priemerom je tato strana. Naopak kazdy kruh zakryvajici cely trojuholnik musi zakrjvat aj jeho stranu dizky 7 a
teda musi mat polomer aspoii 3,5.

Uloha 18J / 8S. Lukas, Mirek, Pepa a Viktor majt dokopy 100 lizaniek. Pritom kazdy dvaja z nich maji dokopy
lizaniek aspon 41. Kolko najmenej lizaniek moze mat Pepa?

Vysledok. 12

Riesenie. Ak oznacCime polty lizaniek jednotlivych chlapcov postupne L, M, P a V, musi zo zadania okrem iného
platit L + P > 41, M + P > 41 a V + P > 41. S¢itanim tychto nerovnosti ziskame 2P + (L + M + P + V) > 123.
Kedze L+ M + P+V = 100, dostdvame 2P > 23, teda P > 12 (P je prirodzené ¢islo). Naopak hodnoty L = M = 29,
P =12, V = 30 vSetkym podmienkam tlohy vyhovuju, takze takdto moznost moze nastat.

Uloha 19J /9S. Viktor si nakreslil obdlznik ABCD s obsahom 80 a dlzkou uhloprie¢ky 16. Comu je rovny sinus
ostrého uhla, ktory zvieraju uhlopriecky obdlznika?

Vysledok. % = 0,625

Riesenie. Ozna¢me S priese¢nik uhloprie¢ok obdlznika ABCD a v dizku vy$ky na stranu AC v trojuholniku ABC.
Obsah obdlznika ABC'D mézeme vyjadrif ako |AC| - v, z ¢oho v = 80/16 = 5. Nakoniec spoéitame hladant hodnotu

sin |[<ASB| = sin|<CSB| = |BI,’S‘ = %

Uloha 20J /10S. Akt najvicsiu hodnotu moéze mat vyraz a® + c¢?, ak a, b, ¢, d st navzajom rozne ¢isla z mnoziny
{-7,-5,—-4,-3,-2,—1}7

. —4 —2 _ 10
Vijsledok. (—1)"* +(=3)"* = 5
Riesenie. Vimneme si, ze aby sme dostali kladné ¢islo, musime umociiovat na parny exponent. Kedze (—2)~* =

.....

mensie bude po umocneni, budeme za zdklady mocnin brat —1 a —3. Z ostévajicich dvoch moznosti méa vicésiu hodnotu
(D7 (=37 =



Uloha 21J /11S. Do roviny s kartézskou stiradnicovou stistavou sme ndhodne umiestnili uhol o velkosti 110°. Aké
je pravdepodobnost, Ze ramend tohto uhla tvoria graf funkcie?

Vysledok. %

Riesenie. Aby bol uhol grafom nejakej funkcie, musi kazdému bodu na osi x priradovat maximalne jednu hodnotu y.
Z4lezi teda iba na natoceni uhla a my moézeme bez ujmy na vSeobecnosti umiestnit jeho vrchol do podiatku stradnicovej
sustavy.

Nech najprv jedno rameno uhla splyva s kladnou ¢astou osi y a druhé lezi napravo od osi y. Teraz uhlom otdc¢ajme
v smere hodinovych rucic¢iek a skimajme, kedy je grafom funkcie. Po otoc¢eni o 70° sa prvykrat stane to, ze kazdému
bodu na osi x bude priradend iba jedna hodnota na osi y. Toto potrva az do otocenia o celkovych 180°. Otocenie
0 180° az 360° vysSetrovat nemusime, lebo tu je situdcia symetricka. Pravdepodobnost, Ze st ramené nasho uhla grafom

nejakej funkcie, je teda % = %.

Uloha 22J /12S. Pepa si v dei konania minuloro¢ného néboja (23. marca 2012) nakreslil pravidelny stouholnik
A1 Ay ... Ao (Cislovany v smere hodinovych ruci¢iek) a na jeden ndhodny vrchol polozil zetén. Kazdé dalsie rdno
potom posunul Zetén o tolko vrcholov po smere hodinovych ruciéiek, aké bolo ¢islo vrcholu na ktorom prave zetén
lezal (napriklad z vrcholu As by sa tento Zetén presunul na Ag, z vrcholu Agg na Ags). Teraz lezi Zetén na vrchole
Aq1o. Ak?? bola pravdepodobnost, Ze sa niec¢o také stane?

Vysledok. 0,04 = %

RieSenie. Pytame sa vlastne na to, ktoré ¢isla od 1 do 100 maju t vlastnost, ze ak ich opakovane (priblizne 380
krat) vynasobime dvojkou, budd delitelné 100. Kazdé také ¢islo musi byt urcite uz od zaciatku nasobkom ¢isla 25
a naopak vSetky ¢isla 25,50,75,100 zrejme vyhovuju (uz ich Stvornasobky koncia ¢islicami 00). Odpoved je preto

4 _ 1
a5 =004= L.

Uloha 23J / 13S. Prirodzenym ¢islam, ktoré sa dajt napisat ako rozdiel druhych mocnin dvoch celych ¢isel, hovorme
rozdielové. Kolko z ¢isel 1,2,...,2013 je rozdielovych?

Vysledok. 1510

Riesenie. Hladajme vSetky prirodzené ¢isla n < 2013, ktoré sa dajt zapisat v tvare n = a®> — b*> = (a + b)(a — b) pre

nejaké a,b € Z. Kazdé neparne ¢islo mozeme zrejme napisat ako 2k +1 = (k+1)% — k2, kazdé ¢islo delitelné styrmi ako

4k = (k+1)% — (k—1)2. Ostdva vySetrit ¢isla tvaru 4k +2, teda ¢isla delitelné dvomi, ale nie $tyrmi. Tie rozdielové nie

su, pretoze a + b a a — b st bud obe parne alebo obe nepérne (ich stéin je teda bud neparny, alebo delitelny Styrmi).
Cisel tvaru 4k + 2 je v danom intervale 503. Rozdielovych ¢isel je preto 2013 — 503 = 1510.

Uloha 24J /14S. Tri pravidelné neprekryvajtice sa mnohouholniky o strandch dizky 1 sa stretavaju v bode A
tak, ze tvoria (nekonvexny) mnohouholnik M, pre ktory je bod A vnitornym bodom. Ak je jeden z mnohouholnikov
Sestuholnik a druhy stvorec, uréte obvod mnohouholnika M.

Vysledok. 16

Riesenie. Porovnanim velkosti vntitornych uhlov troch mnohouholnikov pri spoloé¢nom vrchole A dostaneme, Ze
velkost vnitorného uhla v trefom pravidelnom mnohouholniku je rovna 360° —90° — 120° = 150°. Kedze sucet velkosti
vnutornych uhlov v n-uholniku je rovny 180°(n — 2), plati:

180°(n — 2) = n - 150°,
n - 30° = 360°,
n=12.

Treti mnohouholnik je teda dvanastuholnik a kedze kazdé dva mnohouholniky zdielaji jednu stranu, ma mnohouholnik
M obvod rovny 4+ 6+ 12 — (3 - 2) = 16.

Uloha 25J / 15S. Viktor napisal na papier ¢isla 1 az 100 v ndhodnom poradi. Aké je pravdepodobnost, ze pre kazdé
i=1,...,50 je to (2¢ — 1)-te mensie ako to (27)-te?

Vysledok. 270

Riesenie. Predstavme si, Ze Viktor pisal ¢isla postupne po dvojiciach — vZdy si ndhodne vybral dve doposial nenapisané
¢éisla a pripisal ich na papier za uz napisané. Pravdepodobnost, Ze napisal skor to mensie, je % (bez ohladu na to, ktoré
dve &sla si vybral). Pre vietkych pafdesiat dvojic teda mame pravdepodobnost (3)%° =270,



Uloha 26J /16S. RuZovéa farba vznikne zmieSanim cervenej a bielej v pomere 1 : 1, azirova vznikne z modrej a
bielej v pomere 1 : 2. Stanka si chce vymalovat izbu farbou, ktora vznikne z ruzovej a azurovej zmieSanej v pomere
2 : 1. Zatial zmiesala tri plechovky modrej a jednu plechovku ¢ervenej farby. Ostavaju jej uz len plechovky s ¢ervenou
a bielou farbou. Kolko celkom plechoviek este musi pridat?

Vysledok. 23

Riesenie. Vzhladom k tomu, Ze modzeme pridavat iba ¢ervent a bielu, musia byt vo vyslednej farbe presne tri plechovky
modrej. Modra nieje vobec zastupena v ruzovej farbe, takze z pomeru 1 : 2 v azurovej farbe vieme, ze azurovej farby
musi byt celkom 9 plechoviek (3 modré a 6 bielych). Nakoniec z pomeru 2 : 1 vo vyslednej farbe vieme, Ze celkom
v nej musi byt 27 plechoviek (z toho 9 sa zmieSa na azirovii a 18 na ruzovi). Styri plechovky uz namiesané mame,
teda musime pridat 27 — 4 = 23 plechoviek.

Uloha 27J / 17S. V klobtku je niekolko bielych, sivych a iernych kréalikov. Je zndme, Ze ked kizelnik zaéne kraliky
postupne ndhodne vytahovat (bez toho, aby ich vracal spét), je pravdepodobnost, Ze vytiahne skor bieleho kralika
ako sivého, rovna %. Podobne je pravdepodobnost, Ze vytiahne skor sivého kralika ako ¢ierneho, rovna %. AKka je
pravdepodobnost, Ze vytiahne skor bieleho kralika ako ¢ierneho?

Vysledok. 19—0

Riesenie. Pravdepodobnost, Ze kuzelnik vytiahne skor bieleho kralika ako sivého, je rovna %, takze v klobtuku je trikrat
viac bielych kralikov ako sivych. Podobne je v klobuku trikrat viac sivych kralikov ako ¢iernych. Z toho plynie, ze

bielych kralikov je deviitkrat viac ako ¢iernych, a hladand pravdepodobnost je tak rovna 1%.

Uloha 28J / 18S. Pre prirodzené ¢isla a, b plati 49a + 99b = 2013. Uréte hodnotu stétu a + b.
Vysledok. 37

Riesenie. Pripo¢itanim a + b k obidvom stranam rovnosti dostavame 50(a + 2b) = 2013 + (a +b). KedZe je lava strana
rovnosti delitelnd patfdesiatimi, musi byt aj prava, takze a + b je tvaru 50k — 13, k € N. Keby v8ak bolo a + b > 87,
mali by sme 49a 4 99b > 49a 4 49b > 49 - 87 > 2013, ¢o nie je mozné. Preto a + b = 37.

Uloha 29J /19S. V rohoch $tvorca PQRS o strane dlzky 6 cm st umiestnené $tyri mensie $tvorce o stranach dlzky
2 cm. Oznaéme ich vrcholy W, X, Y, Z ako na obrazku. Stvorec ABCD je zostrojeny tak, ze body W, X, Y, Z lezia
vo vnutri jeho strdn AB, BC, CD, DA. Uréte najvicsiu mozni vzdialenost bodov P a D.
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Vysledok. 6

Riesenie. Bod D sa nachadza na Thalesovej kruznici nad priemerom ZY, jej stred ozna¢me O. Tato kruznica ma
polomer 1 a z Pythagorovej vety spocitame |PO| = /32 + 42 = 5, teda z trojuholnikovej nerovnosti |[PD| < |PO| +
|OD| = 6. Rovnost nastava, pokial body P, O, D lezia na priamke, tito vzdialenost teda mozno ziskat.
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Uloha 30J / 20S. V dvadsiatich krabiciach je spolu 129 jablk. Pritom v niekolkych krabiciach je presne po $tyroch
jablkach a v ostatnych po z jablkach. Najdite vsetky mozné hodnoty =x.

Vysledok. 11, 53

Riesenie. Ozna¢me K pocet krabic, ktoré obsahuju x jablk (K < 20). Ostatnych 20 — K krabic potom obsahuje po
Styroch jablkdch a my mozeme pisaft

K-z+4 (20— K)-4=129, teda K(z—4)=49.

Kedze K < 20, v tivahu pripadaji len moznosti K = 1, K = 7 odpovedajuce po rade vysledkom x = 53, = 11.

Uloha 31J / 21S. Kladné reélne &isla a, b spliiaji a > b a sti¢asne

a® + b?
ab

= 2013.

atbo

Comu sa rovna hodnota vyrazu P

y 2015
Visledok. \/ 5077

Riesenie. Podmienku zo zadania si prepiseme na a? + b?> = 2013ab. Jej pouzitim dostdvame nasledujice vztahy:

(a+ b)? = a® + 2ab + b* = 2015ab,
(a —b)* = a*® — 2ab + b* = 2011ab.

KedZe je hladany vyraz kladny, mozeme jeho hodnotu spocitat pomocou vyssie uvedenych rovnosti ako
at+b  [(a+b)? \/2015ab B \/2015
a—b \[(a—0b)2 V20llab V 2011

Uloha 32J / 22S. Kolkymi spésobmi mozno do réznych poli¢ok heptomina na obrazku vyplnit éisla 1 az 7 (kazdé
musime pouzit prave raz), aby bol sticet ¢isel v spodnom riadku rovnaky ako stéet ¢isel v Iavom stipci?

Vysledok. 144 =3 -2 - 4!

Riesenie. Oznacme si hodnoty v jednotlivych polickach ako na obrazku.

A

B

¢ | D | E| F | d

Zo zadania vieme, ze A+ B+C+D+E+F+G=1+2+3+4+5+6+7=28aA+B=D+E+F+G = 3(28-C).
Preto C je parne cislo.

Pokial C' = 2, potom A + B = 13 = 6 + 7, teda mame dve moznosti, ako doplnif policka v lavom stipci. Pre
kazdtl z tychto moznosti moéZeme zvolit jedno zo 4! usporiadani zvysnych ¢isel v spodnom riadku. Pre C' = 4 je
A+ B = 12 = 547 (646 nevyhovuje, lebo vSetky ¢isla maji byt navzdjom rozne) a pre C' = 6 mame A+B = 11 = 4+7
(5 + 6 nevyhovuje, lebo uz C' = 6), ¢o ndm v oboch pripadoch déva opif 2 - 4! moznosti doplnenia tabulky. Celkom
dostavame 3 - 2 - 4! = 144 moZnost??.



Uloha 33J / 23S. Dlzky stran ostrouhlého trojuholnika ABC' spliiaju |AB| = 4r, |BC| = 4n + 3, |CA| = 47 + 6.
Ozna¢me D pétu vysky z vrcholu A. Uréte |CD| — |BD|.

Vysledok. 12
Riesenie. Pythagorova veta pre pravouhlé trojuholniky ADC a ADB dava |CD|?> = |AC|?> — |AD|? a |BD|* =
|AB|*> — |AD|?. Od¢itanim tychto vztahov dostaneme
|CD|* — |BD|? = |AC|? — |AB|* = (47 + 6)? — (47)* = 487 + 36.
Kedze bod D lezi vo vnutri strany BC, méame sucasne

|CD? = |BDJ? = (ICD| - |BD|) - (|CD| + |BD|) = (|CD| - |BD|) - (47 +3),

takze |CD| — |BD| = 12.

Uloha 34J / 24S. Elektricky majt cely deii v obidvoch smeroch trasy rovnaké intervaly. Chodec, ktory siel pozdlz
drahy elektricky, pozoroval, ze ho kazdych 12 miniat jedna elektricka predbehne a zaroven kazdé 4 mintty ho minie
elektricka v protismere. Aky interval maju elektricky?

Vysledok. 6 minuat

Riesenie. Oznacime rychlost elektricky e, rychlost chodca ¢ a vzdialenost medzi elektrickami d. Zadanie dava

d
e—c=
12 min’
ete= 4min’

Spocitanim rovnic a vydelenim dvoma dostavame

1 1 n 1 d d
e=—| — .d= .
2 \12min 4min 6 min

takze elektricka prejde vzdialenost d za 6 minut, ¢o odpovedd intervalu elektricky.

Uloha 35J / 25S. Kolko nedegenerovanych trojuholnikov moze byt vytvorenych spojenim niektorych troch bodov
na obrazku?

Poznamka: Body st zarovnané do naznacenej mriezky.
p _
Vysledok. 148 = (3) - 17
Riesenie. Pocet sposobov, ako vybraf niektoré tri body z dotyénych jedendstich, je rovny

11 11-10-9
() = -

Ostéva spocitat, kolko trojic bodov lezi na priamke, a toto ¢islo odpoéitat. Vodorovnych trojic je celkom 4 +1+4 =9,
Sikmych trojic potom 3 + 3 + 1+ 1 = 8, takze celkovy pocet trojuholnikov je 165 — 17 = 148.



Uloha 36J / 26S. Mirek dostal bonboniéru s tridsiatimi bonbénmi usporiadanymi v troch riadkoch po desat. Aby si
ju nélezite vychutnal, je bonbény po jednom, a to tak, aby sa pocty ostavajicich bonbénov v kazdych dvoch riadkoch
v kazdom okamihu lisili najviac o jedna. Kolkymi spdsobmi méZe bonboniéru zjest?

Visledok. 60 - (10!)3

Riesenie. Poradie, v akom Mirek bonbdény zje, mdzeme jednoznacne zadat nasledovne: pre kazdy riadok uréime,
v akom poradi budd bonbény v tomto riadku zjedené; stiic¢asne uréime, v akom poradi bude Mirek volif riadky.

V kazdom riadku mézeme bonbény usporiadat 10! spésobmi, vo vSetkych troch riadkoch dohromady teda (10!)3
sposobmi.

Pre uréenie po¢tu moznych poradi riadkov si uvedomme, Ze kedykolvek je v kazdom riadku rovnaky pocet bonbénov,
potom si Mirek moze zvolit Tubovolny z nich. Pri dalsom vybere si musi zvolit jeden zo zostavajicich dvoch (pri volbe
toho istého by v tomto uz boli o dva bonbdny menej) a v naslednom trefom vybere musi nutne zvolit ten posledny
nevybrany. Po troch zjedenych bonbdénoch teda bude vo vsetkych riadkoch opét rovnaky pocdet bonbdénov. Staéi preto
desatkrat zvolit poradie troch riadkov, ¢o je mozné (3!)!? = 6'° sposobmi.

Moznjch sposobov zjedenia bonboniéry je 610 - (10!)3.

Uloha 37J / 27S. Povieme, ze Sestciferné prirodzené ¢islo je dvojité, pokial sa jeho prvé tri cifry (v tomto poradi)
zhodujt s jeho dalsimi tromi ciframi (teda napriklad ¢islo 227227 je dvojité, zatial ¢o ¢islo 135153 dvojité nie je).
Kolko dvojitych ¢isel je bezo zvysku delitelnych éislom 20137

Poznimka: Prirodzené éislo nemoéze za¢inat nulou.
Vysledok. 5

Riesenie. Kazdé dvojité Sestciferné prirodzené ¢islo mozeme zapisat ako 1001 - k, kde k je trojciferné prirodzené ¢islo,
a naopak z kazdého trojciferného prirodzeného disla takto dostaneme Sestciferné dvojité. Pretoze je 2013 =3 - 11 - 61
a z tychto troch prvodisel je 1001 delitelné iba jedendstimi, dostdvame, Ze dvojité Sestciferné ¢islo je ndsobkom 2013
prave vtedy, ked jemu prislusné trojciferné ¢islo je nasobkom 3 - 61 = 183. Trojcifernych ¢isel delitelnych 183 je prave
pit, a tolko je teda i Sesfcifernych dvojitych nasobkov 2013.

Uloha 38J /28S. Na kazdé policko hracieho planu 4 x 4 ndhodne nakreslime sipku doprava alebo dole a na lavé
horné policko postavime robota. Robot sa vzdy postva na susedné poli¢ko v smere §ipky. Aké je pravdepodobnost, ze
robot opusti hraci plan krokom z pravého dolného policka?

y 5 _ ()
Vysledok. 5 = ¢

Riesenie. Spocditajme, kolkymi roznymi cestami sa robot moéze do pravého dolného policka dostat a aké je pravde-
podobnost priechodu jednej takej cesty. Kazda cesta sa skladéd z troch krokov dole a troch krokov doprava, ¢o dava

celkom (g) moznych ciest. Pravdepodobnost, Ze sa robot bude cesty drzat, je v oboch pripadoch 27 — kazdy zo Siestich

krokov musi byt ten spravny. Celkova pravdepodobnost je teda 276 - (g)

Uloha 39J / 29S. Vyjadrite

212121210
112121211

v zékladnom tvare (tj. ako zlomok %, kde a, b st nestidelitelné prirodzené cisla).
Vijsledok. 2

RieSenie. Vsimnime si (pomocou ciferného stétu), ze zadany citatel aj menovatel st delitelni troma, a naslednym
vydelenim zistime, ze 212121210 = 3 - 70707070 a 112121211 = 3 - 37373737. Teraz si stac¢i uvedomit, ze 70707070 =
70 - 1010101 a 37373737 = 37 - 1010101, teda hladang zlomok je 2.

Uloha 40J / 30S. Je dany obdlznik ABCD s dlzkami stran |AB| = 30, | BC| = 20. Pre kolko bodov X na jeho strane
AB plati, Ze trojuholnik C DX ma celociselny obvod?

Vysledok. 13

Riesenie. Staéi zistif, kedy je celym ¢&islom |DX| + | X C|. Zobrazme zadany obdlznik ABCD podla AB na ABC'D’.
Potom je |[DX|+ |XC| = |DX| + |XC’|. Prav4 strana je zrejme najmensia vtedy, ked je X stredom AB, a najvicsia
vtedy, ak X splyva s jednym z bodov A, B.



N 20

Al X N B
A \
N 20
\
\
\
D/ C/

7 Pythagorovej vety spocitame |DC’| = /302 + 402 = 50 a |AC’| = v/30% + 202 = /1300, z ¢oho plynie 36 < |AC’| <
37. Ak sa bod X pohybuje po usecke AB od bodu A smerom k B, klesa najprv hodnota |[DX| + |XC| z ¢éisla tesne
prevysujuceho 20 + 36 = 56 (X = A) az k 50 (X je stred AB) a néasledne stiipa k ¢islu tesne prevySujicemu 56
(X = B). Celo¢iselnt hodnotu ma teda pre 6 + 1 + 6 = 13 poloh bodu X.

Uloha 41J / 31S. V akom poradi je potrebné usporiadat riadky 71, ...,71; vyobrazenej tabulky, aby vznikla tabulka
symetricka podla vyznadenej uhlopriecky? Sta¢i najst jedno riesenie.

"1 0011000100
2101001100010
3100100110001
2110010011000
101001001100
/00100100110
Tmi00010010011
"T110001001001
9111000100100
"0/0 1100010010
"T1/0 0110001001
Vysledok. Odzadu s pripadnou cyklickou zdmenou, teda ri1,719,79,...,71 alebo rig,79,...,71,711 atd. az ri,r1,

T105---,T2
Riesenie. Vsimnime si, ze tabulka je symetrickd podla opac¢nej uhlopriecky. K tomu, aby bola symetrickd podla
vyznacenej uhlopriecky, ju staci preklopit podla vodorovnej osi.

Poznamka: Pre tuto tabulku iné rieSenie nez uvedenych 11 neexistuje.

Uloha 427 / 32S. Pre kazdé prirodzené ¢islo n polozme

vnd3+n2—n—1.

Najdite najmensie prirodzené ¢islo k > 2 také, ze as - a3 - - - ap > 4.
Vysledok. 254

Riesenie. Ozna¢me A,, = a a ekvivalentne skiimajme, pre ktoré najmensie prirodzené ¢islo k > 2 je Ay - Az -+ Ay, >
43 = 64. Plati

S|

Ap =

nd+n? —-n—-1_ (n+1)-(n+1)-(n—1)
n3 B n-n-n

Ay =

takze

Ay Ay Ay =

3-3:1 442 (k+1)-(k+1)-(k—1) 1-(k+1)-(k+1) (k+1)?
2.2.2 3.3.3°° k- k-k - 2 '

Teraz uz ostéva len vyriesit v prirodzenych ¢islach nerovnicu
(k+1)? > 256k,

ktora je po roznéasobeni lavej strany a vydeleni kladnym k ekvivalentnd s k + % > 254. Riesenim je ¢islo 254.
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Uloha 43J / 33S. Kata pripravila pizzu, rozkrajala ju na n rovnakych dielikov a potom na ne pripichla listky s ¢islami
1,2,...,n (kazdé ¢islo pouzila prave raz) tak, ze medzi dielikmi so za sebou iducimi ¢islami bol vzdy rovnaky pocet
inych dielikov. Potom prisiel Lukas a skoro cela pizzu zjedol — ostali len tri susedné dieliky s ¢islami 11, 4 a 17 (v tomto
poradi). Kolko dielikov mala pizza povodne?

Vysledok. 20
Riesenie. Nech medzi dielikmi so za sebou iducimi ¢islami je prave k — 1 inych dielikov, teda ,,skokom* o k dielikov sa

dostaneme z dieliku 1 na dielik 2, z dieliku 2 na dielik 3 atd. Tieto skoky musia byt vSetky v rovnakom smere, pretoze
prvym skokom v opac¢nom smere by sme sa dostali na predchédzajuci dielik s nizsim ¢islom. Z dieliku n potom nutne

.....

Pretoze skdkanim o k prejdeme postupne vSetky dieliky pizze, existuje také s, ze ak sko¢ime o k presne s-krat,
skonc¢ime na susednom dieliku. Plati teda

11-4=s-k=4-17 (mod n),

odkial dostdvame, ze 7 — (—13) = 20 musi byt delitelné n. Pretoze v8ak existuje dielik s ¢islom 17, musi byt n > 17,
teda n = 20.

Uloha 44J / 34S. V jednej poslucharni na Matfyze st miesta na sedenie usporiadané do obdlznikovej mriezky. Pocas
jednej prednasky z analjzy sedelo v kazdom rade presne 11 chlapcov, v kazdom stipci sedeli presne 3 dievéata a este
celkovo dve miesta zostali volné. Kolko najmenej miest moze byt v poslucharni?

Vysledok. 144

Riesenie. Ozna¢me 7 a s pocet radov a stlpcov v poslucharni. Zo zadania plynie rs = 11r + 3s + 2, ¢o upravime na
(r—3)(s—11) = 35.

Bud st teda zatvorky v nejakom poradi rovné 5 a 7 alebo 1 a 35. VyskuSanim Styroch moznosti zistime, Ze najmensia
hodnota sucinu rs odpoveda pripadu r —3 =5, s — 11 = 7 a je rovna rs = 8 - 18 = 144. Do takejto poslucharne mozno
Studentov naoza]j rozmiestnit — napriklad ako na obrazku.

Uloha 45J /35S. Kruznica k s polomerom 3 a kruznica [ s polomerom 4 majt vnitorny dotyk v bode 7. Aky
najviacsi obsah moze mat trojuholnik T'K L, ktorého vrcholy K, L lezia po rade na kruzniciach k, {7

Vysledok. 9v/3 = 2773
Riesenie. Symbolom [XY Z] budeme oznacovat obsah trojuholnika XY Z.

Ozna¢me M prieseénik tsecky T'L s kruznicou k rozny od T. KedZe T je stredom rovnolahlosti s koeficientom %
zobrazujtcim kruznicu k na kruznicu I, je bod L obrazom bodu M, a teda |TL| = 4|TM| a [TKL] = 4[TKM|]
(trojuholniky zdielaji vysku z vrcholu K). Sta¢i preto maximalizovat obsah trojuholnika T'K M vpisaného do kruznice
k s polomerom 3. Zo vSetkych takychto trojuholnikov méa najvacsi obsah ten rovnostranny, a to

1 2
3- (2-3-3sin120°) = 7T\/§
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Obsah prislusného trojuholnika T'K L potom vyjde

[SUN N

273
.T\fzg\/j

Uloha 46J /36S. Lukas a Viktor hraju hru. Na za¢iatku maji mnozinu {0, 1,...,1024} a striedaji sa v tahoch.
Najskor Lukas odoberie Tubovolnych jej 2° prvkov, potom odoberie Viktor Iubovolngch 28 prvkov, potom Lukas 27
prvkov a tak dalej az nakoniec odoberie Viktor jeden prvok, takze v mnozine presne dve ¢isla ostant. Tym hra konéi
a Lukas zaplati Viktorovi absolttnu hodnotu rozdielu tychto ¢isel v eurdch. Kolko eur Viktor vyhra, pokial obidvaja
hraci hraju najlep??ie ako mozu?

Vysledok. 32

Riesenie. Viktor moze v kazdom svojom tahu zdvojndsobit najmensiu vzdialenost medzi dvomi ¢islami v mnoZine
tym, Ze z nich odoberie kazdy druhy prvok. Takto si zaisti vyhru aspon 2° = 32 eur. Naopak Lukis méze kazdym
svojim tahom znizif rozdiel najvéicSieho a najmensieho ¢isla o polovicu tym, Ze odoberie spodnt alebo hornii ¢ast
mnoziny, a teda vie zaistit, Ze Viktor vyhra najviac 1024/2% = 32 eur. Pri optimélnej hre obidvoch hracov tak Viktor
vyhra 32 eur.

Uloha 47J / 37S. Na Matfyze vyhodili z analyzy niekolko §tudentov. Vietci tito studenti presttpili na VSN (vysoki
gkolu nemenovant). To malo nasledujice dosledky:

1. Pocet studentov na Matfyze sa znizil o Sestinu.
2. Pocet studentov na VSN sa zvysil o tretinu.
3. Na obidvoch gkolach vzrastlo priemerné IQ o 2%.

Kolkokrat je teraz priemerné IQ na Matfyze vyssie ako na VSN?
Vysledok. g = 1,2-krat

Riesenie. Oznacme 100m pdvodné priemerné IQ studentov Matfyzu a 100v pévodné priemerné IQ studentov VSN.
Nakoniec ozna¢me p priemerné IQ studentov, ktori prestupili.

KedZe sa priemerné IQ na Matfyze zvysilo o 2%, je priemerné IQ zvySnych matfyzédkov 102m. Z pomeru 5 : 1
zvy$nych matfyzédkov k vyhodenym a z nového priemeru 100m dostdvame rovnost 100m = % -102m + ép, ktora
upravime na p = 90m.

Obdobne na VSN bolo pévodné priemerné IQ 100v, po spriemerovani s novymi studentami 102v, teda z pomeru
3 : 1 pévodnych studentov k novym mame p = 108v.

Celkovo mame

102m 108 6
=1 ted =—=-.
90m 08v, teda 1020 90 5

Uloha 48J / 38S. Do kruznice k s polomerom 1 je vpisany pravidelny strnastuholnik A; A, ... A4. Aké je plocha tej
Casti kruhu ohrani¢eného kruznicou k, ktord lezi vo vnutri ostrého uhla A1 A4 A147

Vysledok. T3

Riesenie. Zamerajme sa okrem bodov Ay, Ay a Ay4 eSte na bod Aq;.

Kedze 11 = 4 + 7, je tsecka A4A;1 priemerom kruznice k. Stcasne je 4 — 1 = 3 = 14 — 11, takze A1 A4A11 414
je rovnoramenny lichobeznik a jeho zékladne A4A1, a Ay Aq4 st rovnobezné. Obsah trojuholnika Ay A4Aq4 je preto
rovnaky ako obsah trojuholnika A1OA;4, kde O je stred kruznice k. Hladany obsah je tak rovny obsahu kruhového
vyseku A10A1,, teda jednej Strnastine obsahu celého kruhu.
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Uloha 49J /39S. Olin s Martinou uvideli 24-prvkovii mnozinu {1,2,...,24}. Olin si vypisal vietky jej dvana-
stprvkové podmnoziny, ktoré maju parny stcet prvkov, zato Martina si vypisala vSetky dvanéstprvkové podmnoziny
s neparnym stuc¢tom prvkov. Kto si vypisal viac mnozin a o kolko?

Vijsledok. Olin o (7)) = 924

Riesenie. Uvazujme Tubovolni dvandstprvkovi podmnozinu M a predpokladajme, Ze existuje prirodzené ¢islo i také,
7e M obsahuje prave jedno z ¢isel 2i — 1, 2i. Vezmeme najmensie také i a zostrojme dvandstprvkovi mnozinu f(M),
ktora bude obsahovat rovnaké prvky ako M aZ na to, Ze z dvojice 2i — 1, 2i bude obsahovat ten druhy prvok.

Lahko si rozmyslime, ze ked f prevedieme na jednu mnozinu dvakrat po sebe, ziskame opét povodni mnozinu, a
dalej, ze ak prevedieme f na niektort Olinovu podmnozinu, ziskame Martininu podmnozinu a obratene. Funkcia f je
teda bijekciou medzi Olinovymi a Martiningmi podmnozinami, samozrejme iba tymi, pre ktoré existuje ¢ z predcha-
dzajuceho odseku. Ostéva si rozmysliet, ako vyzeraju ,zvy$né* mnoziny, pre ktoré také ¢ nie je mozné najst.

V takychto podmnoZindch musi byt prave Sest neparnych cisel a Sest parnych disel, ktoré st néaslednikmi tych
neparnych. Stucet ¢isel v takychto podmnozinach je tak vzdy parny a ich pocet je (162).

Uloha 50J / 40S. Viktor si mysli tri navzajom rézne prirodzené ¢isla a, b, c také, Ze stiéet niektorych dvoch z nich
je 800. Ked si na papier napisal ¢isla a, b, c,a+b—c,a+c—b, b+c—a aa+ b+ c, zistil, Ze to st vSetko prvocisla.
Urcte rozdiel najvicsieho a najmensieho ¢isla na Viktorovom papieri.

Vysledok. 1594

Riesenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze b + ¢ = 800. Aspon jedno z ¢isel a, b + ¢ — a = 800 — a,
a+ b+ c = 800 + a je delitelné tromi, takze aby bolo stcasne prvocislom, musi sa trom priamo rovnaf. Kedze
800 + a > 800, ponukaji sa dve moznosti: a = 3 alebo 800 — a = 3.

Pokial a = 3, mame z Viktorovych prvocisel 3+ (b—c¢) > 2 a stcasne 3 — (b—c) > 2, teda |b—¢| < 1, ¢o vzhladom
k b+ ¢ = 800 nepripadé do uvahy.

Vieme teda, ze 800 — a = 3, ¢ize a = 797. Najvicsie z Viktorovych ¢isel je a + b+ ¢ = 797 4+ 800 = 1597. Vzhladom
k predpokladu b + ¢ = 800 nemdze byt ziadne z Viktorovych prvocisel parne, a preto je najmensie ¢islo 800 — a = 3.
Rozdiel tak je 1597 — 3 = 1594.

Este poznamenajme, ze ¢isla vyhovujuce zadaniu skutoc¢ne existuju — napriklad a = 797, b = 223, ¢ = 577.

Uloha 51J / 41S. Al¢a na dve ndhodné miesta metrovej tycky nakreslila bodky. Potom prisiel Pepa a ty¢ku ndhodne
rozlamal na 2013 casti. Ak4 je pravdepodobnost, Ze obe bodky su teraz na tej istej casti?

Vysledok. ﬁ

Riesenie. Predstavme si tycku v celku. Al¢a na nu ndhodne naniesla dve bodky, ale Pepa na nu ndhodne naniesol 2012
zlomov. Celkom je tak na tycke 2014 znaciek, z toho dve ndhodné znacky st bodky. Celkovy pocet moznosti, ktoré
znacky mozu byt bodky, je (2014) = 1007 - 2013. Bodky st na jednom dieliku presne vtedy, ked ide o susedné znacky,

2
na ¢o mame 2013 moznosti. Vysledna pravdepodobnost je

2013 1
1007 - 2013 1007°

Uloha 52J / 42S. Kolko desatcifernych prirodzenych &isel obsahujicich kazdu z cifier 0,1, . . ., 9 prave raz je nasobkom
Gisla 111117

Poznédmka: Prirodzené ¢islo nemoze zac¢inat nulou.
Visledok. 3456 = 25 - 5! — 24 . 4!
Riesenie. Pretoze 0+ 1+ ---+9 = 9.5, musia byt skimané ¢isla delitelné deviatimi, teda dokonca ¢islom 99999.
Ozna¢me A, resp. B, ¢islo zloZené z prvej, resp. druhej, pitice cifier skimaného ¢isla. Potom méame

99999 | 100000A + B, préave ked 99999 | A + B.
Pretoze st A, B pifciferné prirodzené ¢isla mensie ako 99999, je
0<A+B<2-99999, teda A+ B =99999, alebo B = 99999 — A.

7 toho dostdvame nutni a postacujicu podmienku na A, B pre delitelnost prislusného desatciferného ¢isla éislom
99999: Pre i = 1,...,5 je i-ta cifra ¢isla B doplnkom do deviatky i-tej cifry ¢isla A. Pontkané cifry preto sparujeme
do piatich dvojic
(0,9),(1,8),(2,7),(3,6), (4,5).

Vieme, zZe tieto dvojice musime pouzit v istom poradi (5! moznosti), a sucasne si pri kazdej dvojici mézeme vybrat,
ktoré ¢islo z dvojice ddme do A a ktoré do B (2° moznosti). Musime vSak odéitaf moznosti obsahujtice nulu na
zaGiatku A, pre ktoré nedostaneme desatciferné ¢islo — to je 4! moznosti ako usporiadaf ostatné dvojice, a 2* moznosti
ako rozdelif ich ¢isla medzi A a B. Celkovy pocet Gisel splhajtcich zadanie je teda 5!-2° — 4! . 24,
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Uloha 53J / 43S. Polyném P(xz) stupiia 2013 s realnymi koeficientmi spliia pre n = 0, 1,...,2013 vztah P(n) = 3.
Urcte P(2014).
Vysledok. 32014 — 22014

RiesSenie. Definujme polyném Q(z) = iozlg’ (Z) 2F. Ten mé4 stupeii 2013 a tiez pre Tubovoné = € {0, ...,2013} splia
podla binomickej vety
2013 T
Qx) = (k)2’“ =y <k> 9k = (1+2)* = P(x).
k=0 k=0

Polyném P(z) — Q(x) je stupiia 2013 a mé 2014 koretniov, teda je nulovy. Teda P(x) = Q(x). Ostava spocitat

2013 2014
2014 2014 2014
2014) = 2/(7 _ 2k o 22014 = (1 2 2014 22014 _ 32014 _ 22014.
Q(2014) kZ_O< k ) kz_o( k ) (2014) (1+2)

Uloha 54J / 44S. Vo vniitri rovnoramenného trojuholnika ABC' spliiajiiceho |AB| = |AC| a |[<BAC| = 99,4° je
dany bod D tak, ze |AD| = |DB| a |[<BAD| = 19,7°. Ur¢te |<BDC!.

Vysledok. 149,1°

RieSenie. Ozna¢me E obraz bodu B v osovej stmernosti podla AD.

Potom |AFE| = |AB| = |AC| a |<EAC| = |<BAC| — 2 - |[<BAD| = 60°, takze trojuholnik AEC' je rovnostranny a
|CE| = |CA|. Vdaka osovej stmernosti vSak tiez |DE| = |DB| = |DA|, takze CD je os usecky AF a |[<ACD| =
1|<<ACE| = 30°. Teraz uz z nekonvexného $tvoruholnika ABDC Tahko dopocitame

|<BDC| = |<DBA| + |<BAC| + |[<ACD| = 19,7° + 99,4° + 30° = 149,1°.

Uloha 55J / 45S. Néajdite najviicsie prirodzené ¢islo nekonéiace nulou také, Ze skrtnutim niektorej jeho ,,vniitornej*
cifry ziskame jeho delitela.
Pozndmka: ,Vnutornou“ cifrou rozumieme kazdu cifru okrem prvej a posledne;j.

Vysledok. 180625

RieSenie. Ozna¢me hladané ¢islo X. Najskor si rozmyslime, ze Skrtat musime jeho druhu cifru.

Pre spor predpokladajme, Ze prvé dve cifry neboli skrtnuté. Skrtnutim sme dostali z n-ciferného ¢isla X ¢islo
(n — 1)-ciferné (nazvime ho X’). Potom 10 - X’ je opét n-ciferné ¢islo, ktoré sa s X zhoduje v prvych dvoch cifrach,
ale pritom sa mu nerovnd, pretoze povodné ¢islo nekonéilo nulou. To je ale spor, lebo dva nasobky (n — 1)-ciferného
¢isla sa nemézu lisit o (n — 2)-ciferné éislo.

Cislo X si teraz zapiseme v tvare X = a - 10" +b- 10" + ¢, kde a a b st cifry (a # 0) a ¢ < 10" ¢islo nekonéiace
na nulu. Skrtnutim druhej cifry vznikne éslo X’ = a - 10" + ¢. Pre vhodné k € N tak musi platit

a-10"" 4 510" +c=k-(a-10" +¢).

dalej rovnost do tvaru

10"(10a+b— k- a) = (k — 1)c.
KedZe Tava strana je delitelna 2" i 5", musi byt obidvoma deliteln4 i prava strana. Cislo ¢ samozrejme nekonéi na nulu,
takze ¢initel k — 1 musi byt delitelny aspon jednym z prvodcisel 2, 5 v jeho plnej mocnine. Kedze k < 20, usudzujeme,
ze n < 4 (lebo 2% > 20, a dokonca 52 > 20), a teda X je najviac Sestciferné. Naopak pre n = 4 musi byt uz nutne
k —1 =16, ¢o po dosadeni dava

5%(b—Ta) = c.

Aby vysla prava strana nezdporna, musi byt @ = 1 (a a b su cifry). Pre b mame moznosti b = 8, b = 9, z ktorych
druhti zavrhujeme, lebo ¢ by konéilo na nulu. Pre b = 8 dopoéitame ¢ = 5* = 625, spitne dosadime a overime, ze ¢islo
X =1-10° 4+ 8-10* 4 625 = 180625 tlohu skutocéne riesi.
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Uloha 56J / 46S. Pre navzijom rozne realne ¢isla a, b, ¢ plati
a=({b-2c, b=(c—2)a, c=(a—2)D

Comu je rovny suéin abc?
Vysledok. 3

Riesenie. Pokial je jedno z ¢isel a, b, ¢ nulové, potom st nulové vSetky, ¢o je v spore s tym, ze st navzdjom rozne.
Podobne zistime, ze ¢isla a, b, ¢ st rdzne od troch.

Dosadme treti vztah do prvych dvoch a druhy vztah b = (ab—2b—2)a upravme na b(a? —2a—1) = 2a. Ked%e prava
strana je nenulové, je nenulova i fava — moZzeme teda delif virazom a? — 2a — 1 a tym ziskat vyjadrenie b pomocou a.
To dosadime do prvého vztahu. Po prave dostaneme

a(a —3)(a® —3a* — 9a — 3) =0,

takze a je koreiom polynému P(z) = x3+32% —92—3. Analogicky odvodime, Ze i b a c st korene tohto polynému. Kedze
su €isla a, b, ¢ navzéjom rozne, znamena to, ze P(x) = (v — a)(xz — b)(z — ¢). Porovnanim koeficientov u absolitneho
¢lena ziskavame hladané abc = 3.

Uloha 57J / 47S. V roznostrannom trojuholniku ABC ma jedna vyska rovnakt dlzku ako jedna faznica a ina vyika
ma rovnaki dlzku ako iné faznica. V akom pomere st dlzka tretej vysky a dizka tretej faznice?

Vysledok. %

Riesenie. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, ze a > b > c¢. Potom pre dlzky prislusnych vysok a taznic
plati v, < vy < v. a ty, < t < t.. Sucasne v, < tg, vp < tp a v. < t., takze musi byt v, = t, a v. = 1.
Ozna¢me M stred strany BC a M, pitu kolmice z bodu M na stranu AC. V pravouhlom trojuholniku AM M,
plati |[MMo| = v, = t, = 1|AM|, takze |[<MAC| = 30°. Ak ozna¢ime N stred strany AC, ziskame podobne
|[<NBA| = 30°.
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Ozna¢me G fazisko trojuholnika ABC' a uvaZujme rovnostranny trojuholnik A; BCy, ktory ma BN za taZnicu.
Bod A; spliia |[<NBA;| = 30° i |[<GA;N| = 30°, ale pritom sa li§i od bodu A (trojuholnik ABC musi byt zo zadania
roznostranny). ,Pravy“ bod A je preto druhym priese¢nikom polpriamky BA; a kruznicového oblika GA; N, teda
stredom tsecky BA;. Z toho plynie |<BAC| = 120° a |AC| : |AB| = 2.

V trojuholniku s uhlom a = 120° a dlzkami stran |AB| = 1, | AC| = 2 uz lahko z kosinusovej vety dopo¢itame dlzku
strany a = V12 + 1- 2 + 22 = /7 a dlzku faznice t. = \/1/4+ 1+ 4 = $1/21, dalej obsah S = 1-1-2-5in120° = 1/3
a nakoniec dizku visky v, = 25/a = 3/v/21. Celkovo tak dostavame
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