Uloha 1J. Zlat4 cihli¢ka je kvadr o rozmérech 2 x 3 x 4. Cihli¢ka byla roztavena
a ze vseho ziskaného zlata byly zhotoveny tti stejné krychle. Zjistéte délku hrany
kazdé z nich.

Visledek. 2

Resend. JelikoZ se celkovy objem zlata nezménil, kazda ze t¥i novych krychli
mé oproti cihlicce tretinovy objem. Objem kvadru je soucin délek jeho stran,

takze objem kazdé ze tti novych krychli je % = 8. Hrana krychle o objemu
8 je V8 =2.

Uloha 2J. Novoroénich oslav v restauraci U Vybitého zésobniku se zt¢astnilo
43 lidi. Na baru se podaval dzus, pivo a Sampanské. Pivo pilo 25 lidi a Sampanské
pilo 19 lidi, pficemz pivo a Sampanské dohromady pilo 12 lidi. Vsichni ostatni
ten vecer Tidili, takze pili jen dzus. Kolik lidi pilo pouze dzus?

Visledek. 11

Resend. Lidi, kteti pili néjaky alkoholicky napoj, bylo 25+ 19 — 12 = 32 (secetli
jsme pocet lidi, kteri pili pivo, a pocet lidi, kteri pili Sampanské, a odecetli jsme
ty, které jsme zapocitali v obou skupindch). Vime, Ze vSichni ostatni pili jen
dzus. Odpovéd je tedy 43 — 32 = 11.

Uloha 3J. Vypitim jednoho sélku ¢erného ¢aje ziskdme kofein na jednu hodinu.
Vypitim jednoho salku kavy ziskdme kofein na ¢tyri hodiny. V jakém poméru
je tfeba smichat cerny caj a kavu, abychom v jednom salku ziskali kofein na
dvé hodiny?

Visledek. 2 : 1

Reseni. Necht k > 0 je mnozstvi kofeinu na jednu hodinu. Potom v §alku ¢aje
je k kofeinu a v sdlku kdvy 4k kofeinu. Smichame-li x salku c¢aje a 1 — x salkua
kévy (celkovy objem je jeden Sdlek), bude pro mnozstvi kofeinu ve smési platit
z-k+(1—x)-4k = 2k. Tedy x 4+ 4 — 4z = 2, neboli z = 2. Vysledny pomér je
proto

Uloha 4J. Zrcadla v a h na obrazku jsou navzajem kolma a thel mezi zrcadly
h a s mé velikost 75°. Paprsek dopadl na v pod tthlem 50° a pokracoval odrazem
od h a nasledné od s. Pod jakym thlem poté dopadne znovu na v?

Pozndmka: Uhlem odrazu/dopadu zde rozumime odchylku dopadajiciho pa-
prsku od zrcadla. Paprsek se odrazi pod stejné velkym thlem, pod jakym do-
pada.
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Visledek. 80

Reseni. Dokreslime si drahu paprsku a dopoéitame thly ve vzniklych troji-
helnicich. Soucet thla v trojuhelniku je 180° a zrcadla v a h sviraji thel 90°.
Jelikoz se tedy paprsek odrazil od v pod dhlem 50°, dopadl na h pod thlem
180° —90° —50° = 40°. Podobné dostaneme, ze na s dopadl pod tthlem 65° a po-
druhé na v pod uhlem 80° (zde vyuzivame toho, ze soucet hlu v ¢tyrthelniku
je 360°).
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Uloha 5J. V zakézkami nabitém roce 2013 se v obchodé prodalo 235 kust
nabytku, pricemz v kazdém meésici to bylo bud 20, nebo 16, nebo 25 kusii.
V kolika mésicich se prodalo 20, v kolika 16 a v kolika 25 kust nabytku?

Vysledek. 4, 5, 3

Reseni. Oznaéme a, b, ¢ pocty mésicti, v nichz se prodalo postupné 16, 20 a
25 kust nabytku. Plati 16a + 200 4+ 25¢ = 235. Prava strana je délitelna péti a
vyraz 200+ 25¢ také, takze 16a, a tudiz i samotné a je délitelné péti. S ohledem
na a + b+ ¢ = 12 rozebereme tii moznosti.

e Je-lia=0, pak b =12 — c a po dosazeni 5¢ = —5, coz neni mozné.

o Je-lia=05,pak b=7—c a po dosazeni 80 + 5¢c = 95, tedy c =3 a b =4.

e Jelli a = 10, pak b = 2 — ¢ a po dosazeni 200 4+ 5¢ = 235, ¢ilic =7 a

b=2—17, coz neni mozné.



Uloha 6J. Dvé kruznice maji poloméry 5 a 26. Mens{ z nich prochézi stfedem
vétsi. Uvazme nejkratsi a nejdelsi tétivu vétsi kruznice, které se obé dotykaji
mensi kruznice. Jaky je rozdil jejich délek?

Visledek. 4

Reseni. Nejdelsi tétiva je zfejmé primér vétsi kruznice, tedy ma délku 52.
Nejkratsi tétiva je ta, kterd ma nejvetsi vzdalenost od stfedu vétsi kruznice.

Tato vzdalenost mize byt nejvyse 10. Z Pythagorovy véty pak spocteme délku
nejkratsi tétivy jako 2 -1/262 — 102 = 48. Hledany rozdil je roven 52 — 48 = 4.

Uloha 7J. Leo§ Mares se narodil v minulém stolet{. Vime, Ze v roce 1999
byl jeho vék roven souctu cifer v ¢isle roku jeho narozeni. Ve kterém roce se
narodil?

Visledek. 1976

Reseni. Ozna¢me Leostv vék v roce 1999 jako 102+, kde x, y jsou cifry. Jelikoz
se Leos narodil ve 20. stoleti, 1ze ciferny soucet roku jeho narozeni vyjadrit jako
1494+ (9—2)+(9—y). Odtud 28 = 11a + 2y. Protoze 0 < z,y < 9, je jedinym
feSenim dvojice x = 2, y = 3. Leos se tedy narodil v roce 1999 — 23 = 1976.

Uloha 8J. David si vyrobil tankovy pés jako na obrazku. Viechna kola kromé
vrchniho a spodniho se navzajem dotykaji. Jaka je délka pasu, vime-li, ze kola
maji polomér 1 a pas je kolem nich tésné natazen?



Visledek. 8 + 2

Resend. Tankovy pas miizeme rozdélit na rovné a zaoblené ¢asti. Zaoblené ¢asti
tvori dohromady kruznici o poloméru 1. Rovné ¢asti jsou vSechny stejné dlouhé
a délka kazdé z nich je rovna vzdalenosti stiedu sousedicich kol. Celkova délka
pasu je tedy 27w + 4 - 2.

Uloha 9J. Brouéci se na télocviku fadi podle poétu nohou. Kromé Pytlika
byl pocet nohou broucka uprostred roven aritmetickému prameéru poc¢tu nohou
vSech pritomnych broucki. Kolik nohou mél Pytlik? Najdéte vSechny moznosti.

Visledek. 2, 7, 17

Reseni. Oznaéme p hledany pocet Pytlikovych nohou a s poéet nohou broucka,
ktery stal uprostfed fady. Pak plati s = £(6 + 3 + 10 + 9 + p), takze p =
5s — 28. Vsimneme si, Ze s € {6,9,p}. Dosadime-li za s tyto hodnoty, ziskdme
vysledky 2, 7, 17, které odpovidaji postupné péticim (2,3, 6,9, 10), (3,6, 7,9, 10)
a (3,6,9,10,17).

Uloha 10J. Pro nenulové &slice A, B, C plati AA+BB+CC = ABC. Urcete
ABC.

Poznamka: Zapisem XY pro ¢islice X, Y rozumime ¢islo, jehoz desitkovy zapis
je XY.

Visledek. 198

Reseni. Porovnanim &islic na misté jednotek dostavame, ze A+ B = 10 (pokud
totiz A+ B = 0, pak A = B = 0, coZ nelze). Zaméfme se na pozici desitek.
Jelikoz doslo k prenosu, mame na levé strané rovnosti 1 + A + B + C. Jenze
B<1+A+ B+ C <20+ B, takze musi byt 1 + A+ B+ C = 10+ B. Proto
A+ C =9 a na pozici stovek se prenese jednicka, ¢ili A = 1. Lehce dopocteme,
ze ABC = 198.

Uloha 11J /1S. Vasnivy sbératel hudebnich néstroju Pepa byl v disledku
ekonomické krize nucen prodat tietinu své sbirky. Hned potom daroval Alce t¥i
flétny od Hieronyma Bosche. Pozdéji znovu prodal tfetinu z toho, co mu zbylo,
a vénoval Davidovi dvoje stradivarky a dvé gibsonky. Kdyz naposled prodal
tfetinu zbylych nastroju a tri daroval muzeu, zbylo mu v doméci galerii uz
jenom devét klaviri, se kterymi nemohl hnout. Kolik nastroji mél na zacatku?

Visledek. 54

Reseni. Na konci mél Pepa devét néstrojii, predtim 2(9 + 3) = 18, piedtim
3(18 +4) = 33 a na zacitku 2(33 + 3) = 54.



Uloha 12J / 2S. Najdéte nejmensi ptirozené ¢islo vétsi nez 2014, které se neda
zapsat jako soucet dvou palindromd.

Poznamka: Palindrom je ¢islo, jehoz desitkovy zapis se cte stejné odpredu jako
odzadu.

Visledek. 2019

Resent. Cisla 2015 az 2018 lze zapsat jako 2015 = 15514464, 2016 = 14414575,
2017 = 1331 4 686, 2018 = 1221 4 797. Tvrdime, ze ¢islo 2019 se pozadovanym
zpusobem zapsat neda.

Kdyby ano, musel by jeden ze s¢itancu byt ctyrciferny. Pokud by druhy
sCitanec mél sudy pocet cifer, pak by byl jejich soucet délitelny jedendacti, coz
pro 2019 neplati. Jednociferny scitanec zrejmé nestaci, a tedy musime scitat
palindromy tvaru 1AA1 a BCB, kde A, B, C jsou ¢islice. Porovnanim ¢islic na
pozici jednotek dostdvame B = 8. Porovname-li nyni ¢islice na pozici desitek,
zjistime, ze musi platit bud A + C = 1, nebo A + C = 11. V prvnim piipadé
je TAA1 + 8C8 < 2000, ve druhém bychom porovnanim &islic na pozici stovek
dostali A+ 841 = 10, coZ nelze s ohledem na A + C = 11. Cislo 2019 proto
pozadovanym zpusobem zapsat nemuzeme.

Uloha 13J/3S. Stépan dal LukaSovi hadanku. Vybral si &islici X a fekl:
»Myslim si trojciferné ¢islo délitelné jedenacti. Na pozici stovek ma ¢islici X
a na pozici desitek trojku. Tvym tkolem je zjistit ¢islici na pozici jednotek.”
Lukas se na chvilku a zamyslel a vykiikl: ,Ha, uz vim, jak na to!* Ale pak si
uvédomil, ze hddanka nema reseni — zadn4 Cislice na pozici jednotek nevyhovuje
popsanym vlastnostem Stépanova &isla. Jakou &islici Stépan za X vybral?

Visledek. 4

Reseni. Ozna¢me Y cifru na pozici jednotek. Cislo X3Y je délitelné jedenacti
pravé tehdy, kdyz je éislo (X +Y)—3 délitelné jedenécti. Hleddme proto takovou
¢islici X, aby pro zadné 0 <Y < 9 nebylo ¢islo X + Y — 3 délitelné jedenacti.
Témto pozadavkim vyhovuje jen X = 4.

Uloha 14J /4S. David si vymyslel &sla a < b < ¢ < d a spodital soudty
kazdych dvou z nich (celkem Sest souctt). Zjistil, Ze kazdy soucet je jiny a Ze
¢tyti nejmensi soucty jsou 1, 2, 3 a 4. Jakou hodnotu mize mit d? Najdéte
vSechny moznosti.

Visledek. 3,5; 4
Reseni. Nejmensi soucty jsou jisté a +ba a+c, takiea+b=1aa+c = 2.
Nejveétsi soucty jsou naopak jisté ¢ +d a b + d. Mame tedy dvé moznosti:

o Jelia+d=3,b+c=4,pak2a=(a+b)+(a+¢c)—(b+c)=1+2—4,
proto a = —0,5 a dopocitame b = 1,5, c = 2,5 a d = 3,5.



o Jellib+c=3,a+d=4,pak2a=(a+b)+(a+c)—(b+c)=1+2-3,
tedy a =0 a dopoéitame b=1,c=2a d =4.

Uloha 15J / 5S. Riké takhle Kiemilek Vochomiirkovi: ,,Je mi dvakrat vice let,
nez bylo tobé, kdyz jsem byl tak stary, jako jsi ty dnes. AZ budes stary jako ja,
bude nam dohromady 90 let.“ Kolik let je Kfemilkovi?

Visledek. 40

Reseni. Ozna¢me k soucasny vék Kfemilka a v soucasny vék Vochomiirky
(zfejmé k > v). Dle zadén{ sestavime rovnice k = 2(v — (k—v)) a k+ (k+ (k —
v)) = 90, které upravime na 3k = 4v a 3k — v = 90. Dosazenim za k do druhé
rovnice dostaneme 3v = 90, takze v = 30 a k = 40.

Uloha 16J / 6S. Kladn4 celd ¢isla aq, as, as, . . . tvoii aritmetickou posloupnost.
Pokud a; = 10 a a,, = 100, ¢emu je rovno aa%?

Visledek. 820

Reseni. V aritmetické posloupnosti lze k-ty ¢len zapsat jako a = a3 + (k —1)d,
kde d je diference. Odtud mame ay = 10 + d, takze

100 = aq, = a104q = 10+ (9 + d)d = 10 + 9d + d*.

Jedinym kladnym fesenim této rovnice je d = 6. Pak ap = 4 + 6k a zbyva
dopocitat a3 = 4 + 18 = 22, a4, = a2 = 4 + 132 = 136 a konecné Qa,, =
a136 — 4 4 816 = 820.

Uloha 17J /7S. Aléino oblibené &islo ma nésledujici vlastnosti:
e Ma celkem osm cifer.
e Jeho cifry jsou navzajem rtzné a zleva doprava se zmensuji.
o Je délitelné 180.

Jaké je to cislo?

Vigsledek. 97654320

Reseni. Aby bylo ¢islo, které je slozené z riiznych cifer, délitelné dvaceti, musi
kon¢it jednim z dvojcisli 20, 40, 60, 80. Pritom jen dvojcisli 20 lze zleva dopl-
nit na osmiciferné ¢islo spliujici druhou podminku. Zbyva uréit, kterd z cifer
3,4,...,9 bude chybét. Aby bylo ¢islo délitelné deviti, musi byt jeho ciferny
soucet délitelny deviti. Jelikoz 04+2+3+4+ -+ 9 = 44, musime vyskrtnout
osmicku a dostavame vysledek 97654320.



Uloha 18J / 8S. Kikina si rada skladé trojrozmérna télesa ze étvereckovaného
papiru. Naposledy si vystfihla atvar jako na obrazku a slepila ho tak, Ze se
zédné dva ctverecky neprekryvaly a vysledné téleso nemélo diry a mélo nenulovy
objem. Jaky byl pocet vrcholti tohoto télesa? Poznamka: Mrizové body plasté
uvnit? hran télesa se za vrcholy nepocitaji.

[ [ 1]

Visledek. 12
Resent.

Pokud se na poskladané téleso podivame zeptedu, uvidime stejny pocet
¢tverecku, jako kdyz se na néj podivame zezadu. Podobné zprava a zleva a
také shora a zdola. Oznacme a, b a ¢ pocty viditelnych policek shora, zprava a
zepredu.

Pokud nejsou zadna policka skryta, musi platit 2(a + b + ¢) = 14 (tolik je
¢tverecki celkem). Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze a < b < ¢. Potom
pro trojici (a,b,¢) zbyvaji étyfi moznosti: (1,1,5), (1,2,4), (1,3,3) a (2,2,3).
Protoze musi platit nerovnost ¢ < ab, prvni dvé moznosti odpadaji. V tvahu
tedy pripadd pouze kvadr o rozmérech 1 x 3 x 3 a ,,L“. Kvadr to nebude, tedy
poskladanym télesem bude ,, L“.

Kdyby bylo néjaké policko skryto, museli bychom pfi pohledu z néjaké
strany vidét alespon pét policek, coz jsme jiz vyloucili vyse.

Uloha 19J /9S. Pro pfirozena &sla a, b plati ab = nsn(a,b) + NSD(a, b).
Najdéte vSechny takové dvojice (a,b).

Pozndmka: Symbolem nsn(a, b) rozumime nejmensi spoleény ndsobek ¢isel a, b
a symbolem NSD(a, b) jejich nejvétsi spoleény délitel.



Visledek. (2,2)

Reseni. Oznaéme d = NSD(a,b). Pak nsn(a,b) = %, jak snadno nahlédneme
z prvociselnych rozkladiu prislusnych cisel. Po dosazeni mame ab = d + %b, cili
(d — 1)ab = d?. Jelikoz a,b > d a d > 0, musf platit a =b=dad—1=1,
z ¢ehoz plyne, Ze jedinou vyhovujici dvojici je (2,2).

Uloha 20J /108S. Zéba skace na hiisti slozeném z 29 policek, které je vyob-
razeno na prilozeném planku. Zac¢ina na libovolném policku ve spodnim fadku
a v kazdém kroku muze skocit o jedno policko nahoru nebo sikmo doprava
nahoru (pokud tam néjaké je). Zaba skace, dokud se neocitne v hornim fadku.
Kolik riznych cest mize proskakat?

Visledek. 256

Reseni. Zaba musi vzdy projit pfes prostfedni policko (to, které je v radku
samo). PFi cesté z ngj se Ctyfikrat rozhoduje, jestli sko¢i nahoru, nebo Sikmo
doprava nahoru. Pocet cest z prostfedniho policka je tedy 2* = 16. Pocet cest
ze spodniho fadku do prostfedniho policka je stejny jako pocet cest nazpatek
s opafnymi pohyby (obrazek je stfedové soumérny), tedy také 16. Cesty lze
uprostied libovolné navazat, tedy jejich celkovy podet je 162 = 256.

Uloha 21J /118. Pii své honbé za truhlicemi nabitymi poklady stal jednoho
dne Olin pfed tkolem projit bludisté. Mélo tvar pravidelného osmithelniku a
cesty vedly po jeho tihloptickach. Olin zacal v pevné daném vrcholu a mél projit
bludisté tak, aby kazdou thlopricku navstivil pravé jednou. Kolika zpusoby to
mohl provést?

Visledek. 0

Reseni. Vsechny navstivené vrcholy kromé prvnfho a posledniho musi Olin
opustit tolikrat, kolikrat do nich vstoupi. Jelikoz ale z kazdého vrcholu osmi-
thelniku vede lichy podet (konkrétné pét) thlopficek, nemize takto kazdou
z nich projit pravé jednou. Zadna vyhovujici posloupnost thlopficek tedy nee-
xistuje.



Uloha 22J /12S. Méme tabulku 7' o rozmérech 2014 x 2014 s levym dolnfm
rohem v bodé [0,0] a pravym hornim v bodé [2014,2014]. Pfimka p prochézi
body o soufadnicich [0,0] a [2014,2019]. Kolik poli¢ek tabulky 7' pfimka p
protina?

Poznamka: Primka p protind policko tabulky, pokud s nim mé spolecné alespon
dva body. Napriklad diagonala protind 2014 policek T'.

Visledek. 4023

Resenid. Jelikoz ptimka p prochdzi body [0,0] a [2014,2019], plati pro kazdy
jeji bod B = [z, y] vztah x/y = 2014/2019. Cisla 2014 a 2019 jsou nesoudélna,
takze posledni zlomek je v zdkladnim tvaru, a p proto neprochéazi zadnym ji-
nym rohem policka tabulky T. Kdykoliv tedy protne néjakou primku tvotici
hranici mezi policky, protne i nové policko. Na cesté z [0,0] do [2014,2019]
protne p presné 2013 takovych vodorovnych a [20142/2019] = 2009 tako-
vych svislych pifmek (v bodé [20142 /2019, 2014] tabulku ,,opusti“). Za¢ne tedy
v levém dolnim rohovém policku a projde 2013 4 2009 novych. To je celkem
14 2009 + 2013 = 4023 policek.

Uloha 23J /13S. Konvexni mnohotihelnik m4 vSechny vnitini thly az na
jeden rovny 150°, zbyvajici tthel mize mit libovolnou velikost. Najdéte vsechny
mozné pocty vrcholl takového mnohotuhelnika.

Visledek. 8,9, 10, 11, 12

Resend. Konvexni n-tthelnik miizeme rozdélit na n—2 trojihelniki, takze soucet
jeho vnitinich dhla je roven (n — 2) - 180°, coz se ma rovnat 150° - (n — 1) + z,
kde 0° < x < 180° je velikost néjakého konvexniho thlu. Po tpravé dostaneme

n:3§o+7,tedy8§n§12.

Uloha 24J / 14S. Délky stran trojuhelnika spliiuji vztah

3 1 1
a+b+c a+db a-+c

Jaky thel sviraji strany b a ¢?
Visledek. 60°
Reseni. Rovnost upravime do tvaru

3(a® + ab + ac + be) = 2a* + b* + % + 3(ab + ac) + 2bc,

ekvivalentné a? = b? + ¢ — be. Z kosinové véty mame a? = b2 + ¢ — 2bccos a.
Dostévdme tedy cosa = 1, neboli a = 60°.



Uloha 25J /15S. Najdéte vSechna celd ¢isla mezi 1 a 200 véetné takovi, ze
soucet vsech jejich prvociselnych déliteli je 16. Kazdé prvocislo pritom poci-
tame pouze jednou, tedy napriklad soucet riznych prvociselnych délitelu cisla
12 je 2+ 3 =5.
Visledek. 66, 132, 198, 55, 39, 117
Resend. Cislo 16 lze rozepsat na soudet riiznych prvoéisel jen nasledujicimi
zpusoby:

16=24+3+11=3+13=5+11.
V prvnim piipadé ziskdvime ¢isla tvaru 1 < 223°11¢ < 200, kde a, b, ¢ jsou
pfirozena, &isla. Dostaneme takto 2-3-11 = 66, 22-3-11 = 132, 2-32-11 = 198.
Pro druhy piipad méme obdobné 3-13 = 39, 32-13 = 117 a pro tieti 5-11 = 55.

Uloha 26J /16S. Pro vzdalenosti bodi na obrazku plati, ze |DA| = |[AB| =
|BE|, |GA| = |AC| = |CF| a |IC| = |CB| = |BH]|. Jaky je obsah trojihelnika
ABC, kdyz navic |[EF| =5, |DI| =5 a |GH| =67

I F

Visledek. 3

Reseni. Ze zadanych rovnosti plyne, ze AB je stfedni pfickou v trojihelniku
CGH. Proto |AB| = |GH|/2 = 3. Podobné dopo¢itdme |AC| = |DI|/2 = 2,5 a
|BC| = ‘E—fl = 2,5. V rovnoramenném trojihelniku ABC protind vyska z vr-
cholu C zdkladnu AB v jejim stifedu M. Z Pythagorovy véty v pravouhlém

trojuhelniku AMC plyne |MC| = /|AC|? — |AM|? = /6,25 — 2,25 = 2. Ob-
sah trojuhelniku ABC' je pak S = 1|AB| - |MC| = 3.

Uloha 27J / 17S. Prvodéislo p nazveme mocné, jestlize:
e p je jednociferné, nebo

e po odebrani jeho prvni cifry dostaneme opét mocné prvocislo a totéz plati
pro posledni cifru.
Napriklad 37 je mocné prvocislo, jelikoz odebranim prvni cifry vznikne 7 a
odebranim posledni cifry vznikne 3, coz jsou obé mocné prvocisla. Najdéte
vSechna mocnd prvocisla.
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Viysledek. 2, 3, 5, 7, 23, 37, 53, 73, 373

Reseni. Jednocifernd mocnd prvocisla (dale jen JMP) jsou 2, 3, 5 a 7.

Dvojcifernd mocna prvoéisla (déle jen DMP) dostaneme pouze slepenim
dvou JMP tak, abychom ziskali opét prvocislo. Takto ziskdme mocné prvocisla
23, 37, 53 a 73.

Trojcifernd mocnd prvoéisla (déle jen TMP) maji tu vlastnost, Ze po ode-
bréani prvni, respektive posledni cifry dostaneme DMP. Prislusnd DMP se tedy
musi shodovat v jedné ciffe. Proto se vsechna TMP vyskytuji mezi ¢isly 237,
537, 737 a 373. Jediné prvocislo mezi nimi je 373.

Ctyfciferné mocné prvoéislo (dale jen CMP) vznikne ze dvou TMP takovych,
ze posledni dvé cifry prvniho jsou zaroven prvnimi dvéma ciframi druhého
(jejich poradi zustane zachovdno). ProtoZe vsSak tuto vlastnost jediné TMP
373 nemé, neexistuje zaddné CMP. Je zfejmé, Ze potom neexistuje ani zadné
viceciferné mocné prvocislo.

Uloha 28J / 18S. Jsou ddny dvé kruznice k, [ o poloméru 16, z nichz kazda
prochézi sttedem té druhé. Sestrojme kruznici m tak, aby méla vnitini dotyk
s k i s [, a navic se dotykala spojnice jejich streda. Jaky je polomér m?

Visledek. 6

Reseni. Ozna¢me stfedy kruznic k, I, m postupné Sy, S;, Sy, a polomér kruz-
nice m jako r. Bod dotyku kruznic k a m lez{ na spojnici stiedi SgS,,, takze
|SkSm| = 16 — r. Uvazme bod dotyku A kruznice m a pfimky spojujici body
Sk a S;. Ze symetrie obrdzku plati |ASy| = |AS;| = 8. Navic |S,, A| = r, takze
z Pythagorovy véty pro ASiAS,, dostdvame

8 +7r? = (16 —r)?,

odkud uz snadno dopocéteme r = 6.
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Uloha 29J /19S. V kolika Sesticifernych ¢islech se kazdd cifra vyskytuje
tolikrat, jaka je jeji hodnota? Cislem s témito vlastnostmi je napiiklad 133232.

Visledek. 82

Reseni. Soucet ruznych pouzitych cifer musi byt roven Sesti. Cislo Sest lze
rozepsat na soucet nékolika rtiznych pfirozenych ¢isel ¢tyrmi zplisoby:

6=14+24+3=14+5=2+4=6.

Cisel tvorenych t¥emi trojkami, dvéma dvojkami a jednou jedni¢kou je celkem
6 - (g) = 60 (nejprve vybereme pozici jedni¢ky a poté ze zbylych péti pozic
dvé, na nichz budou dvojky. Podobné pro rozklady 1+ 5, 2+ 4 a 6 dostaneme
postupné Sest moznosti, (g) = 15 moznosti a jednu moznost. Celkem tak mame
60 + 6 4+ 154+ 1 = 82 moznosti.

Uloha 30J /208S. E.T. si jako spravny chlap slepil 4 koule o poloméru 1 tak,
aby se vSechny navzajem dotykaly. Jaky je polomér nejmensi koule, do niz se
vsechny E.T.-ho koule vejdou?

[
S
+
[ V)

Vigsledek. 14 0 = Y&
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Resend. Stiedy étyt slepenych kouli tvoii pravidelny ¢tyistén o hrané délky 2
Stied nejmensi koule obsahujici ¢tyii slepené koule bude ve stfedu tohoto ¢tyt-
sténu a jeji polomér bude o 1 vétsi nez polomér koule tomuto ¢tyfsténu opsané.
7 Pythagorovych vét dopocteme délku sténové vysky jako v, = /22 — 12 =3
a nasledné vzdalenost stfedi S, T' dvou protéjsich hran jako |ST| = /v2 — 12 =
V2. Stied O sféry opsané Gtyisténu lezi ve stiedu tsecky ST. Vzdéalenost bodu
O od vrcholu tedy spocteme jako

VI0S? [+ 12 = \f.

Polomér hledané koule je pak 1+ ¥8.

Uloha 31J / 21S. Pro piirozena &isla z, y plati 100 > z > y. Cisla 22 — % a
23 — 2 jsou pfitom nesoudélna. Kolik takovych dvojic (x,y) existuje?

Visledek. 99

Reseni. Plati 22 —y?> = (z —y)(z +y) a 23 — y* = (v — y)(z? + 2y + ¥?).
Clen = — y se vyskytuje v obou téchto &slech, tedy vzhledem k nesoudélnosti
a podmince x > y musi byt  —y = 1. Dosadime-li za y ¢islo x — 1, dostaneme
NSD(2z — 1,322 — 3z + 1) = 1. Pfi¢teni ndsobku jednoho z ¢&isel k druhému
hodnotu NSD nezméni, takze po odeéteni (z — 1)(2z — 1) od 32? — 3z + 1
dostavame NSD(2z — 1,22) = 1. Libovolné prvoéislo, které déli 22, déli i z, a
tedy nemuze délit 2z — 1. To znamen4, ze podminka x — y = 1 je postacujici.
Vyhovuji ji dvojice (2,1), (3,2),...,(100,99).

Uloha 32J / 22S. Méjme dislo, které zacind 122333444455555 ... a pokracuje

tak, ze kazdé dalsi prirozené Cislo napiseme za sebou tolikrat, jakd je jeho
hodnota. Po napsani 2014 cifer skon¢ime. Jakd je posledni napsana cifra?
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Visledek. 4
Resend. Viechna jednociferna ¢fsla zaberou prvnich

910
L4244 0= = =45

mist. Dvojcifernd ¢isla zaberou dalsich

10 4 99
2(10+11+~~+99)2<90 ; >9810

Na 2014. misto byla tedy napséana cifra néjakého dvojciferného ¢isla. Protoze
jednociferna ¢isla zabiraji lichy pocet mist, plati po celou dobu vyskytu dvoj-
cifernych c¢isel, ze na sudych mistech jsou cifry na pozici desitek a na lichych
cifry na pozici jednotek. Jelikoz

454 2(10 4 11 + -+ 4+ 40) < 2014 < 45 + 2(10 + 11 + - - - + 50),

je na 2014. misté cifra 4.

Uloha 33J / 23S. Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo N, pro které ma rovnice
(2 — 1)(y? — 1) = N alesponi dvé riizn4 feseni z,y € N, z < y.

Visledek. 360

Resend. Vypiseme nékolik prvnich hodnot vyrazu t?> — 1 pro t € N:
0,3,8,15,24,35,48,63,80,99,120,. ..

Chceme najit dvé dvojice &fsel tvaru t2 — 1 se stejnym a co nejmensim souéinem.
Plati 3-120 = 15-24 = 360. Predpokladejme, ze existuji dvé dvojice se souc¢inem
mensim nez 360. Pokud bychom pouzili néjaké ¢islo vétsi nez 120, byl by soucin
jisté vétsi nez 3-120. Mizeme se tedy omezit na vyse vypsané hodnoty. Alespon
jedna z pouzitych dvojic urcité neobsahuje ¢islo 3. Jeji soucin je tedy jednim
z ¢isel 8-8,8-15,8-24,8- 35,15 - 15 (ostatni mozné souciny jsou vétsi nez 360).
K zadné z téchto dvojic nenajdeme druhou se stejnym soucinem, a nejmensi
vyhovujici N je tedy vskutku 360.

Uloha 34J / 248S. Dvé kruznice s poloméry 1 a 3 maji v bodé A vnéjsi dotyk.
Jejich spole¢nd tecna neprochézejici bodem A se jich dotyka postupné v bodech
B a C. Cemu se rovna |AB|? + |BC|? + |AC|??

Visledek. 24
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Reseni. Oznacme stfed mensi kruznice S;, stfed vétsi kruznice S, a prise-
¢ik spolecné tecny vedené bodem A s druhou teénou — primkou BC — jako
T. 7 rovnosti délek tseku tecen z bodu T k obéma kruznicim dostdvame
|TC| =|TA| = |TB|. Bod A tedy lez{ na Thaletové kruznici nad primérem BC.
Trojtihelnik ABC je proto pravothly a plati |[AB|? + |AC|? = |BC|?, neboli

|AB|* + |BC|* + |AC|? = 2|BC|*.

7 Pythagorovy véty pro pravouhly trojuhelnik S;.59 P, kde P je pata kolmice
z bodu S na SoC, plyne

IBC|> = |S1P2=(3+1)*—(3—1)*=12.

Tedy |AB|? + |AC|? + |BC|? = 2| BC|? = 24.

Uloha 35J / 25S. Najdéte nejvétsi prvocislo p spliwjici p? | 2014!.

Poznamka: Symbol ,,!“ oznacuje faktoridl, ktery je definovan jakon! =1-2---n.
Visledek. 43

Reseni. Je-li q prvoéislo, pak s nim soudélnjch ¢isel obsazenych v soudinu
2014! = 1-2---2014 je celkem |2014/q]| (jsou to praveé ¢isla ¢, 2q, . .., |2014/q] q).
Kdyby bylo ¢ > /2014, platilo by [2014/q| < ¢, a tedy by se g vyskyto-
valo v prvoéiselném rozkladu 2014! méné nez g¢-krat, protoze zadné z cisel
q,2q,...,]12014/q] ¢ by g neobsahovalo ve druhé nebo vyssi mocniné. Proto
musi hledané p spliovat nerovnost p < 1/2014. Libovolné prvocislo splnujici
tuto nerovnost uz bude ur¢ité vyhovovat, protoze [2014/p| je v takovém pii-
padé alespon p. Nejvétsi prvocislo velikosti nejvyse /2014 je 43, tedy p = 43.
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Uloha 36J / 26S. Méjme tabulku 2 x 2014. Kolika zpusoby je mozné ji obarvit
tfemi barvami tak, aby zadna dvé policka sdilejici hranu neméla stejnou barvu?

Vijsledek. 6 - 32013

Reseni. Nejprve libovolné obarvime obé policka z prvniho sloupecku, coz mii-
Zeme provést Sesti zpusoby. Nyni budeme postupné obarvovat dalsi sloupecky.
Pokud posledni obarveny sloupecek obsahuje (shora) barvy a a b, méme (opét
shora) tfi moznosti: (b,a), (b,c) a (¢, a). Pro kazdy sloupeéek od druhého déle
mame tedy vzdy tTi moznosti, jak jej obarvit, takze vysledny pocet zpusobt je
roven 6 - 32013,

Uloha 37J /27S. Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo m takové, ze 5m je pata
mocnina celého ¢isla, 6m je Sestd mocnina celého ¢isla a 7m je sedmé mocnina
celého cisla.

Vijsledek. 534635790

Resend. Zapisme m ve tvaru m = 5%6°7°d, kde d neni délitelné péti, Sesti ani
sedmi. Jelikoz 5m mé byt patd mocnina, musi platit 5 | a + 1,b, c. Podobné
6] ab+1,ca7]|abc+ 1. Navicd musi byt patd, Sestd i sedmd mocnina.
Jelikoz m je nejmensi mozné, musi byt d = 1. Z uvedenych délitelnosti vyplyva,
ze a je délitelné Sesti i sedmi, tedy a = 42k. Zaroven 5 | 42k + 1. Nejmens{
vyhovujici k je tedy 2 a odpovidd mu a = 84. Podobné dostaneme nejmensi
mozné b = 35 a ¢ = 90. Hledané nejmensi m je tedy 58463°7%0.

Uloha 38J / 28S. Méme obdélnikovy list papiru. Kdyz jej prelozime tak, aby
se dva protilehlé rohy dotykaly, vznikne nam piehyb stejné délky, jako je delsi
strana papiru. Jaky je pomér delsi strany ku kratsi strané pivodniho obdélniku?

Vysledek. 1/ 145

Reseni. Ozna¢me A, B, C, D rohy papiru a S jeho stied. Bez jmy na obecnosti
predpoklddejme, Ze jsme prelozili A na C' a 1 = |AB| < |BC|. Krajni body
ohybu ozna¢me E € BC a F € AD. Body A, C jsou osové soumérné podle
EF, takze tisecky AC' a EF jsou na sebe kolmé a S je jejich spoleény stred.
Polozme |BC| = x. Ze zadani vime, ze |EF| = z, tedy |ES| = z/2. Délka
thlopticky je z Pythagorovy véty |AC| = Va2 + 1, tedy |CS| = Va? +1/2.
Z podobnosti pravouhlych trojihelniki CSE a CBA plyne Va2 +1:xz =z : 1.
Upravou dostavame z* — 22 — 1 = 0. Polozme z = z2. Kvadratick4 rovnice
22 — 2z — 1 =0 ndm dava jediné kladné feseni z = 1+2‘/5, cili

1+5

2 )

coz je i hledany pomér.
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Uloha 39J / 29S. Méme 20 barevnych kulicek, z nichz kazd4 je modra, zluta,
zelend, nebo cervena. Kolik nejvice mtze byt modrych kulicek, jestlize pocet
vsech barevné ruznych posloupnosti délky 20, jez se daji z kuli¢ek posklddat,
je presné 11407

Vysledek. 17

Reseni. Poc¢ty modrych, zlutjch, zelenjch a ervenych kulicek ozna¢me po-
stupné b, y, g, . Kdyby méla kazd4 kulicka jinou barvu, méli bychom (r 4+ g +
b+y)! = 20! rtiznych posloupnosti. ProtoZe vSak mame vice kuli¢ek jedné barvy,
jsou nékteré z téchto posloupnosti stejné. Pro kazdé z r! usporddani ¢ervenych
kulicek totiz dostaneme tutéz posloupnost, podobné pro ostatni barvy. Celkem
tedy mame

20! 2020—1)---(b+1)

rlglbly! rlgly!

riznych barevnych posloupnosti. Je-li b > 18, je citatel roven nejvyse 20-19 =
380, tedy posloupnosti bude méné nez pozadovanych 1140. Pro b = 17 umime
docilit hodnoty 1140 naptiklad volbou r =3, g =0, y = 0.

Uloha 40J /30S. Najdéte vSechna mozna n > 3, pro kterd lze pravidelny
n-thelnik rozdélit na nékolik (aspon dva) pravidelnych mnohotihelnikii.
Vysledek. 3, 4, 6, 12

Reseni. Rovnostranny trojuhelnik rozdélime stfednimi prickami na 4 rovno-
stranné trojihelniky, ¢tverec na Ctyri ¢tverce a Sestitthelnik na Sest trojihel-
nik.
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Nyni uvazme pravidelny n-tthelnik pro n rizné od 3, 4 a 6. VSimnéme si,
ze pravidelné mnohothelniky o tfech az Sesti vrcholech maji velikost vniti-
niho dhlu postupné 60°, 90°, 108° a 120°, a ma-li pravidelny mnohothelnik
vice nez Sest vrcholt, je jeho vnitini thel vétsi nez 120°. Potrebujeme vyskla-
dat vnitini tthel zadaného n-ihelniku — bud mensim n-thelnikem, nebo dvéma
mnohotuhelniky o péti a méné vrcholech. Kdybychom pouzili mensi n-thelnik,
museli bychom nésledné vyskladat ostry tihel, jehoz velikost vSak neni 60°, a to
neni mozné. Vnitini thel pivodniho n-tthelniku se tak musi skladat z jednoho
trojihelniku a jednoho ¢tytthelniku nebo z jednoho trojihelniku a jednoho pé-
titthelniku, ¢ili mize byt roven 180° — 350 = 150° nebo 180° — 260° = 168°.
Tomu odpovida n = 12 nebo n = 30.

Skutecéné je mozné vyskladat dvanictithelnik — po obvodu umistime ¢tverce
a trojuhelniky a uprostied zbyde pravidelny Sestitihelnik.

Na druhou stranu tricetitthelnik vyskladat nelze. Takové vyskladéni by totiz
muselo mit nad kazdou druhou stranou pétithelnik a dva sousedni pétithelniky
by se pak dotykaly v jednom vrcholu pod tthlem 60°. To znamena, Ze ,,na druhé
strané“ by vznikl thel 360° —60° —2-108 = 84°, ktery ale neni mozné vyskladat.

.‘
108° ﬁ

[>
84°

Uloha 41J / 318. V levém dolnfm rohu $achovnice 5x 5 se nachéz{ sachové véz.
V kazdém tahu se tato véz presune o libovolny nenulovy pocet policek doprava,
nebo nahoru. Kolika zpisoby se muze dostat do pravého horniho policka?

Poznamka: Dva zptsoby projiti povazujeme za shodné, pouze pokud se presné
shoduji vSechny tahy v poradi jejich provedeni.

Visledek. 838

Reseni. Pro kazdé policko spocitame, kolika zptisoby se do néj miize véz dostat.
Levé dolni policko ma jednu moznost (préazdnd posloupnost taht). Necht P

je néjaké dalsi policko. Jestlize od libovolné posloupnosti taht koncici v P
odebereme posledni tah, skon¢ime na policku ve sloupecku pod P nebo v radku
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vlevo od P. Naopak, kdykoli se véz dostane na takové policko, muze se pomoci
jednoho tahu presunout do P. Pocet zpusobu, jak se dostat do policka P, je
tedy roven souctu vSech moznosti, jak se dostat do policek pod P a vlevo od
P. S touto znalosti mizeme postupné urcit pocet moznosti, jak se dostat do
vSech policek tabulky. Pro pravé horni policko pak dostaneme 838 moznosti.

8 | 28 | 94 | 289|838

4 |12 | 37 | 106 | 289

2| 5|14 ]37 |94

1 2 5 | 12 | 28

1 1 2 4 8

Uloha 42J / 32S. Jak &islice se nachazf na pozici stovek &isla 1120147

Visledek. 2

Resend. Stac¢i urcit zbytek éisla 1129™ po déleni tisicem a podivat se na jeho

prvni cifru. Pomoci binomické véty rozepiseme

112014 _ (10 + 1)2014 —

_ (20014> e (20114) 104+ (20214> 100 4 1000 - ((20314) +) ’

odkud jiz vidime, ze plati
1129 = 142014-10+1007-2013-100 = 14140+ 7-3-100 = 241. (mod 1000)

Hledan4 cislice je tedy 2.

Uloha 43J / 33S. Kobylka skdce po vrcholech rovnostranného trojuhelnika.
Vzdy, kdyz stoji v nékterém vrcholu, si jako cil dalsiho skoku nahodné vybere
jeden ze dvou zbylych vrcholi. Jaka je pravdépodobnost, ze po deseti skocich
skon¢i v tom vrcholu, ve kterém zacinala?

Visledek. é%
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Reseni. Ozna¢me A pocateéni vrchol a a; pravdépodobnost, Ze se kobylka po
i krocich ocitne ve vrcholu A. Specidlné ag = 1. Spoc¢teme nyni a;41 pomoci
a;. Jestlize ma kobylka po ¢ 4+ 1 krocich skoncit ve vrcholu A, musi po prvnich
i krocich skoncit ve vrcholu ruzném od A a pak si musi vybrat tu ,,spravnou”
ze dvou moznosti, tedy celkem

aiv1 =5 - (1= ai),

N |

coz chytre upravime do tvaru

DU S G
Ai4+1 3 = 9 a; 3 .

Vime, ze ag =1 = % + %, a tedy mame

12y
“=3T3\72)-

Spocteme hledané

L1 513 171
a = — = = —,
=373 512 512-3 512

Uloha 44J /34S. Lukas jde kicet stromy, na zafdtku mé 100 jednotek sily.
Kazdou minutu se muze rozhodnout mezi dvéma moznostmi:

e Vykéci n strom, kde n je jeho soucasnd sila. To ho unavi, takze se jeho
sila nasledné snizi o 1.
e Odpocine si a ziska 1 jednotku sily.

Kolik nejvice stromtt mtize Lukas vykacet béhem Sedesati minut?
Visledek. 4293

Resend. Jestlize Lukas nékterou minutu kéci a dalsi odpociva, vyplati se mu
tyto dvé ¢innosti vymeénit — vykéci tak jeden strom navic, aniz by se vice unavil.
K tomu, aby vykéacel nejvétsi mozny pocet stromu, musi tedy nejprve b minut
odpocivat a ndsledné (60 — b) minut kdcet. Pocet stromti, ktery takto vykéci,
je roven

(b+100) + (b+99) +--- 4+ (b+ 100 — (60 —b—1)) =

b+ 100 + 2b + 41 3
_ (b ;r + )~(6O—b):—§(b2—13b—2820):

3
= —5((19 —6,5)% — 2862,25).
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Nejvétsi hodnoty tento vyraz nabyva, pokud je druhd mocnina v zavorce nej-
mensi mozna, tedy b = 6 nebo b = 7. Lukas tedy vykaci nejvyse % -2862 = 4293
stromil.

Uloha 45J / 35S. Necht VN = {\ﬁ, \/i, \/?:, \/417 ...t je mnozina odmocnin
prirozenych c¢isel. Necht S je mnozina ¢isel a € VN takovych, Ze soucasné
% € v/N. Jaky je souéin prvkd mnoziny S?

Vijsledek. 6%°

Reseni. Plati 6 = v/36 € S. Vechny ostatni prvky S sparujeme tak, ze prvek
v/n ddme do paru s 36/,/n (ktery rovnéz lez{ v S). Souéin prvki v kazdém paru
je roven 36 = 62, a zbyva tedy nalézt pocet prvkd mnoziny S. Vysledek pak
bude 6!

Uvazme /n € S. To znamend, 7e 36/y/n € VN, neboli 362/n je celé &islo.
Pocet prvkid mnoziny S je tak roven poctu déliteld éisla 362 = 24-3%. U dvojky
i u trojky mame pét moznych exponentt (0 az 4), a tedy mé mnozina S celkem
25 prvki. Jejich soucin je roven 62°.

Uloha 46J / 36S. Savlik vybral 2014 nahodnych celjch éisel od nuly do deviti
a navzajem je vynasobil. S jakou pravdépodobnosti dostal ¢islo délitelné deseti?

)2014 (i>2014

Vigsledek. 1— (3)*" — (& 4

Reseni. Budeme zkoumat délitelnost dvéma a péti. Pravdépodobnost, ze soudin
nebude délitelny péti, je rovna a = (4/5)2014 (kazdé &islo miize nabyvat libovol-
nych hodnot kromé 0 a 5). Déle pravdépodobnost, Ze sou¢in nebude délitelny
dvéma, je rovna b = (1/2)2%1* (kazdé ¢islo musi byt liché). Podobné zjistime,
7e soudin nebude délitelny dvéma ani péti s pravdépodobnosti ¢ = (4/10)2014.
Nas zajima pravdépodobnost, Ze soucet bude délitelny péti a zdroven dvéma,
kterou spocteme jako 1—a—b+c (pravdépodobnost, Ze soucin nebude délitelny
ani 2 ani 5, jsme odeéitali dvakrat, a tak ji musime opét pricist).

Uloha 47J / 37S. Uréete hodnotu vyrazu:
[2014V/—2014 + |2014V/=2013| + |2014V/—=2012| + - - - + |20143/2014].

Pozndmka: Symbol |z] oznacuje dolni celou ¢dst z, tedy nejvétsi celé ¢islo
neprevysujici x.

Visledek. —2002
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Resend. Plati
|0, je-li = celé,

2] + =) = { ~1  jinak.
Sparujeme-li nyni prvn{ ¢len s poslednim, druhy s predposlednim atd. (pro-
stfedni nulovy ¢len zbyde), zjistime, ze hledanym souctem je minus pocet ¢isel
mezi 1 a 2014, jejichz treti odmocnina neni celé ¢islo. Z cisel 1 az 2014 maji
celou tfeti odmocninu jen 13,23,...,123 = 1728, nebot 133 = 2197 > 2014.
Tedy hledany soucet je —(2014 — 12) = —2002.

Uloha 48J /38S. Martin poéital soucet 1 + 2 + --- 4 2012. Zapomnél ale
pricist néktera ¢isla, a tak dostal vysledek délitelny 2011. Anicka pocitala soucet
A=1+42+---42013, pficemz zapomnéla pri¢ist ta sama ¢isla jako Martin, a

tak dostala tak soucet N délitelny 2014. Urcete pomér %.

Visledek. %

Resend. Martinovi vyslo ¢islo N—2013. Mdme tedy N = 2013 = 2 (mod 2011) a
souCasné N = 0 (mod 2014). Pro &islo 24 = 2013-2014 méme podobné 24 =0
(mod 2014) a 2A =2-3 =6 (mod 2011). Vzhledem k tomu, ze 2A je délitelné
tfemi, avsak 2011 ani 2014 tfemi délitelné nejsou, muzeme kongruence pro 2A
vydélit tfemi. Shledavame, ze Cisla %A a N dévaji stejné zbytky po déleni cisly
2011 a 2014, pricemz jsou obé mensi nez 2011 - 2014. Dle Cinské zbytkové véty
jsou si tedy rovna a hledany pomér je %

Uloha 49J / 39S. Vejtek ma novou hru. Hraje se s Sestnécti kartami, které
jsou polozené v fadé za sebou. Kazda karta je z jedné strany cervend a z druhé
cerna. V kazdém tahu najde Vejtek tu céernou kartu, kterd je nejvice vpravo.
Tuto kartu otoci a spole¢né s ni otoci i vsechny karty, které jsou od ni napravo.
Hra skonci, jakmile uz neni mozné tahnout. Kolik nejvyse tahti mtze Vejtek
provést?

Vijsledek. 216 — 1

Resend. Pfedstavime-li si ¢erné karty jako nuly a ervené jako jednicky, odpo-
vida Vejtkiv tah piicteni jednicky k &slu v bindrni soustavé. Cislo ze samych
jednic¢ek odpovida &fslu 216 —1. Zacéne-li tedy Vejtek se samymi éernymi kartami,
udéla 216 — 1 taht. Je ziejmé, Ze vice jich udélat nemiize.

Uloha 50J /40S. Kolik existuje pravodhlych trojihelnik s celoéiselnymi
délkami stran takovych, Ze alespoii jedna jejich odvésna ma délku 201414?

Vijsledek. 1(27-29% — 1) = 45412
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Reseni. Oznac¢me si délku druhé odvésny jako b a délku piepony jako c. Z Py-
thagorovy véty je (201414)% = ¢ —b% = (c—b)(c+b). Hleddme pocet moznosti,
jak rozlozit 2014'4 na soudin &isel ¢ — b, ¢ + b. Kdyby jedno z ¢isel ¢ — b, ¢+ b
bylo liché, uz by nutné muselo byt liché i to druhé. Pak by ovsem byl lichy i
jejich soucin, coz neni pravda. Obé tato cisla tedy musi byt suda.

Rozlozme (201414)2 = 228 . 1928 . 5328 na soucin prvoéisel. Pro éfslo ¢ — b
méme 27 moznost{, jak zvolit exponent u dvojky (1 az 27), 29 moznosti, jak
zvolit exponent u 19 (0 az 28), a 29 moZnosti, jak zvolit exponent u 53 (0 az
28). Celkem je to 27-292 moznosti, aviak jestd je tfeba odecist moznost, pro niz
by bylo ¢ — b = ¢+ b, a ze zbyvajicich jesté pravé polovinu pripadu, pro které
c—b>c+b. Zbyva 1(27-29% — 1) rozkladii na soucin sudych &isel z = ¢ — b,
y =c+b, kde y > x. Z jakékoli takové dvojice Cisel x, y je naopak mozné
zpétné dopocitat délky stran vyhovujiciho trojihelnika jako ¢ = %, b= 457,
takze odpovéd je (27292 — 1).

Uloha 51J / 418S. Jaké je nejmensi piirozené ¢éislo, které se nedd zapsat jako
souCet jedendcti nebo méné (ne nutné ruznych) faktoridla? Napiiklad: 42 =
40+ 31+ 3+ 21+ 20+ 1+ 10

Visledek. 359

Reseni. Pokud se &slo n da zapsat jako soucet a; &isel 1!, ap &isel 2!, ..., ay
Cisel k!) budeme psat n = [ag,ak—1,...,a2,a1]. Jelikoz i + 1 séftanci tvaru
i! miZeme nahradit ¢islem (i 4+ 1)!, existuje pro libovolné éislo zépis, v némz
je kazdé a; rovno nejvyse i. Tomuto zapisu rikejme zapis ¢isla ve faktoridlove
soustavé (napiiklad tedy 42 = [1, 3,0, 0]).

MuzZeme si rozmyslet, ze zapis ¢isla ve faktoridlové soustavé je jednoznacny
(plati [k, k—1,...,2,1]+1 = [1,0,...,0]) a vyuzivd nejmensi mozny pocet fakto-
ridlia. Hleddame tedy vlastné nejmensi ¢islo, které mé pii zapisu ve faktorialové
soustave ciferny soucet vétsi nez 11. Timto Cislem je

2,4,3,2,1] = 11+ 20 + 20 + 3! + 31 + 31 + 41 + 41 + 4! + 4] + 51 + 5] =
= (51— 1) + 5! + 5! = 359.

Uloha 52J / 42S. Na Sachovém turnaji hraje kazdy s kazdym. Navic se hradi
dohodli, ze partie nemtze skoncit remizou. Skupinu Sachistii nazveme jasnou,
pokud je v ni hrac, ktery porazil vSechny ostatni ¢leny skupiny, a hrac, ktery byl
vSemi ostatnimi ¢leny skupiny porazen. Najdéte nejmensi n takové, ze v kazdém
turnaji n Sachisti uz musi nutné existovat jasna skupina ¢tyt hracu.

Visledek. 8
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Reseni. Je-li n = 8, pak kazdy hra¢ odehraje sedm partif, z nichz kazdou
bud vyhraje, nebo prohraje. V pruméru tak jeden hra¢ vyhraje 3,5 partie. To
znamena, ze v kazdém turnaji existuje sachista A, ktery porazil alespon Ctyri
hréce. Mezi témito porazenymi sachisty najdeme stejnou ivahou hrace B, ktery
prohrél alespor se dvéma z nich. Tito pak spolu s A a B tvofi jasnou skupinu.

Nyni ukézeme, ze pro n < 7 zadna jasnd skupina ¢tyr hract existovat
nemusi. Ziejmé to staci ukdzat pro n = 7. Sefadme hrace do pravidelného
sedmitihelniku a uvazme turnaj, v némz kazdy porazil prvniho, druhého a ¢tvr-
tého ze skupiny ¢tyr hrac¢a nasledujicich po ném ve sméru hodinovych rucicek.
Kdyby v tomto turnaji existovala jasnd skupina ¢tyr Sachist, musel by v ni
byt hrac-vitéz a s nim vsichni t¥i hraci, které porazil. Lehce vSak nahlédneme,
ze v takové ¢tverici neexistuje hrac¢, ktery by se zbylymi tfemi prohral.

Uloha 53J / 43S. Déska si vymyslela dvé celd ¢isla od jedné do deviti. Davi-
dovi prozradila jejich soucin a Pepovi jejich soucet. Nasledoval takovyto rozho-
vor:

e David: ,,Nevim, jaka jsou ta ¢isla.”

e Pepa: ,Nevim, jakd jsou ta cisla.“

e David: ,,Nevim, jaka jsou ta ¢isla.*

e Pepa: ,,Nevim, jaka jsou ta ¢isla.”

e David: ,,Nevim, jakd jsou ta cisla.“

e Pepa: ,Nevim, jakd jsou ta cisla.“

e David: ,,Nevim, jaka jsou ta ¢isla.”

e Pepa: ,Nevim, jakd jsou ta Cisla.“

e David: ,, Uz vim, jaka jsou ta ¢isla!®
Jakd ¢isla si Daska vymyslela?
Visledek. 2, 8
Reseni. Ozna¢me S; mnozinu viech dvojic (x,%), kde < y a z, y mohla byt
Daésc¢ina ¢isla za predpokladu, ze se odehrdl rozhovor o ¢ vypovédich a jako
posledni zaznéla véta ,, Uz vim, jaka jsou ta cisla!“. Potfebujeme najit Sg.

Mnozina S7 je mnozinou vsech dvojic, které se daji pravé jednim zptsobem
rozlozit na soucin cifer, a David je tak schopen tyto cifry najit. To jsou vsechny
az na ty, jejichz soucin je roven jednomu z ¢isel 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 36.
Nyni spoc¢teme S;. Pepa zné soucet a vi, ze Das¢ino ¢islo nelezi v mnoziné
S1, tedy vi, ze soucin je jednim z vyse vypsanych ¢isel. Jednoznacné muze
uréit pouze soucty 4, 12 a 13, a tedy Se = {(2,2), (4,9), (6,6)}. Mnozinu S
dale tvori ty pary, které nejsou v S7 ani Sy, ale vSechny ostatni pary se stejnym
soucinem jiZz v S nebo Sy jsou (David tak na zdkladé souc¢inu poznd ten spravny
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par). Vsechna takova ¢isla musi mit soudin stejny jako néktery péar z S, nebot
jinak by byly jiz v S1. Vyhovuje tedy pouze S3 = {(1,4)}. Obdobné spocitdme
S4, pfifemz namisto soudini uvazujeme soucty. Dostaneme Sy, = {(2,3)} a
pokracujeme dale:

S5 ={(1,6)}, Se = {(3,4)}, 57 ={(2,6)}, Ss = {(4,4)}, S ={(2,8)}.

Uloha 543 /44S. Mezi tii stejné kuzely, které stoji na podlozce tak, Ze se
navzdjem dotykaji podstavami, jsme vlozili kouli. Koule je tak velkd, ze jeji
nejvyssi bod lezi ve stejné vysce jako vrcholy kuzeli. Kuzely maji podstavu
o poloméru 50 cm a jejich vyska je 120 cm. Zjistéte polomér koule.

Vijsledek. 200v3

Reseni. Necht r je polomér koule, O jeji stied, T jeji bod dotyku s jednim
kuzelem, V vrchol tohoto kuzelu a S stied jeho podstavy. Bud P kolmy priameét
bodu O do roviny podstav kuzelti a X bod na tsecce OP ve stejné vysce jako
T. Déle bud Y bod podstavy, jimZ prochézi poloptimka VT (zfejmé Y lez i
na SP), a nakonec bud Z bud kolmy prumét bodu 7" do roviny podstav.

%

S Z Y P
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Z Pythagorovy véty snadno spoéitame |VY| = 130. Jelikoz se koule dotykd
kuzele, jsou na sebe VT a TO kolmé. Trojihelniky TXO a VSY jsou tedy
podobné (lezi v jedné roviné a dvojice odpovidajicich si stran jsou na sebe

kolmé), odkud dostavame |TX| = 2r, [0X| = Zr. Jelikoz
18
ITZ| =|VS|—r—|0X]| =120 — "

muzeme z podobnosti trojihelnika V.SY a TZY dopocitat

18 ) 15

Tedy |SZ| = |SY| — |2Y| = i2r. Protoze |ZP| = |TX|, mdme

15 39 3
P A ZP — — —r = —r.
|[SP|=|S8Z|+ |ZP| = r+26r 56" 2r

Yvev

S jednim z vrcholu Protoze délka strany tohoto trojihelnika je 100, je |SP|
100\/ . Tedy 3r = 100f ar— 200f

Uloha 55J / 45S. Radky a sloupce tabulky 7 x 7 jsou standardné oéislovany
¢isly 1,2,...,7. Kolika zptisoby miizeme do policek tabulky rozmistit osm na-
bojnic tak, ze pro kazdé dvé nabojnice bude rozdil ¢isel jejich fadki nebo rozdil
Cisel jejich sloupcu alespon t1i?

Visledek. 51

Resend. Pro tcely feseni budeme pismeny A-G znadit sloupce a &isly 1-7 fadky
tabulky. Rozebereme vSechny moznosti v zavislosti na poloze nabojnice, ktera
je nejblize ke stfedu. Je-li jedna nabojnice primo ve stiedu, tedy na D4, musi
byt ostatni po obvodu. Vzhledem k podmince ze zadani bude vzdy sest ndbojnic
pravidelné rozestavenych a zbylé dvé budou mit volnost na hrané. Pro jednu
vybranou hranu dostavame ziejmé deset moznosti. Pfi otoc¢eni o 90%rc se vzdy
jedna moznost opakuje, a tedy s nabojnici ve stfedu mame dohromady 36
moznosti.

Necht je nyni jedna z nabojnic od sttedu vzdalena o 1 (BGNO lezi na D3).
Protoze mezi B1 a F1 nemohou byt nabojnice, musi Sest z nich lezet na polich
Al, A4, A7, G1, G4, G7 a posledni na D6 nebo D7. To ndm dava dvé moznosti.
Uvéazime-li vSechny ¢tyfi polohy stredové ndbojnice, ziskdvime dohromady 8
moznosti. Pokud je stfedova ndbojnice na D2, dostavame obdobné, Ze posledni
nabojnice mize lezet na D5, D6 nebo D7. Pripad D5 je jiz zapocten a pripad
D6 dava po otoceni pouze dvé nové moznosti. Celkem tedy mame 6 moznosti.
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Konecéné posledni ptipad odpovida vzdalenosti stfedové nabojnice od stfedu o 3
a zahrnuje jedinou moznost — vSechny nabojnice jsou po obvodu. Dohromady
mame 36 + 8 + 6 + 1 = 51 moznosti.

A B CDZFEF G A B CDFEF G
lle ° ° lle )
2 2
3 3 o
41| @ o} ° 41| @ )
5 5
6 6 X
TIX|X|X|[X|X|X]|X 7@ X ()

A B CDUEVF G A B CDUEVF G
lle ) l|le® o} )
2 o} 2
3 3
41| @ ) 41| @ )
5 X 5
6 X 6
7| @ X ° 7@ ° )

Uloha 56J / 46S. Jsou dany tii body A, B a C, které nelezi v primce. Usecka
AB je délicimi body D a E rozdélena na tii stejné dlouhé casti. Bod F je
sttedem usecky AC. Piimky E'F a BF protinaji pfimku C'D v bodech G a
H (v tomto potadf). Je-li obsah trojihelnika DEG roven 18, jaky je obsah
trojuhelnika FGH?

C
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Visledek. 1,8

Reseni. Vyrazem [XY Z] budeme oznacovat obsah trojihelnika XY Z. V troj-
thelniku AEC je G tézistém, a proto % = 2, [DG| = %|DC|. Pouzijeme
metodu hmotnych bodu Bodim A B C pritadime hmotnosti postupné 2, 1,

Vvew

vvev

ZYZ 4 . Z rovnosti 2A + B = 3D soucasné plyne, ze tézisté lezi na tsecce C D

a deéli j Jl vV poméru 52— = 2 . Specidlné tedy dostavame, ze tézistém soustavy je

bod H. o

Tedy |DH| = 2|DCY, coz spolu s |GH| = {5|DC| dava H = 5. Potom
plati

[DEG]  |DG| - |EG]

[FGH] |FG|-|HG)|

a tudiz [FGH| = 1,8.

=2.5=10,

Uloha 57J /47S. Pl4st télesa je tvofen dvéma rovnostrannymi trojihelniky
s délkou strany 1 a Sesti rovnoramennymi trojihelniky s rameny délky z a
podstavou délky 1, viz obrazek. Je-1li objem télesa 6, cemu je rovno x?

1

. /39
Vysledek. %

Reseni. Pro z = 1 by se jednalo o pravidelny osmistén. Jeho objem spoéitdme
jako soucet objemu dvou ¢tyrbokych jehlani se ¢tvercovou podstavou o strané
délky 1 a vysSce (snadno z Pythagorovy véty) \/5 Objem osmisténu je tedy
2¥2 — 2,

Postavme nyni nds osmistén na jednu sténu a k-krat ho ,natdhnéme* ve
sméru kolmém na tuto sténu — kazdy bod tedy vzdalime od této stény k-krat.
Sténami télesa, které takto dostaneme, budou dva rovnostranné trojuhelniky
(protilehld sténa je rovnobéznd s podstavou, a proto zlstane beze zmény) a
Sest rovnoramennych trojihelnikti. Objem vysledného télesa bude pritom k-
krét vétsi nez objem ptivodniho. Pro téleso o objemu 6 je tedy k = 9v/2.
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Nyni staci vyjadrit délku boc¢ni hrany. Ozna¢me spodni podstavu jako ABC
a horni podstavu jako DEF tak, aby pri oznaceni projekci bodu D, E, F' do
spodni roviny jako D', E', F' byl AD'BE'CF’ pravidelny Sestitihelnik. Jelikoz
|AB| = 1, spoéitame |AD’| = @ a z Pythagorovy véty nésledné

|AD| = \/h? +|AD'|2 = | h% + %

kde h je vyska prislusného télesa.

Pro pravidelny osmistén mame hogmisten = /2/3 (nebot |[AD| = 1), pro
téleso o objemu 6 pak higleso = 9v/2 - V2/3 = %. Po dosazenti je

AD] = W+ =222 = SIS _ 5v39
téleso 3 3 \/3 3 .
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