Zadanie 1J. Piotr ma sztabke zlota o rozmiarach 2 x 3 x 4. Jako poczatkujacy kowal stopil sztabke
i z pltynnego zlota stworzyl trzy jednakowe szesciany. Jaka jest diugosé krawedzi szescianéw Piotra?

Wynik. 2

Rozwigzanie. Objetos¢ oryginalnej sztabki wynosi 2 - 3 - 4 = 24. Skoro wszystkie szesSciany maja taka
sama objetosé, to jest ona réwna % = 8. Objetos¢ szescianu jest trzecia potega dlugosci jego krawedzi,
wiec jego krawedz musi mieé¢ dlugoéé /8 = 2.

Zadanie 2J. W noworocznych obchodach uczestniczyty 43 osoby. Bar sprzedawal sok, piwo i szampana.
Podczas nocy 25 o0séb pito piwo, 19 os6b pilo szampana, a 12 oséb pito réwnoczeénie piwo i szampana.
Pozostali byli kierowcami, wigc pili jedynie sok. Nikt nie mieszal soku z piwem lub szampanem. Ile os6b
pito tylko sok?

Wynik. 11

Rozwigzanie. Oznaczmy przez s, p i c liczbe oséb, ktére pity odpowiednio tylko sok, tylko piwo i tylko
szampana. Nikt nie pil réwnoczesnie piwa i soku, wiec osoby, ktére pity tylko piwo to ci, ktérzy pili piwo
i nie pili szampana. Zatem p = 25 — 12 = 13, a takze ¢ = 19 — 12 = 7 z tego samego powodu. Co wiecej,
osoby, ktore pity tylko jeden napdj, to wszyscy poza tymi, ktérzy pili réwnoczeénie piwo i szampana, wiec
s+p+c=43 —12 = 31. Ostatecznie, s =31 —p—c=31—-13—-7=11.

Zadanie 3J. Pijac jedna szklanke czarnej herbaty zyskuje si¢ kofeing na 1 godzine. Pijac jedna szklanke
kawy zyskuje si¢ kofeing na 4 godziny. W jakim stosunku nalezy wymieszaé¢ czarna herbate i kawe, by
uzyskaé pelng szklanke zawierajacg kofeing na 2 godziny?

Wynik. 2:1

Rozwigzanie. Oznaczmy przez k iloé¢ kofeiny na jedna godzing. Wtedy szklanka czarnej herbaty zawiera
k, kawy zawiera 4k, a naszym celem jest uzyskanie 2k w jednej szklance. Mozemy na to spojrze¢ jak na
wlewanie z szklanek herbaty i 1 — x szklanek kawy do jednego kubka. Potrzebujemy, zeby zachodzita
réwno$é x - lk+ (1 —x) -4k =2k, czylizc+4—4de =2 & x = % Szukany stosunek jest wiec réwny

Zadanie 4J. Przedstawione na obrazku lustra v i h sa do siebie prostopadte. Kat miedzy lustrami h i s
ma miare 75 stopni. Promien swiatta padl na lustro v pod katem 50 stopni. Nastepnie odbil sie od luster
h i s w tej kolejnosci. Pod jakim katem padnie teraz na lustro v, jedli kat odbicia jest zawsze réwny
katowi padania?
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Wynik. 80

Rozwigzanie. Zaczniemy od narysowania trajektorii promienia i sprobujemy wyznaczy¢ jak najwiecej
katéw. Pierwszy kat odbicia ma miare 50°, poniewaz kat padania jest réwny katowi odbicia. Jaki jest
kat padania na lustro h? Wiemy, Zze suma katéw w trdojkacie wynosi 180°, wiec x + 50° 4+ 90° = 180°,
stad x = 40°. Poniewaz kolejny kat odbicia jest réwny katowi padania, to on takze ma miare 40°. Jaki
jest kat padania na lustro s? Jak wczeéniej, musi zachodzi¢ y + 40° + 75° = 180°, a wiec kat padania
(i takze odbicia) na lustro s wynosi y = 65°. Pod jakim katem padnie promieni ponownie na lustro v?
Rozwazmy czworokat stworzony przez te trzy lustra i odcinek promienia pomiedzy lustrami s i v. Suma
katéw w tym czworokacie wynosi 360°, co prowadzi do réwnania z + 90° + 75° + (180° — 65°) = 360°.
Rozwiazujac je, dostajemy ze kat padania na lustro v ma miare z = 80°.
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Zadanie 5J. W 2013 roku sklep sprzedal 235 miedzygalaktycznych statkéw kosmicznych. W kazdym
miesigcu sprzedano 20, 16 lub 25 sztuk. Oblicz w ilu miesiacach sklep sprzedal dokladnie odpowiednio 20,
16 i 25 miedzygalaktycznych statkéw kosmicznych.

Wynik. 4, 5, 3

Rozwigzanie. Niech a, b i ¢ oznaczaja liczbe miesiecy kiedy sprzedano odpowiednio 20, 16 i 25 statkow
kosmicznych. Zatem 20a + 16b + 25¢ = 235. Prawa strona tego réwnania jest podzielna przez 5, wiec
lewa takze musi by¢. Oczywiscie 20a 4 25¢ jest wielokrotnoscia 5, wiec musi nia tez byé 16b. Skoro 5 1 16,
to musi zachodzié¢ 5 | b. Sa tylko trzy mozliwosci:

e b=0. Wtedy ¢ = 12 — a i dostajemy 20a + 25(12 — a) = 235, czyli 4a + 60 — 5a = 47. Stad a = 13,

co nie jest mozliwe, gdyz sumarycznie jest tylko 12 miesiecy.
e b=>5. Wtedy a =7 — ¢ i podstawiajac dostajemy 80 + 5¢ = 95. Rozwiazaniem jest a = 4, ¢ = 3.
e b=10. Wtedy a =2 — ¢ i 200 + 5¢ = 35, co nie jest mozliwe.

Zadanie 6J. Dwa okregi maja promienie 5 i 26. Mniejszy z nich przechodzi przez srodek wigkszego.
Rozwazmy najdluzsza i najkrotsza cieciwe wigkszego okregu sposrdd tych, ktére sa styczne do mniejszego
okregu. Jaka jest ich réznica dhugosci?

Wynik. 4

Rozwigzanie. Dluzsza cigciwa jest $rednica duzego okregu, wiec jej dlugosé wynosi 52. Krétsza jest ta,
ktorej odlegloéé od srodka okregu jest najwigksza. Odleglo$é ta moze byé maksymalnie 10, poniewaz
cieciwa musi by¢ styczna do mniejszego okregu. Z twierdzenia Pitagorasa dlugosé krotszej cieciwy wynosi
2 4/262 — 102 = 48, wiec szukana réznica dlugosci jest réwna 52 — 48 = 4.

Zadanie 7J. Collin Farrel urodzil si¢ w poprzednim wieku w Sennej Kotlinie. Wiemy, ze jego wiek
w 1999 roku byt taki sam jak suma cyfr roku jego urodzenia. W ktérym roku urodzit sie Collin Farrel?

Wynik. 1976

Rozwigzanie. Niech 10x + y bedzie jego wiekiem w 1999. Poniewaz urodzit sie w XX wieku, suma cyfr
roku jego urodzenia wynosi 1 + 94 (9 —z) + (9 — y), zatem 28 — x — y = 10z + y, czyli 28 = 11z + 2y.
Skoro 0 < z,y <9, to jedynym rozwiazaniem jest x = 2, y = 3, wiec urodzil si¢ w 1999 — 23 = 1976.



Zadanie 8J. Ciasna opaska jest naciagnieta na cztery kola o promieniu 1, ktére sa parami styczne
(oprécz gérnego i dolnego), jak na diagramie ponizej. Jaka jest dlugosé opaski?

Wynik. 8 + 2w

Rozwigzanie. Opaske mozemy podzieli¢ na dwa rodzaje czesci: proste i zaokrgglone. Sumaryczna diugosé
zaokraglonych czesci jest taka jak pelny obwdd kota, czyli 2. Dlugosé prostego odcinka opaski pomiedzy
dwoma kolami jest dokladnie taka, jak odlegtosé miedzy punktami stycznosci opaski i kot, ktéra z kolei
jest réwna odlegtosci pomiedzy srodkami két, czyli 2. Z symetrii opaski otrzymujemy, ze jej pelna dlugosc
wynosi 4 - 2 + 21 = 8 + 2.

Zadanie 9J. Nauczyciel pewnego sportu zawsze ustawia swoja klase robakdéw zgodnie z liczbg nog, ktére
posiadaja, od najmniejszej do najwiekszej. W ostatnich zawodach uczestniczyli robak Robcio oraz cztery
inne robaki, ktére mialy odpowiednio 6, 3, 10 i 9 nég. Wiemy, ze kiedy byli ustawieni w odpowiedniej
kolejnosci, srodkowy robak mial tyle samo nog, ile wynosila érednia liczba nog calej piatki robakdw.
Wyznacz wszystkie mozliwe liczby nég Robcia.

Wynik. 2, 7, 17

Rozwigzanie. Niech m bedzie liczba nég srodkowego robaka, a z liczba nég Robcia. Mamy wiec
m = % =5+ “Tx Srodkowy robak musi mieé 6, 9 lub x nég, wiec mozemy sprawdzié¢ wszystkie
mozliwosci. Przykladowo, jesli srodkowy ma x ndg, to otrzymujemy x = m = 5+3+TI < br =25434+x &
x = 7. Podobnie rozwazamy pozostale przypadki.

Zadanie 10J. Dla niezerowych cyfr X i Y przez XY oznaczamy liczbe, ktérej reprezentacja w systemie
dziesigtnym to XY. Wiedzac, ze niezerowe cyfry A, B, C spelniajg réwnos¢ AA+ BB + CC = ABC,
wyznacz ABC.

Wynik. 198

Rozwigzanie. Poréwnujac cyfry jednosci otrzymujemy, ze A+ B+ C = C + f, gdzie f jest réwne 0, 10
lub 20. Skoro A, B sa niezerowymi cyframi, to mozliwe jest tylko A+ B = 10. Podobnie rozwazajac cyfre
dziesigtek dostajemy A 4+ B+ C + 1 = B + 10, gdzie 1 pochodzi z dodawania przy cyfrze jednosci. Stad
A+ C =9. Na koniec przenoszac 1 do cyfry setek dostajemy A =1, a wiecc B=9iC =8.

Zadanie 11J / 1S. Slynny kolekcjoner cial niebieskich Buggo z powodu kryzysu ekonomicznego zmuszony
byt do sprzedazy jednej trzeciej swojej kolekcji. Zaraz po tym oddal corce 3 planety uktadu slonecznego.
Nieco p6zniej odsprzedal jedna trzecia swojej pozostalej kolekcji, a nastepnie przekazal zonie dwa ksiezyce
Jowisza i dwa ksiezyce Saturna. Kiedy ponownie sprzedal jedng trzecia swoich pozostalych cial niebieskich
oraz Marsa z dwoma ksiezycami, w jego kolekcji pozostato tylko 9 planet systemu Alfa Centauri. Ile ciat
niebieskich Buggo mial na poczatku?

Wynik. 54

Rozwigzanie. Niech x bedzie poczatkowa liczbg cial niebieskich Buggo. Napiszmy wyrazenie opisujace ich
liczbe na poszczegdlnych etapach:
x, %x, %1‘—3, R %(%(%x—?)) —4) —3=09.

Po przeksztalceniach otrzymujemy

z=3(3(3(9+3)+4) +3) =54.



Zadanie 12J / 2S. Wyznacz najmniejsza liczbe calkowita wieksza niz 2014, ktérej nie mozna zapisaé
jako sumy dwéch palindroméw.
Uwaga: Palindrom to liczba, ktéra jest taka sama czytana od lewej do prawej i od prawej do lewe;.

Wynik. 2019

Rozwigzanie. Jedli liczbe wieksza niz 2014 da sie zapisaé jako sume dwéch palindroméw, to jeden z nich
jest liczba czterocyfrowa. Takich palindroméw nie jest wiele: 1001, 1111,...,1991, 2002 (inne sa za duze).
Mozemy zapisaé liczby do 2018 nastepujaco 2015 = 1551 + 464, 2016 = 1441 + 575, 2017 = 1331 + 686
i 2018 = 1221 + 797. Dlaczego nie mozemy zapisa¢ 2019 w taki sposob? Gdyby sie dalo, mielibysmy
2019 = 1AA1 + BCB, gdzie A, Bi C sa cyframi. Stad B=81 A+ C =11ub A+ C = 11. Pierwszy
przypadek implikuje, ze TAA1 + 8C8 < 2000, a drugi przypadek daje A + 8 + 1 = 10 (cyfra setek), wiec
A =11iC =10 — sprzecznosé. Zatem szukana liczba jest 2019.

Zadanie 13J / 3S. Vodka dal Ondrowi zagadke numeryczna. Wybral cyfre X i powiedzial ,Myéle o
trzycyfrowej liczbie podzielnej przez 11. Cyfra setek jest X, a cyfra dziesiatek 3. Znajdz cyfre jednosci.”
Ondro szybko zorientowal sie, ze zostal oszukany i nie ma takiej liczby. Jaka cyfre X wybral Vodka?

Wynik. 4

Rozwigzanie. Rozwazajac dobrze znang regute podzielnoéci przez 11, upraszczamy problem do wyznaczenia
dla jakiej cyfry X nie istnieje taka cyfra Y (cyfra jednosci), ze (X +Y) — 3 jest podzielne przez 11. To z
kolei sprowadza si¢ do znalezienia X takiego, ze zachodzi 0 < X +Y — 3 < 11 dla kazdej cyfry Y, co jest
spelione tylko dla X = 4.

Zadanie 14J / 4S. Cztery liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek a < b < ¢ < d. Jesli rozwazymy
wszystkie sze$¢ mozliwych par tych liczb i policzymy ich sumy, otrzymamy szesé réznych liczb, sposréd
ktérych najmniejsze cztery to 1, 2, 3 i 4. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci liczby d.

Wynik. 3.5, 4
Rozwigzanie. Dwie najmniejsze sumy to a+bia+c, wiec a+b =11 a+c = 2. Podobnie, dwie najwieksze
sumy to ¢+ d i b+ d, mamy wiec dwa przypadki:

e a+d=3,b+c=4: Wtedy mamy 20 = (a+b) — (a+c¢)+ (b+¢)=1—-2+4, wiec b= 1.5, co
oznacza, ze a = —0.51 d = 3.5.

e b+ c =3, a+d=4: Te same obliczenia daja nam b =1, wieca=01id =4.

Zadanie 15J /5S. Jack ma dwa razy wiecej lat niz Jill miata, gdy Jack byt w obecnym wieku Jill.
Kiedy Jill bedzie w obecnym wieku Jacka, bedg mie¢ w sumie 90 lat. Ile lat ma Jack?

Wynik. 40

Rozwigzanie. Niech x oznacza wiek Jacka, a y wiek Jill. Pierwszy warunek oznacza = = 2(y — (z — y)),
wiec 3z = 4y. Drugi warunek oznacza ((z —y)+y)+ ((r —y) + ) = 90, co implikuje 3z —y = 90. Zatem
z =401y =30.

Zadanie 16J / 6S. Liczby calkowite dodatnie aq,as, as, . .. tworza ciag arytmetyczny. Jesli a; = 10 oraz
aq, = 100, to jakg wartoS¢ ma aq, 7
Wynik. 820
Rozwigzanie. Wiemy, ze k-ty wyraz ciagu arytmetycznego mozna zapisaé jako ar = a1 + (kK — 1)d =
10+ (k — 1)d. Stad a2 = 10 + d, wiec

= Qa, = a104+q4 = 10+ (9 + d)d = 10 + 9d + d>.

7 zalozenia mamy a,, = 100, stad 100 = 10 + 9d + d?. Jedynym dodatnim rozwigzaniem tego réwnania
kwadratowego jest d = 6. Czyli ar = 4 + 6k i pozostaly nam juz tylko obliczenia: az = 4 4 18 = 22,
Gqs = Q22 = 4+ 132 = 136 i ostatecznie Qa,, = Q136 = 4 + 816 = 820.



Zadanie 17J /7S. Ulubiona liczba Natalii posiada wszystkie ponizsze wlasnodci:
e ma 8 réznych cyfr;
e jej cyfry czytane od lewej do prawej wystepuja w kolejnoéci malejacej;
e jest podzielna przez 180.

Jaka jest ulubiona liczba Natalii?
Wynik. 97654320

Rozwigzanie. Liczba Natalii jest podzielna przez 20, wiec cyfra jednosci jest 0, a cyfra dziesiatek jest
parzysta. Jednak nie moze to by¢ 4, 6 ani 8, poniewaz wdwczas nie wystarczy nam cyfr do stworzenia liczby
o$miocyfrowej (z uwagi na drugi warunek), wiec cyfra dziesiatek jest 2. Nastepnie rozstrzygamy, ktérej
z cyfr 3,4, ...,9 musi brakowaé, by zapewni¢ podzielnos¢ przez 9. Poniewaz 0 +2+3+4+4...4+9 =44,
musimy pominaé cyfre 8. Ostatecznie, korzystajac z drugiego warunku, wnioskujemy, ze ulubiona liczba
Natalii to 97654320.

Zadanie 18J /8S. Kika lubi budowaé¢ modele tréjwymiarowych bryl z papieru w kratke. Ostatnim
razem wycieta ksztalt przedstawiony na obrazku ponizej. Nastepnie skleita go w taki sposéb, ze zadne
dwa kwadraty sie nie pokrywaly, utworzona bryla nie miata dziur oraz miala niezerowa objeto$é. Ile
wierzcholtkéw miala bryla, ktora ztozyla Kika?

Uwaga: Za wierzcholki uznajemy wierzchotki otrzymanej bryly, a nie punkty kratowe papieru.

HEN

Wynik. 12

Rozwigzanie. Widzimy, ze jesli spojrzymy na otrzymana bryte z przodu, zobaczymy tyle samo kwadratéw,
co gdybyémy patrzyli z tytu. Podobnie z géry i dotu oraz lewej i prawej. Niech a, b, c oznaczaja liczby
kwadratéw widocznych z gory, z prawej i z przodu. Wéwcezas musi zachodzié¢ réwnosé 2(a + b+ ¢) = 14,
gdyz bryla jest za mala by miala niewidoczne kwadraty. Bez straty ogoélno$ci mozemy zalozyé, ze
a < b <c. Wtedy mamy 4 mozliwosci (a, b, ¢): (1,1,5), (1,2,4), (1,3,3) oraz (2,2, 3). Nieréwnos¢ ¢ < ab
eliminuje dwie mozliwosci i pozostaja tylko dwie: prostopadtoscian 1 x 3 x 3 oraz ksztalt litery L. Nie
moze to by¢ prostopadloscian, wiec jedyna mozliwoécig jest ksztalt litery L, ktéry ma 12 wierzcholtkéw.

Zadanie 19J /9S. Wyznacz wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych a,b, ze ab = NWD(a,b) +
NWW(a,b), gdzie NWD(a,b) to najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a i b, a NWW (a, b) to najmniejsza
wspolna wielokrotnosé liczb a i b.

Wynik. (2, 2)

Rozwigzanie. Niech d = NWD(a, b). Rozwazajac dzielniki pierwsze a i b, otrzymujemy (ogdlna) zaleznosé
NWW (a,b) = ab/d, wiec ab = d + ab/d, czyli (d — 1)ab = d?. Poniewaz a,b > d i d > 0, otrzymujemy
a=b=did—1=1, zatem (a,b) = (2,2).



Zadanie 20J /10S. Zaba porusza sie po przedstawionym ponizej diagramie sktadajacym sie 29 kwa-
dratéw jednostkowych. W kazdym kroku skacze albo do kwadratu przylegajacego powyzej (jesli taki
istnieje), albo do kwadratu znajdujacego sie bezposrednio powyzej i po prawej od jej obecnej pozycji
(jedli taki istnieje). Zaba zaczyna w jednym z pieciu kwadratéw w dolnym rzedzie i skacze dopdki nie
dojdzie do gérnego rzedu. Ile réznych Sciezek od dolnego do gérnego rzedu moze obraé zaba?

|

Wynik. 256

Rozwigzanie. Dla kazdego kwadratu jednostkowego znajdujemy liczbe mozliwych drég dotarcia do niego.
W dolnym rzedzie do kazdego kwadratu mamy tylko jedna droge. W drugim rzedzie dla kazdego kwadratu
mamy dwie drogi — z dotu lub po skosie. Podobnie sa 4 mozliwoéci dla kwadratéw z trzeciego rzedu, 8
dla kolejnego i 16 mozliwoéci dla kwadratu w srodkowym rzedzie. Teraz mozemy wykorzystac¢ symetrie
diagramu — jest tyle samo drég dotarcia z dotu do érodka, co z géry do srodka. Dlatego odpowiedz to
16 - 16 = 256.

Zadanie 21J /118. Palo chodzi wzdluz przekatnych oémiokata foremnego. Jego spacer zaczyna sie w
wierzchotku o$miokata i prowadzi przez wszystkie przekatne tak, ze po kazdej z nich przechodzi doktadnie
raz. Ile r6znych takich spaceréw moze zrobi¢ Palo?

Wynik. 0

Rozwigzanie. Gdy Palo wejdzie do wierzchotka innego niz pierwszy i ostatni, musi z niego wyjs¢ nieuzywana
wezedniej przekatna. Liczba przekatnych wychodzacych z kazdego wierzchotka jest nieparzysta (wynosi 5),
dlatego Palo nie moze przejs¢ po wszystkich przekatnych wychodzacych z pewnego wierzchotka. Zatem
nie ma zadnego takiego spaceru.

Zadanie 22J /12S. Krata G skladajaca sie z 2014 x 2014 pdl jednostkowych ma lewy dolny rég polozony
w punkcie o wspéirzednych (0,0), a prawy gérny rég w (2014,2014). Prosta p przechodzi przez punkty o
wspOlrzednych (0,0) i (2014, 2019). Ile pdl jednostkowych G przecina prosta p?

Uwaga: Prosta przecina pole jesli ma co najmniej dwa punkty wspélne z nim. Na przyklad przekatna
kraty G przecina 2014 pél jednostkowych.

Wynik. 4023

Rozwigzanie. Skoro prosta p przechodzi przez punkty (0,0) i (2014, 2019), to réwniez przechodzi przez
kazdy punkt (z,y), dla ktérego z/y = 2014/2019. Liczby 2014 i 2019 sa wzglednie pierwsze, wiec p nie
przechodzi przez zaden wierzcholek pola jednostkowego pomiedzy (0,0) a (2014, 2019). Innymi stowy,
kiedykolwiek p przecina pewna linie kraty, to wchodzi do wnetrza nowego pola jednostkowego. Prosta
p opuszcza krate G w punkcie (20142/2019,2014). Do tego czasu przecina 2013 poziomych linii kraty
i [2014%/2019] = 2009 pionowych linii kraty. Zatem przejdzie przez pole jednostkowe w lewym dolnym
rogu, a nastepnie przez 2013 + 2009 innych pdl jednostkowych. Sumarycznie daje to 1+2013+2009 = 4023
pola jednostkowe.

Zadanie 23J /13S. Wypukly n-kat ma jeden kat o pewnej mierze, a wszystkie pozostale n — 1 katéw
ma miar¢ 150 stopni. Jakie sa mozliwe wartosci liczby n? Wypisz wszystkie mozliwosci.

Wynik. 8, 9, 10, 11, 12

Rozwigzanie. Kazdy n-kat moze by¢ pociety na n — 2 tréjkaty, wiec suma jego katéw wewnetrznych wynosi
(n — 2)180 stopni. Mamy wigc (n — 2)180° = 150°(n — 1) 4+ x, czyli n = 2/30° + 7, gdzie 0° < = < 180°
jest pewnym katem wypuklym. Zatem 8 < n < 12.



Zadanie 24J /148S. Jesli boki a, b, ¢ tréjkata spekniaja réwnosé

3 1 1
= + s
at+b+ec a+bdb a+c

to jaki jest kat pomiedzy bokami b i ¢?
Wynik. 60°

Rozwigzanie. Po wymnozeniu przez mianowniki uzyskujemy
3(a® + ab + ac + be) = 2a® + b + % + 3(ab + ac) + 2bc,

czyli a® = b2 + ¢ — be. Z twierdzenia cosinuséw mamy a? = b% + ¢ — 2bc cos(a). Stad cosa = %, wiec
a = 60°.

Zadanie 25J / 15S. Wyznacz wszystkie liczby calkowite miedzy 1 a 200, ktérych rézne dzielniki pierwsze
sumuja sie do 16. Przykladowo, suma réznych dzielnikéw pierwszych liczby 12 to 2 + 3 = 5.
Wynik. 66, 132, 198, 55, 39, 117

Rozwigzanie. Liczba 16 moze by¢ zapisana jako suma réznych liczb pierwszych na nastepujace sposoby:
16=24+3+11=3+13=5+11.

Pierwszy podzial odpowiada liczbom postaci 2¢3°11¢, gdzie a, b, ¢ sa dodatnimi liczbami catkowitymi;
tylko 2-3-11 =66, 22-3-11 = 132 oraz 2 - 32 - 11 = 198 sa mniejsze lub réwne 200. Drugi podzial daje
nam 3 -13 = 39, 32 - 13 = 117, a z ostatniego uzyskujemy 5 - 11 = 55.

Zadanie 26J / 16S. Dlugosci bokéw na diagramie spelniaja réwnosci DA = AB = BE, GA= AC =CF
iIC=CB=BH. Co wiecej, EF = DI =5 i GH = 6. Jakie jest pole tréjkata ABC?

I F

Wynik. 3

Rozwigzanie. Odcinek AC laczy $rodki DB i BI. Zatem jego dlugo$é musi wynosi¢é AC = DI/2 = 2.5.
Podobnie CB = EF /2 = 2.5 oraz AB = GH /2 = 3. Tr6jkat ABC jest ostrokatny i jego pole moze wiec
by¢ policzone z twierdzenia Pitagorasa

VAC? — (AB/2)?- AB/2 = \/6.25 —2.25 - 1.5 = 3.

Zadanie 27J / 17S. Liczbe pierwsza p nazwiemy mocng jesli jeden z ponizszych warunkéw jest spelniony:
e p jest jednocyfrowa; lub

e usuwajac pierwsza cyfre p uzyskujemy mocng liczbe pierwsza oraz usuwajac ostatnig cyfre p
uzyskujemy mocnag liczbe pierwsza.
Przykladowo, 37 jest mocna liczba pierwsza, gdyz usuwajac jej pierwsza cyfre otrzymujemy 7, usuwajac
ostatnia cyfre dostajemy 3, a obie liczby 3 i 7 sa mocnymi liczbami pierwszymi. Znajdz wszystkie mocne
liczby pierwsze.

Wynik. 2, 3,5, 7, 23, 37, 53, 73, 373



Rozwigzanie. Jednocyfrowe mocne liczby pierwsze (IMLP) to 2, 3, 51 7.

Dwucyfrowe mocne liczby pierwsze (2MLP) mozna uzyskaé¢ przez polaczenie dwéch 1IMLP w liczbe
pierwsza. Jest 16 takich mozliwosci. Po odrzuceniu liczb parzystych, podzielnych przez 5 lub 11 oraz
liczb 27 i1 57 pozostaja nam 23, 37, 53 1 73. Wyznaczmy teraz trzycyfrowe mocne liczby pierwsze (3MLP).
Usuwajac pierwsza lub ostatnia cyfre otrzymujemy 2MLP. Czyli musimy mie¢ dwie 2MLP takie, ze druga
cyfra pierwszej jest réwna pierwszej cyfrze drugiej z nich. Jedyne mozliwosci to 237, 537, 737 i 373.
Sposréd nich tylko 373 jest liczba pierwsza. Cazterocyfrowych mocnych liczb pierwszych (4MLP) nie
ma, poniewaz po usunieciu pierwszej i ostatniej cyfry musieliby$my uzyskaé¢ 3MLP, czyli 373, co jest
niemozliwe. Zatem nie moga istnie¢ takze mocne liczby pierwsze majace wigcej niz 4 cyfry. Ostatecznie,
jedynymi mocnymi liczbami pierwszymi sa 2, 3, 5, 7, 23, 37, 53, 73 i 373.

Zadanie 28J / 18S. Niech k i [ beda dwoma okregami o promieniu 16 takimi, ze kazdy z nich przechodzi
przez $rodek drugiego, a p prosta taczaca $rodki tych okregow. Okrag m jest wewnetrznie styczny do
okregéw k il oraz do prostej p. Wyznacz dlugos¢ promienia okregu m.

Wynik. 6

Rozwigzanie. Niech Sy, S; i S, beda $rodkami odpowiednio okregéw k, [ i m, a r promieniem okregu m.

Wiemy, ze Sk, Sy, i punkt stycznosci m i k lezg na jednej prostej, wiec SiS,, = 16 — r. Niech A bedzie
punktem stycznosci m i p. Z symetrii mamy Sy A = S;A = 12—6 = 8. Oczywiscie S;, A = r i prosta S,, A jest

prostopadla do p, wiec z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie ASyAS,, otrzymujemy 82 + r? = (16 — r)?,
co oznacza, ze r = 6.

Zadanie 29J /19S. Ile jest szesciocyfrowych liczb calkowitych dodatnich, w ktérych kazda cyfra
wystepuje tyle razy, jaka jest wartosé tej cyfry? Przykladem takiej liczby jest 133232.

Wynik. 82

Rozwigzanie. Najpierw zauwazmy, ze suma réznych cyfr tej liczby musi wynosi¢ 6. Widzimy, ze 0 nie
moze w niej wystapi¢, wiec jedyne mozliwosci to 6 =6; 1+5=06;1+2+3 =6 i 2+ 4. Przeanalizujmy je
po kolei. Dla cyfry {6} jedyna liczba jest 666666. Dla cyfr {1,5} mamy 6 mozliwodci (dla kazdej pozycji
cyfry 1). Dla cyfr {2,4} mamy (g) = 15 mozliwoéci, poniewaz wybieramy dwie pozycje dla cyfry 3. Na
koniec, dla cyfr {1,2,3} mamy 6 - (g) = 60 mozliwosci, bo najpierw wybieramy pozycje dla 1, a potem
dwie pozycje dla 2 z pozostalych pieciu. Sumarycznie mamy 1+ 6 4+ 15 4+ 60 = 82 réznych liczb.



Zadanie 30J / 20S. By potwierdzi¢ swoja reputacje fajnego czlowieka, E.T. skleil ze sobg cztery kule o
promieniu 1 tak, ze byly parami styczne. Jaki jest promien najmniejszej sfery, ktéra zawiera wszystkie
cztery kule E.T.?

Wynik. 1+ 48

Rozwigzanie. Kiedy zmniejszymy promien szukanej sfery o 1, otrzymamy sfere C' opisana na czworoScianie
foremnym 7" utworzonym przez $rodki zadanych kul. Zauwazmy, ze krawedzie T  sa dlugosci 2. Korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze wysokosdci écian T’ maja dlugoéé /4 — 1 = /3. Korzystajac
ponownie z twierdzenia Pitagorasa mozemy obliczy¢ dtugosé wysokosci T' uzyskujac /4 — (%\/5)2 = %\/6
Wiadomo (lub mozemy po raz trzeci uzyé twierdzenia Pitagorasa), ze $rodek C lezy w jednej czwartej

wysokoéci, co oznacza, ze promien C' ma dlugosé \/767 a szukany promien to 1 + ‘/Té.

Zadanie 31J / 21S. Wyznacz liczbe par liczb catkowitych dodatnich (z,y) spelniajacych y < 2 < 100
takich, ze liczby x? — 32 i 23 — 4> sa wzglednie pierwsze.

Wynik. 99

Rozwigzanie. Uzyjmy wzoréw x2 —y? = (z—y)(z+y) i 2® —y3 = (z —y)(2® + 2y +y?). By uzyskaé liczby
wzglednie pierwsze musimy mie¢ © —y = 1, wiec y = z — 1. Podstawiajac za y, szukamy takiego x, ze
NWD(2z—1,32%2—-3z+1) = 1. Po odjeciu (z—1)(2x—1) od drugiej liczby dostajemy NWD(2z—1,2%) = 1.
Przypusémy, ze istnieje liczba pierwsza p, ktéra dzieli 2x — 1 i 2%2. Wtedy p |z ip| 22 — 1, wiec p | 1.
Czyli nie istnieje taka liczba p, a wiec NWD(2z — 1,322 — 3z +1) = 1 dla kazdego x > 1. Zatem, y = v —1
jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym. Szukane pary to (2,1),(3,2),...,(100,99) i jest ich 99.

Zadanie 32J /22S. Rozwazmy liczbe zaczynajaca sie od 122333444455555. .. i kontynuowana w taki
sposéb, ze kazda liczbe naturalng wypisujemy tyle razy ile wynosi jej wartos¢. Zatrzymujemy sie po
napisaniu 2014 cyfr. Jaka jest ostatnia cyfra tej liczby?

Wynik. 4



Rozwigzanie. Liczby jednocyfrowe zajmuja doktadnie 1 4+ 2 + ...+ 9 = 45 pozycji. Dwucyfrowe zajelyby
2010 + 11 + ... 4+ 99) = 2(2590 — 220y = 9900 — 90 = 9810. Zatem osiagniemy 2014 cyfr piszac liczby
dwucyfrowe. Zauwazmy, ze szukamy cyfry na pozycji parzystej, wiec musimy zna¢ tylko cyfre dziesiatek
liczby zajmujacej 2014-ta pozycje. Ostatnia cyfra jaka napiszemy to cyfra dziesiatek najmniejszego n
takiego, ze 45 4+ 2(10 + 11 4+ ... + n) > 2014. Widzimy, ze 40 < n < 50, zatem ostatnia cyfra jest 4.

Zadanie 33J /23S. Jaka jest najmniejsza liczba calkowita dodatnia N, dla ktérej réwnanie (z2 —

1)(y?> —1) = N ma co najmniej 2 rézne rozwiazania takie, ze 0 < o < y oraz x i y sa liczbami calkowitymi?
Wynik. 360

Rozwigzanie. Wypiszmy jakie wartosci moze przyjaé (t2 — 1) —sa to 0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99, 120,
itd. Chcemy znalezé dwie pary z takim samym iloczynem tak, by byl on jak najmniejszy. Zauwazmy, ze
3-120 = 15- 24. Wida¢, ze jest to najmniejszy iloczyn z 3 w jednej z par. Iloczyny bez czynnika réwnego
3 mniejsze niz 360 to 8 -8, 8-15, 8-24, 8-351 15- 15, ale zadne z nich nie sg réwne. Zatem szukang
liczba N jest 360.

Zadanie 34J /24S. Dwa okregi o promieniach 1 i 3 sa styczne w punkcie A. Ich wspdlna styczna
(nieprzechodzaca przez A) jest styczna do nich w punktach B i C. Wyznacz warto$é wyrazenia AB? +
BC? 4+ AC?.

Wynik. 24

Rozwigzanie. Niech S7 bedzie srodkiem mniejszego okregu, Sy srodkiem wigkszego, a T punktem gdzie
prosta BC' przecina wspdélna styczng przechodzaca przez A. Zauwazmy, ze TC = TA = T B, co oznacza,
ze tréjkat ABC jest prostokatny, a stad AB2 + AC? = BC?. Przesunmy teraz odcinek BC tak, ze B
przejdzie na S; i oznaczmy przez P miejsce gdzie przejdzie punkt C. Zauwazmy, ze CP = S1B = 1,
a twierdzenie Pitagorasa daje nam BC? = S;P? = (S1 A+ S2A4)? — (S2C — CP)? = 12, czyli odpowiedzia
jest 24.

Zadanie 35J /25S. ZnajdZ najwieksza taka liczbe pierwsza p, ze pP | 2014!.
Wynik. 43

Rozwigzanie. Niech g bedzie liczba pierwsza. Czynniki 2014! podzielne przez g to q,2q, ..., [2014/q|q.
Oznaczajac m = [2014/q|, mamy ¢™ | 2014!. Jedli ¢ > m to ¢*> > 2014, wigc ¢™*!  2014!, czyli
réwniez g7 1 2014!. Jesli ¢ < m, to ¢? | 2014!. Zatem szukamy najwickszej liczby pierwszej p takiej, ze
p < [2014/p], czyli p? < 2014, co oznacza, ze p = 43.

Zadanie 36J / 26S. Rozwazmy tabele skladajaca si¢ z 2 kolumn i 2014 wierszy. Iloma sposobami mozna
te tabele pomalowac¢ 3 kolorami tak, aby zadne dwie komoérki o wspélnej krawedzi nie mialy tego samego
koloru?

Wynik. 6 - 32013

Rozwigzanie. Najpierw pokolorujmy dolny wiersz w dowolny sposéb. Mozemy to zrobi¢ na 3-2 = 6
mozliwosci. Zauwazmy teraz, ze jesli pewien wiersz ma kolory (a,b), to najblizszy wyzszy wiersz musi
mieé (b, a), (b,c) lub (¢, a), niezaleznie od koloréw nizszych wierszy. Zatem w pierwszym wierszu mamy 6

mozliwych pokolorowan, a na kazdym kolejnym 3, niezaleznie od wczesniejszych wierszy. Sumarycznie
mamy wiec 6 - 32013 réznych sposobéw kolorowania.
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Zadanie 37J /27S. ZnajdZz najmniejsza liczbe calkowita dodatnia m, dla ktérej 5m jest piata potega
liczby calkowitej, 6m jest szdsta potega liczby catkowitej, a 7m jest sibdma potega liczby calkowitej.

Wynik. 58463579

Rozwigzanie. Zapiszmy m w postaci m = 5%6°7¢d, gdzie d nie jest podzielna przez 5, 6 ani 7. Skoro 5m
jest piata potega, to 5 dzieli a 4+ 1, b i ¢. Analogicznie 6|a,b+ 1, ¢ oraz T|a,b,c+ 1. Réwnoczeénie d musi
byé¢ 5., 6. i 7. potega, a skoro szukamy najmniejszej takiej liczby m, to d = 1. Liczba a jest podzielna
przez 42, a a + 1 przez 5, wiec najmniejsza taka a jest 84. Analogicznie znajdujemy b = 35 i ¢ = 90.
Ostatecznie, szukana liczba jest 53463°790.

Zadanie 38J /28S. Skladamy prostokatna kartke papieru w taki sposéb, zeby dwa przeciwlegle rogi
(po przekatnej) pokryly sie, tworzac w ten sposéb zgiecie, czyli odcinek widoczny na papierze. Okazuje
sie, ze dlugod¢ tego zgiecia jest taka sama jak dlugo$é dtuzszego boku prostokata. Jaki jest stosunek
dtugosci dtuzszego boku do krotszego boku prostokata?

Wynik. 1+T‘/5

Rozwigzanie. Oznaczmy istotne punkty jak na obrazku. Prostokaty podobne dadza nam taki sam wynik,
wiec mozemy zalozyé, ze AB = 1. Zadanie polega teraz na znalezieniu x = BC'. Najpierw zauwazmy, ze
EF 1 AC, poniewaz EF jest osia symetrii AC. Z symetrii dostajemy tez ES = F'S = 3, a z twierdzenia

Pitagorasa CS = V"”;H. Trojkaty ABC oraz ESC sa podobne, wige T = L”;“ To oznacza, ze

z* — 22 — 1 =0, skad po podstawieniu z = z? znajdujemy jedyne dodatnie rozwiazanie x = 4/ HT\/S
D C

Fq 241

NI

Zadanie 39J /29S. Mamy 20 kolorowych kuleczek, z ktérych kazda jest zélta, niebieska, zielona badz
czerwona. Zakladajac, ze dwie kuleczki tego samego koloru sa nierozréznialne, ile najwiecej moze by¢
niebieskich, jesli wiadomo, ze mozemy ulozy¢ wszystkie kuleczki wzdtuz prostej na doktadnie 1140 réznych
sposobow?

Wynik. 17

Rozwigzanie. Niech b, y, g 1 r oznaczaja odpowiednio liczbe niebieskich, z6ltych, zielonych i czerwonych

kuleczek. Jest (QTO) réznych sposob6éw rozmieszczenia czerwonych kulek. Pozostaje 20 —r pozycji na zielone

20—r
g

kulki moga zosta¢ rozmieszczone na (20_;_9) réznych sposobéw po ustawieniu czerwonych i zielonych.

Pozostate niebieskie kulki wypelniaja wolne miejsca. Szukamy wiec najmniejszego y + g + r takiego, ze

(0, )=

20(20—1)---(b+1)
rlgly!

Jedli b > 18, to licznik jest réwny co najwyzej 20 - 19 = 380, wiec liczba sposobéw jest mniejsza niz 1140.

Dla b = 17 liczba 1140 moze by¢ osiagnieta biorac y =3, g =0, r = 0.

kulki, wiec jest ( ) réznych sposobdw rozmieszczenia ich po ustawieniu czerwonych. Podobnie zétte

Przeksztalcajac otrzymujemy

1140 =
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Zadanie 40J / 30S. Znajdz wszystkie liczby calkowite n > 3 takie, ze n-kat foremny moze by¢ podzielony
na (co najmniej dwa) wielokaty foremne.

Wynik. 3, 4, 6, 12

Rozwigzanie. Najpierw zauwazmy, ze tréjkat rownoboczny moze by¢ podzielony na 4 mniejsze trojkaty
rownoboczne, kwadrat mozna podzieli¢ na cztery mniejsze kwadraty, a szeSciokat foremny mozna podzielié
na 6 mniejszych tréjkatéow réwnobocznych.

Rozwazmy n-kat foremny dla n # 3,4,6. Miary katow wewnetrznych wielokatow foremnych dla
3, 4, 5 i 6 wierzchotkéw wynosza odpowiednio 60°, 90°, 108° oraz 120°. Musimy nimi ,,wypelni¢” kat
wewnetrzny n-kata uzywajac mniejszego n-kata lub dwdch wielokatéw o co najwyzej pieciu wierzchotkach.
Jednakze pierwsza opcja pozostawia kat ostry inny niz 60°, co nie moze by¢ wypelnione.

Zatem, katy wewnetrzne n-kata musza by¢ wypelnione albo tréjkatem i kwadratem albo tréjkatem
i pieciokatem. Odpowiadajace im katy wewnetrzne to 150° oraz 168°, czyli n jest rowne 12 lub 30.

Jest mozliwe podzielenie dwunastokata foremnego: Naprzemiennie umieszczamy kwadraty i tréjkaty
rownoboczne na bokach wielokata i szesciokat foremny w $rodku.

Podzielenie 30-kata nie jest mozliwe. W podziale musialby by¢ pieciokat na co drugim boku. Dwa
takie pieciokaty stykalyby sie w wierzchotku z jednym katem réwnym 60°, wiec pozostaly kat miatby

mial"@ 84 ; CO nie mOZe byé W ypelnione.
[>

84°

Zadanie 41J / 31S. Na szachownicy 5 x 5 w lewym dolnym rogu stoi wieza. W kazdym ruchu moze sie
porusza¢ tylko w prawo albo tylko w gére o dowolna (niezerowa) liczbe pdl. Iloma sposobami wieza moze
dojsé do prawego gornego rogu? Dwie drogi uwazamy za rozne, jesli ciagi pdl, w ktorych zatrzymuje sie
wieza sa rézne.

Wynik. 838

Rozwigzanie. Dla kazdego pola obliczamy liczbe drog dojscia do niego. Jest tylko jeden sposéb dojscia do
lewego dolnego rogu (pusty ciag ruchéw). Dla kazdego innego pola S stosujemy nastepujace rozumowanie.
Rozwazamy ciagg ruchéw prowadzacych do S i wykluczamy ostatni ruch. Przed nim wieza musiala by¢
w polu T ponizej lub po lewej od pola S. Z drugiej strony, kiedykolwiek wieza dochodzi do pola T ponizej
lub po lewej od S, to dodajac jeden ruch dostajemy droge do S. Zatem, znajac liczbe drég dojécia do
wszystkich takich p6l T, wystarczy je zsumowaé by dostaé liczbe drég dojécia do S.

Przeprowadzamy wiec nastepujaca procedure: Najpierw piszemy 1 w lewym dolnym rogu szachownicy,
a nastepnie wielokrotnie stosujemy zasade ,,Znajdz pole, ktérego wszystkie pola na dole i po lewej sa
wypelnione i wpisz w nim sume tych wartosci.” Szukana liczba znajdzie si¢ w prawym gérnym rogu.

8 | 28 | 94 | 289|838

4 | 12 | 37 | 106 | 289

2 5 | 14 | 37 | 94

1 2 5 | 12 | 28

1 1 2| 418
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Zadanie 42J / 32S. Jaka jest cyfra setek liczby 1120147
Wynik. 2
Rozwigzanie. Z dwumianu Newtona

2014

2014 2014 2014 2014
11201 = (1 4 10)%° = 1 1 1 1000- > 10773,
(14 10) 0 + ) 0+ 5 00 + 1000 2\ 0

Musimy policzy¢ to wyrazenie modulo 1000 i wziaé pierwsza cyfre. Mamy zatem
11291 =1 42014 - 10 4 1007 - 2013 - 100 = 1 + 140 + 7-3 - 100 = 241,  (mod 1000)

czyli szukana cyfra setek jest 2.

Zadanie 43J / 33S. Konik polny skacze po wierzchotkach tréjkata réwnobocznego. W kazdym ruchu,
losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem, wybiera jeden z pozostalych dwoch wierzchotkéw i skacze
do niego. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w dziesiatym skoku konik polny wréci do wierzchotka,
w ktérym zaczal?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A wierzcholek poczatkowy, a przez a; prawdopodobienstwo, ze konik polny
bedzie w wierzchotku A po i skokach (wiec ag = 1). Wyznaczmy wzoér rekurencyjny na a;+1 znajac a;:
Jesli skok i + 1 zakonczyl sie w A, to poprzedni nie i konik polny musial wybraé ,poprawny” wierzchotek
spoérod dwdch mozliwosei, wiec

1
Ai+1 = 5(1 - a;)

O S
Ty T o\ g )
1+2 1\’
P
‘733 2/

1,1 _m
MO= 3T IR T 512

lub réwnowaznie

Skoro ag = 1/3 + 2/3, dostajemy

a zatem

Zadanie 44J / 34S. Kiedy Parsley zaczyna rabaé¢ drzewa ma 100 energii. W kazdej minucie moze
wybraé pomiedzy dwiema mozliwosciami:
o Wyrabac¢ n drzew, gdzie n to jego aktualna energia. To go meczy, przez co jego energia spada o 1.
e Odpoczaé i zyskaé 1 energii. Tak moze zrobi¢ dowolnie wiele razy.

Jaka jest maksymalna liczba drzew jaka moze Parsley wycia¢ w ciagu 60 minut?
Wynik. 4293

Rozwigzanie. Jedli Parsley spedzi minute na odpoczynku, a w nastepnej minucie bedzie Scinal drzewa,
zetnie o jedno drzewo wiecej niz gdyby najpierw $cinal, a potem odpoczywat. W obu przypadkach jego
energia si¢ nie zmieni. Zatem, by zmaksymalizowac liczbe Scietych drzew, zaczyna od r minut odpoczynku,
po czym $cina przez 60 — r minut, dla pewnego r. Sumaryczna liczba $cigtych drzew jest wigc rowna

(r + 100 + 2r + 41)

(r4+100)+(r+99)+...4+(r+100—(60—r—1)) = 5

(60—7) = —%((r76.5)272862.25).

Maksimum jest osiagniete gdy (r — 6.5)? jest najmniejsze, to jest dla r = 6 lub r = 7. W tym przypadku
Parsley wytnie % - 2862 = 4293 drzewa.
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Zadanie 45J /35S. Rozwazmy zbiér VN = {V/1,v/2,v3,V4,...}, czyli zbiér pierwiastkéw kwadra-
towych z liczb calkowitych dodatnich. Niech S bedzie zbiorem liczb rzeczywistych a, dla ktorych
réwnoczesnie a € v/N oraz 36/a € v/N. Jaki jest iloczyn wszystkich elementéw zbioru S?

Wynik. 62°

Rozwigzanie. JeSli a = \/Mig1 oraz 36/a = /Mg 2 dla pewnego n4,1,Mq2 € N, t0 ng 114,2 = 362. Dzieki
tej obserwacji mozemy obliczy¢ szukany iloczyn nastepujaco:

Ha:\/Hna,lz\/H n= 11 2k13k2=\/ [T 2103k = V250350 = 6%
0

a€sS a€sS n|362 0<ky,k2<4 <ko<4

Zadanie 46J /36S. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze iloczyn losowo wybranych 2014 cyfr bedzie
podzielny przez 107

Wynik. 1 — (3)2014 — (5)2014 4 (4)2014

Rozwigzanie. Szukamy prawdopodobienstwa, ze iloczyn jest réwnoczes$nie podzielny przez 2 i 5. Obliczmy
prawodopodobienstwo zdarzenia przeciwnego. Prawdopodobieristwo, Ze iloczyn nie jest podzielny przez
2 wynosi a = (5/10)%?01* (wszystkie czynniki musza by¢ nieparzyste). Prawdopodobiefistwo, ze iloczyn
nie jest podzielny przez 5 jest réwne b = (8/10)2°!* (nie moze wystapié¢ 0 ani 5), a prawdopodobieristwo,
ze iloczyn nie jest podzielny przez 2 ani 5 to ¢ = (4/10)2°M. Szukane prawdopodobienistwo wynosi
1 —a — b+ ¢, poniewaz dwukrotnie odjeliSmy prawdopodobienstwo niepodzielnosci przez 2 i 5 i dlatego
musieliSmy je dodac.

Zadanie 47J / 37S. Wyznacz wartos¢ wyrazenia

12014/ —2014] + |2014¢/—2013) + ... + [2014/2014).
Uwaga: |x] oznacza najwieksza liczbe catkowita niewieksza niz x.
Wynik. —2002

Rozwigzanie. Zapiszmy to wyrazenie w postaci

12014V/0] + (20141 + [2014/=1]) + ...+ (|2014V/2014 ] + [2014/—-2014]) =
= (|2014V/1] — [2014V/1]) + (|2014V/2| — [2014V/2]) + ...+ (|2014/2014| — [2014V/2014]),
gdzie [z] oznacza najmniejsza liczbe calkowita niemniejsza niz xz. Zauwazmy, ze jesli x jest liczba
catkowita, to |x]| — [z] jest ré6wne zero, a w przeciwnym przypadku wynosi —1. Poniewaz pierwiastek
szedcienny liczby catkowitej jest liczba catkowita lub niewymierna, to szukana suma wynosi minus liczba

liczb miedzy 1 a 2014 (wlacznie), ktére nie sg szedcianami. Skoro 123 = 1728 < 2014 i 133 = 2197 > 2014,
to jest dokladnie 12 szesciandéw miedzy 1 a 2014, wiec szukana wartoscia jest —(2014 — 12) = —2002.

Zadanie 48J / 38S. Borys obliczal sume 1+ 2+ 3+ ...+ 2012. Jednakze, zapomnial dodaé niektérych
liczb i otrzymat liczbe podzielng przez 2011. Ania obliczata sume A =142+ 3+ ...+ 2013, zapomniala
dodaé tych samych liczb co Borys i otrzymala liczbe N podzielng przez 2014. Jaki jest stosunek N/A?

Wynik. 2/3
Rozwigzanie. Liczba Borysa jest N — 2013, wiec
N =2013=2 (mod 2011)
i N =0 (mod 2014). Podobnie mozemy postapi¢ z liczba 2A:
2A =2013-2014 =0 (mod 2014)

i24=2-3=06 (mod 2011). Skoro 2A jest podzielne przez 3 (z podzielnosci przez 2013), a 2011 i 2014
nie sa, to mozemy podzieli¢ powyzsze kongruencje dla A przez 3. Okazuje sie, ze 2A/3 spelnia wszystkie
warunki liczby N. Z drugiej strony, zadne inne N nie jest mozliwe, gdyz odlegtos¢ od najblizszej liczby
spelniajacej te kongruencje dla N wynosi 2011 - 2014 > A. Zatem N/A = 2/3.
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Zadanie 49J / 39S. Gramy w gre za pomoce 16 kart utozonych w rzedzie. Kazda karta jest z jednej
strony czarna, a z drugiej czerwona. Ruch polega na wybraniu grupy sasiadujacych kart (mozliwe, ze
zawierajacej tylko 1 karte), w ktérej karta polozona najbardziej z lewej jest czarna, a reszta kart jest
czerwona, a nastepnie obréceniu wszystkich kart z tej grupy na druga strone. Gra konczy sie gdy nie
mozna juz wykonaé ruchu. Ile najwiecej ruchéw mozna wykonaé w trakcie tej gry?

Wynik. 216 — 1

Rozwigzanie. Wyobrazmy sobie rzad 16 kart jako liczbe binarna, gdzie czarna strona odpowiada cyfrze
0, a czerwona cyfrze 1. Ruchowi w naszej grze odpowiada binarne dodanie pewnej liczby catkowitej
dodatniej tak, ze suma pozostaje mniejsza niz 2'6. Zatem gra moze mieé¢ co najwyzej 2'¢ — 1 ruchéw.
Taka liczba ruchéw moze by¢ osiagnieta: rozwazmy poczatkowy stan skladajacy sie z samych zer (czyli
wszystkich kart czarnych) i sekwencje ruchéw odpowiadajaca dodawaniu 1 w kazdym ruchu.

Zadanie 50J / 40S. Tréjkat prostokatny ma wszystkie boki bedace liczbami calkowitymi, przy czym
jedna z jego przyprostokatnych ma diugosé 20144, Ile takich tréjkatéw istnieje?

o 272921
Wynik. e

Rozwigzanie. Oznaczmy dlugo$é drugiej przyprostokatnej przez b, a przeciwprostokatnej przez c. Z twier-
dzenia Pitagorasa (c—b)(c+b) = 201428, Wszystkie dtugosci bokéw s liczbami calkowitymi, wiec problem
polega na obliczeniu na ile sposobéw mozemy zapisaé¢ 20142 jako iloczyn dwéch réznych parzystych
dzielnikéw. Musza by¢ parzyste, gdyz liczby ¢ —b i ¢+ b maja ta sama parzystosé, wiec sa parzyste. Muszg
byé rézne, bo ¢ — b = ¢ + b oznacza, ze b = 0. Mamy 20142 = 228 . 1928 . 5328 wiec jest 27-29-29 — 1
par dzielnikéw spelniajacych warunki. Wiedzac, ze musimy takze uwgledni¢ nieréwnoéé ¢ — b < c+ b,

dostajemy 27'222_1 mozliwych tréjkatow.

Zadanie 51J /418S. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba calkowita, ktéra nie moze by¢ zapisana jako
suma 11 lub mniej (niekoniecznie réznych) silni?

Wynik. 359

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze liczba n € N moze by¢ jednoznacznie zapisana w postaci n = ijzl ark!
dla pewnego N zaleznego od n i a € N takich, ze ar, < k, gdyz (k + 1)k! = (k 4+ 1)!. Na przyklad
43 = 1+43-3!4-4!. Szukany problem moze by¢ wiec przeformutowany na problem znalezienia najmniejszego
n, dla ktérego Zszl ar = 12. Na to pytanie mozna latwo odpowiedzie¢, gdyz odpowiadajace ap wynosza
a1 =1,as=2,a3 =3, ag =4 oraz a; = 2, tak wiec n = 22:1 apk! = 359.

Zadanie 52J /42S. W turnieju szachowym kazdy z graczy gra przeciwko kazdemu innemu dokladnie
raz. Ponadto, gracze uzgodnili, ze partia nie moze si¢ zakorniczy¢ remisem. Nazwijmy grupe czterech
graczy uporzgdkowang jesli jest w niej wyrazny wygrany i wyrazny przegrany, tj. osoba, ktéra w tej
grupie wszystko wygrala i osoba, ktéra wszystko przegrata. Znajdz najmniejsza dodatnig liczbe catkowita
n taka, ze kazdy turniej z n graczami zawiera grupe czterech graczy, ktéra jest uporzadkowana.

Wynik. 8

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze dla 8 uczestnikéw Srednia liczba zwyciestw pojedynczego gracza to
3.5, wiec musi byé gracz v, ktéry wygral 4 (co najmniej) razy — z graczami a1, as, az oraz ay. Podobnie,
wsréd tych czterech graczy musi by¢ taki, ktory wygral z co najmniej dwoma, wiec mozemy zalozy¢, ze
a1 pokonal as i ag. Kto$ wygral mecz pomiedzy as i az, mozemy zalozy¢, ze as. Zauwazmy, ze grupa
{v,a1,a9, a3} jest uporzadkowana. Zatem szukane n < 8.

W rzeczywistoéci n = 8, poniewaz mniejsza liczba uczestnikéw dopuszcza turniej bez grupy uporzad-
kowanej wielkosci 4. By to udowodnié, zalézmy bez straty ogdlnosci, ze jest 7 graczy aog,...,ag. Dla
kazdego 0 < i < 6 niech gracz a; wygrywa mecz z graczem a; dla j = (i +1) mod 7, (i +2) mod 7
oraz (i +4) mod 7. Jedynymi mozliwymi kandydatami na uporzadkowana grupe sa czwérki z pewnym
graczem i trzema graczami, ktérych on pokonal. Jednakze takie grupy nie sa uporzadkowane.
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Zadanie 53J / 43S. Wybralem dwie liczby calkowite ze zbioru {1,2,...,9}. Nastepnie powiedzialem
Piotrowi ich iloczyn, a Dominikowi ich sume. Potem wywiazala sie nastepujaca rozmowa:
e Piotr: ,,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
e Dominik: ,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
o Piotr: ,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
e Dominik: ,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
e Piotr: ,,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
e Dominik: ,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
e Piotr: ,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
e Dominik: ,Nie wiem, jakie sa to liczby.”
o Piotr: ,Juz wiem, jakie to sg liczby.”
Jakie liczby wybralem?
Wynik. 2, 8

Rozwigzanie. Wiedzac, ze istnieje rozwiazanie, obaj gracze musieli zachowywacé sie w pelni racjonalnie.
Wypisali sumy i iloczyny wszystkich par ze zbioru {1,...,9}. Gdyby Piotr widzial tam tylko raz liczbe,
ktora ustyszal, to ustalilby od razu jakie byly poczatkowe liczby. To sie nie stalo, wiec Dominik moze
zignorowaé wszystkie pary, ktore maja unikalny iloczyn. Teraz, gdyby Dominik mial sume, ktéra
wystepuje tylko raz, to réwniez poznalby poczatkowe liczby. Tak tez sie nie stalo, wiec Piotr moze
wykresli¢ wszystkie pary, ktore maja unikalng sume. W taki sposéb mozemy kontynuowaé dalej, do
uzyskania odpowiedzi.

Zadanie 54J / 44S. Na stole stoja trzy jednakowe stozki o parami stycznych podstawach, pomiedzy
ktérymi umieszczono kule. Kula jest takiej wielkosci, ze jej najwyzszy punkt lezy na tej samej wysokosci
co wierzchotki stozkéw. Jaki jest promien kuli, jesli podstawa stozkéw ma promien réwny 50, a ich
wysoko$¢ wynosi 1207

. 2003
Wynik. =g~

Rozwigzanie. Oznaczmy przez r promien kuli, a przez O jej $rodek. Wybierzmy jeden ze stozkow
i oznaczmy $rodek jego podstawy przez S, jego wierzcholek przez V', a punkt stycznosci z kula przez T.
Niech b bedzie plaszczyzna, w ktorej leza podstawy stozkéw. Niech P bedzie rzutem prostokatnym O na
b, X punktem na prostej OP takim, ze odcinek T'X jest réwnolegly do b, a Y bedzie punktem przeciecia
prostej VT i podstawy wybranego stozka. Na koniec oznaczmy przez Z rzut prostokatny 7' na b.

7 twierdzenia Pitagorasa VY = 130. Skoro kula jest styczna do stoZkéW to odcinek VY jest
prostopadly do T'O. Dlatego AT XO jest podobny do AV SY istad OX = %r oraz TX =12y Zatem

T7 = 120 — 127’ Z podobienistwa AVY S i ATYZ mamy YZ = (120 — 181 r)- > = 50— ]1"7" a stad
SZ = r Z drugiej strony PZ =TX = }gr Zauwazmy, ze Srodki podstaw stozkow tworz@ tréjkat
rownoboczny o boku dhugoéci 100, dla ktérego P jest srodkiem ciezkosci. Zatem SP = M oraz

1oof 12 15 2003
g

SZ = 10%\/5 12r. Majac dwie réwnosci na SZ, obliczamy — 137 = 347, CO oznacza, ze r =
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Zadanie 55J / 45S. Wyobrazmy sobie klatke dla krélikéw utworzona z 7 x 7 komérek. Na ile sposobdéw
mozemy umieéci¢ tam 8 nierozréznialnych zrzedliwych krolikow tak, aby kazde dwa kroliki byly oddalone
od siebie o co najmniej 3 komérki w pionie lub co najmniej 3 komoérki w poziomie?

Wynik. 36 + 8 +6 + 1 =51

Rozwigzanie. Nazwijmy kolumny tej klatki literami A—G, a rzedy liczbami 1-7. Rozwazmy polozenie
krolika znajdujacego si¢ najblizej srodka. Jesli srodkowa komoérka (D4) jest zajeta, to wszystkie pozostate
kroliki muszg byé umieszczone na obwodzie klatki. Analizujac mozliwe polozenia uzyskamy, ze jest
36 takich mozliwosci. Rozwazmy teraz przypadek krélika umieszczonego w D3. Mamy 2 mozliwoéci
w zaleznosci od tego, czy D6 czy D7 jest zajeta. Z symetrii dostajemy, ze w zaleznosci od zajecia D3, D5,
C4 lub E4 mamy sumarycznie 8 mozliwodci. Jesli zajete jest D2, to mamy 2 mozliwosci (zajecie D6 lub
D7) niewystepujace w poprzednim przypadku, gdyz trzecia, polegajaca na zajeciu D5, byla liczona juz
wczesniej. Sumarycznie umieszczenie krolika w D2, D6, B4 lub F4 daje nam 6 nieliczonych wczedniej
mozliwosci. Jesli zajete jest C3, B2 lub C2 (lub symetryczne do nich), to nie istnieje sposéb umieszczenia
pozostalych 7 krolikow. Ostatni przypadek to kiedy wszystkie kroliki sa umieszczone na obwodzie, co
mozna zrobié¢ na 1 sposéb. Sumarycznie mamy wiec 36 + 8 + 6 + 1 = 51 mozliwosci.

A B C DZFEF G A B C DZFEF G
1l @ [ J [ J 1l @ [ J
2 2
3 3 o]
4| @ o [ J 4| @ [ J
5 5
6 6 X
TIX|X|X|X|X|X]|X 7@ X ®

A B C DFE F G A B CDZFE F G
1l @ [ J 1l @ o [ J
2 o] 2
3 3
4| @ [ J 4| @ [ J
) X )

6 X 6
7 @ X [ J 7 @ [ J [ J
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Zadanie 56J / 46S. Dane sa trzy niewspoiliniowe punkty A, B i C. Odcinek AB jest podzielony na
trzy réwne czesci punktami D i E. Punkt F jest srodkiem odcinka AC. Proste EF i BF przecinaja
prosta C'D odpowiednio w punktach G i H. Jakie jest pole AFGH, jesli pole ADEG wynosi 187

C

Wynik. %

Rozwigzanie. Rozwiazemy ten problem umieszczajac w wierzchotkach masy. Intuicja fizyczna jest taka,
ze dwie masy balansuja sie¢ w punkcie bedacym srodkiem ciezkosci wtedy i tylko wtedy gdy iloczyny
masy i odleglosci punktu od érodka ciezkosci sa réwne. Jedli w wierzchotku B umiescimy mase 1,
a w wierzchotkach A i C' masy 2, to wtedy AABC balansuje sie na prostej BF' i na prostej CD. Zatem
balansuje si¢ w punkcie H, gdzie te proste sie przecinaja. Gdy zastapimy masy z punktéw A i C
pojedyncza masa 4 w punkcie F', to tréjkat wciaz balansuje sie w H. Zatem % =4.

Nastepnie rozwazmy ABDF. Umieszczajac masy 1 w punktach B i D oraz mase 4 w punkcie F’
dostajemy, ze ten tréjkat balansuje sie w punkcie G. Uzywajac podobnego argumentu pokazujemy, ze

g—g = 2 oraz % = 5. Poniewaz ADEG i AFHG maja rowne katy przy wierzchotku G, to stosunek poél
trojkatow ADEG i AFHG wynosi ?—g . g—g =2-5=10. Zatem pole AFGH jest rowne % = %

Zadanie 57J / 47S. Powierzchnia pewnej bryly sklada sie z dwéch tréjkatéw réwnobocznych o bokach
dhugosci 1 oraz szeéciu trojkatow réwnoramiennych o ramionach dlugosci = i podstawie dtugoci 1, jak na
ponizszym obrazku. Jaka jest warto$¢ x, jesli objetoé¢ tej bryly wynosi 67

1

7. 5v39
Wynik. 5=

Rozwigzanie. Rozwazmy najpierw osmioscian foremny o krawedzi dtugosci 1, tj. = = 1. By policzy¢ jego
objetos¢, podzielmy go na dwa ostrostupy o podstawie kwadratu i krawedziach dlugoéci 1. Taki ostrostup
ma wysoko$é¢ v/2/2, wiec jego objeto$é wynosi

1.12.£:@.

3 2 6

Zatem objetoéé osmioscianu foremnego to /2 /3.

Zauwazmy, ze zadana bryla moze by¢ otrzymana z o$mioscianu foremnego przez rozciggniecie go
w kierunku prostopadtym do pary przeciwleglych Scian. Niech k bedzie wspolczynnikiem tego rozciagniecia.
Rozciagamy o$mioscian w tylko jednym wymiarze, wiec jego objetosc zwigkszy sie dokladnie k razy. Skoro
objetoéé zadanej bryly wynosi 6, to mamy k = 9v/2.
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Oznaczmy wierzcholki nierozciagnietych tréjkatéw przez A, B, C oraz D, E, F w taki sposéb, ze jesli
zrzutujemy punkty D, E, F na plaszczyzne ABC i oznaczymy rzuty odpowiednio przez D', E/, F’, to
AD'BE'CF’ bedzie szesciokatem foremnym. Poniewaz AB =1, to AD’ = 1/3/3 oraz

AD = VBT AD? =\ [+ 3.

gdzie h jest wysokoscig bryly (opuszczonej na ABC).

Stosujac ten wzér dla oSmioscianu foremnego (AD = 1) otrzymujemy he, = 1/2/3. Wysoko$é roz-
clagnietego o$mioscianu jest k razy dluzsza, tj. ho, = 18/ V3. Podstawiajac do powyzszego wzoru

dostajemy
/ 1 /32 V1 vV
AD = [z + L= 35:5 3:5 39.
3 3 V3 3
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