Uloha 1. Petrzlen m4 zlatd tehlicku v tvare kvadra rozmeru 2 x 3 x 4. Ked'ze povazuje sam seba za
kockaéa, tak tehlicku roztavil a odlial z nej tri rovnako velké kocky. Aka dlha bola strana Petrzlenovej
kocky?

RieSenie. 2

Vzorové riesenie. Plati zdkon zachovania hmoty a teda sa zachovava aj objem. Objem povodného kvadra
bol 2 x 3 x 4 = 24. Ked'Ze vsetky tri kocky maji rovnaky objem, tak jedna kocka mala objem 2—; = 8. Ako

z toho ziskame dlzku strany? Vieme, Ze objem kocky je a?, kde a je dizka hrany. Takze plati a = V/8 = 2.

Uloha 2. Na novoroénych oslavach bolo 43 ludi. Pri bare sa podéval dzis, pivo a Sampanské. Pivo pilo
25 Tudi, sampanské pilo 19 Iudi a aj pivo aj Sampanské pilo 12 Tudi. Vsetci ostatni Soférovali, takze pili
len dzts. Nikto nemiesal dzis s pivom alebo sampanskym. Kolko bolo Tudi, ktor{ pili len dzis?

RieSenie. 11

Vzorové rieSenie. Oznacme si tri nezndme d, p a s ako poéty ludi, ktori pili len dzis, len pivo a len
sampanské. Kolko ludi pilo len pivo? Vieme, Ze neexistoval élovek éo pil pivo aj dzis. Takze len pivo pili
len ti Tudia, ktori pili pivo a nepili sampanské. Takze p = 25 — 12 = 13 a podobne s = 19 — 12 = 7. Kolko
Tudi pilo len jeden ndpoj? Vsetci, ¢o nepili pivo aj Sampanské. Takze d + p + s = 43 — 12 = 31. Z toho
dostdvame d =31 —p—s=31—-13 -7 =11.

Uloha 3. Vypitim jednej Salky ierncho ¢aju ziskate kofein na jednu hodinu. Vypitim jednej élky kévy
ziskate kofein na $tyri hodiny. V akom pomere treba zmieSaf éierny éaj a kdvu, aby sme v jednej salke
dostali kofein na dve hodiny?

RieSenie. 2:1

Vzorové rieSenie. Ozna¢me jednotku kofeinu ako k. Potom zo zadania ma ¢ierny ¢aj 1k a kava 4k.
Chceme do salky namiesat 2k. MoZeme si to predstavit aj tak, Ze do vyslednej $dlky nalejeme z éaju a
zvy3ok, 1 — z dolejeme kavou. Takze plati - 1k + (1 —z) -4k =2k aztohox +4 —4dox =2 & ¢ = %
Vysledny pomer je preto

Uloha 4. Zrkadld v a h na obrézku si navzdjom kolmé. Uhol medzi zrkadlami h a s ma velkost 75
stupnov. Svetelny 14¢ dopadol na v pod uhlom 50 stupinov. Pokra¢oval odrazom od h a s v tomto poradi.
Pod akym uhlom potom dopadne znovu na v ak plati, Ze uhol dopadu sa rovnd uhlu odrazu?
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RieSenie. 80

Vzorové rieSenie. Dokreslime si trajektériu liéu a budeme ratat uhly. Prvy odraz je 50°, lebo uhol
dopadu sa rovna uhlu odrazu. Pod akym uhlom dopadne na zrkadlo h? V trojuholniku musi platit x 4
50° + 90° = 180°, takze 40°. Odrazi sa pod rovnakym uhlom 40°. Pod akym uhlom dopadne na zrkadlo
5?7 V trojuholniku mus{ platit y -+ 40° + 75° = 180°, takze 65° a odrazi sa rovnakym uhlom. Pod akym
uhlom dopadne znovu na zrkadlo v? Pouzime stvoruholnik zo vSetkych zrkadiel a casti lica medzi s a v.
Plati v fiom z + 90° 4 75° + (180° — 65°) = 360°, takze vysledkom je 80°.
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Uloha 5. Pocas roka 2013 predal obchod 235 kusov ndbytku. V kazdom mesiaci predal obchod bud’ 20, 16
alebo 25 kusov nabytku. Kolko bolo mesiacov, ked obchod predal 20, v kolkych 16 a v kolkych 25 kusov
nabytku?

Riesenie. 4, 5, 3

Vzorové riesenie. Oznaéme a, b, ¢ poéty mesiacov, ked sa predalo 20, 16 a 25 kusov nabytku. Plat{
20a+16b+25¢ = 235. Pravé strana je delitelnd piatimi a teda aj lavé mus{ byt. Trividlne je vyraz 20a+25¢
delitelny piatimi a teda aj vyraz 16b musi byt delitelny piatimi. Ked'Ze 5 { 16, tak mus{ platit, Ze 5 | b.
Mesiacov méme len dvanast a dostdvame teda tri moznosti:

e Ak b =0, potom ¢ =12 — a a po dosadeni 5¢ = —5, ¢o nie je mozné.
e Ak b =5, potom 20a + 25¢c =155 < 4a+5(7T—a)=31<a=4atedaa=4ac=3.
e Ak b =10, potom 20a + 25(2 — a) = 75, ¢o nie je mozné pre 0 < a < 2.

Uloha 6. Dve kruznice maji polomery 5 a 26. MenSia z nich prechddza stredom vicsSej. Zoberieme
najkratsiu a najdlhsiu tetivu vécsej kruznice z tych, ktoré sa dotykaji mensej kruznice. Aky je rozdiel ich
dlzok?

RieSenie. 4

Vzorové riesenie. Najdlhsia tetiva je zjavne priemer vicsej kruznice dizkou 52. Ale ktor4 je td najkratsia?
T4, ktorej vzdialenost od stredu véésej kruznice je najvicsia. Tato vzdialenost moze byt najviac 10, kedZe
tetiva sa musi dotykat menSej kruznice. Najkratsia spojnica bodu a priamky je vidy na tdto priamku
kolm4. Teraz nam staéi pouzif Pytagorovu vetu: dizka tejto tetivy je 2 - V2 — v2 = 48, kde r je polomer
vi&sej kruznice a v je vzdialenost od stredu. Rozdiel dizok je potom 52 —48 = 4. Najdlhsia tetiva je zjavne
priemer vicsieho kruhu s dizkou 52. Ale ktord je td najkratsia? T4, ktorej vzdialenost od stredu vi¢sieho
kruhu je najvé¢sia. Tato vzdialenost moze byt najviac 10, ked'Ze tetiva sa musi dotykat mensicho kruhu.
Najkratsia spojnica bodu a priamky je vidy na tuto priamku kolmé. Teraz nam sta&i pouzit Pytagorovu
vetu: dizka tejto tetivy je 2-v/r2 — v2 = 48, kde v je polomer vé&sieho kruhu a v je vzdialenost od stredu.
Rozdiel dlzok je potom 52 — 48 = 4.

Uloha 7. Martin N. sa narodil v minulom storoéf v Lopusnom Briezdeni. Vieme, Ze v roku 1999 mal tolko
rokov, kolko je stéet cifier v roku jeho narodenia. V ktorom roku sa narodil?

RieSenie. 1976

Vzorové riesenie. Nech 10X 4Y bol jeho vek v roku 1999. Ked'ze sa narodil v 20. storoéi, tak z vyjadrenia
ciferného st¢tu mdme 1 +9+ (9 — X) + (9—Y) = 10X + Y. Z toho dostdvame 28 = 11X + 2Y. Kedze
0 < X,Y <9 tak jediné riesenie je X =2, Y = 3 a teda sa narodil v roku 1999 — 23 = 1976.



Uloha 8. Hago si skonstruoval $pecidlny tankovy pés ako na obrazku. Okrem vrchného a spodného kolesa
sa vSetky navzajom dotykaju. NavySe, pas je pevne natiahnuty na kolesd. Ak ma koleso polomer 1, aké je
dlzka pasu?

RieSenie. 8 + 27

Vzorové rieSenie. Tankovy pas sa deli na dve casti: rovné a zaoblené. Aku dizku m4 zaoblend ¢ast?
Tankovy pés je obopnuty okolo kolies a je zaobleny prave tam, kde sa dotyka kolies a preto urobi prave
jedno kolecko. Takze urobi dokopy 360° a teda dizka zaoblenej Casti je rovnaka ako obvod kolesa, ¢o je
2.

AKka je dizka rovnej ¢asti? Pozrime sa na dve susedné kolesa. Dizka tankového péasu je presne dizkou medzi
dotykovymi bodmi na spolo¢nej dotyénici. Ked'ze st kolesa rovnako velké, tak sa tdto dizka rovna vzdia-
lenosti stredov kolies. Ked'Ze je polomer 1, tak vzdialenost stredov je 2. Vietky rovné éasti st symetrické,
takze vysledkom je 4 -2 4 27.

Uloha 9. Chrobéky sa na telesnej zoraduji podla poétu néh od najmensieho poétu néh po najviesi pocet
noh. Na minulej telesnej boli okrem Buggyho este styri dalsie chrobdky s poétom néh 6, 3, 10 a 9. Vieme,
ze po zoraden{ mal chrobdk v strede radu priemerny pocet néh zo vSetkych chrobdkov (vratane seba).
Vypiste vsetky mozné pocty Buggyho noh.

Riesenie. 2, 7, 17

Vzorové rieSenie. Pocet noéh chrobdka v strede radu oznatme m ako median. Potom plati, ze m =
1(6+341049+z) = 5+ 3%, Medidn musf byt bud 6, 3, 10, 9 alebo 2. Vsimnime si, Ze nemdze byt 3 ani
9, lebo ide druhi najmensiu resp. druhid najvécsiu hodnotu. Zostali ndm teda tri moznosti. Ukazme si to
napriklad pre t =m =5+ 3"’% < 5 =25+ 34z < x =7. Podobne dostaneme x = 2 pre (2, 3,6,9,10)
ax =17 pre (3,6,9,10,17).

Uloha 10. N4gjdite také cifry A, B a C, ze AA+ BB + CC = ABC. Zapisom AA, BB a CC myslime
dvojciferné &islo s dvoma rovnakymi ciframi a zdpisom ABC lubovolné trojciferné &slo. Pricom za rovnaké
pismeno dosadime rovnakt cifru. Napriklad, moznym riesenim AB + CC = BAD je 11 4+ 99 = 110.

Riesenie. 1, 9, 8

Vzorové rieSenie. V tejto tlohe treba midro rozobraf moznosti. Na poslednej cifre plati A+B+C = C.
Takze bud A+ B = 0 alebo A+ B = 10. Keby A+ B = 0 tak nutne A = B = 0 a potom AA nie je
dvojciferné ¢islo. Takze A+ B = 10. Na mieste desiatok plati 1+ A+ B + C = B. Jednotka sa preniesla z
pozicie jednotiek. Podobnou tvahou A + C = 9. A na mieste stoviek mame 1 = A. Jednotka sa tentoraz
preniesla z miesta desiatok. Z toho uz lahko A =1,B =9 a C = 8.

Uloha 11. Slavny zberatel umeleckych diel Buggo bol v désledku ekonomickej krizy niiteny predaf tretinu
svojich obrazov. Hned potom svojej dcére venoval 3 Picassov. O niefo neskor znovu predal tretinu z toho,
¢o mu zostalo, a venoval dvoch Monnetov a dvoch Manetov svojej manzelke. Ked posledny-krat predal
tretinu zostdvajucich obrazov a tri venoval mizeu, zostalo mu v domécej galérii uz len 9 képii Mony Lizy.
Kolko mal obrazov na zaéiatku?

Riesenie. 54

Vzorové rieSenie. Na konci mal Buggo devit obrazov, predtym 2(9 + 3) = 18, predtym 2(18 +4) = 33
a na zaciatku 3(33 + 3) = 54.

Uloha 12. Njdite najmensgie kladné celé &fslo vécsie ako 2014 ktoré nemoize byt zapisané ako stcet dvoch
palindrémov. Poznamka: Palindrém je ¢islo, ktorého desiatkovy zapis sa piSe rovnako spredu ako od zadu.

RieSenie. 2019



Vzorové rieSenie. Ak sa nejaké ¢islo viicsie ako 2014 d4 zapisaf ako sticet palindrémov, tak jeden z
palindrémov bude 4-ciferny. Tych je ale mdlo, moézu to byt len 1001, 1111, ..., 1991, 2002 (ostatné si
velké). Cisla po 2018 sa daju zapisat ako 2015 = 1551 + 464; 2016 = 1441 + 575; 2017 = 1331 + 686;
2018 = 1221+ 797). Preco sa 2019 ned4? Musime od neho odé&itat palindrém tvaru 1A A1 alebo palindrém
tvaru 2BB2. V prvom pripade dostaneme &fslo tvaru BCS, kde A, B, C st cifry. Ale BC8 musi byt tiez
palindrém, takze B = 8. Na mieste desiatok musi byt vo vyslednom é&isle jednotka. Keby A +C = 1,
tak 1AA1 4+ 8C8 < 2000. Keby A+ C = 11 tak musi aj A4+ 8+ 1 = 10, za ¢oho A =1 a C = 10, ¢o
spor s nasim predpokladom, Ze C je cifra. V druhom pripade ndm zostane 01D, &o nevieme zapisat ako
palindrém. Vysledkom je preto ¢islo 2019.

Uloha 13. Vodka dal Ondrovi &fselnt hddanku. Vybral si cifru X a povedal: ,Myslim si trojciferné ¢islo
delitelné jedendstimi, cifra na mieste stoviek je X a na mieste desiatok 3. Ak4 je cifra na mieste jednotiek?*
Ondro sa potesil, vediac ako riesit tento problém. Po chvile ale zistil, Ze Ziadna &fslica na pozicii jednotiek
nevyhovuje vlastnostiam zadanych Vodkom. Akt cifru X si Vodka vybral?

RieSenie. 4

Vzorové rieSenie. Oznaéme Y cifru na mieste jednotiek. Kedy je ¢fslo delitelné 11?7 Vtedy ked (stcet cifier
na parnych miestach) - (sti¢et cifier na nepdrnych miestach) je delitelny 11. Uloha sa teda zjednodusuje
na: Pre aké X neexistuje Y také, ze (X +Y) — 3 je delitelné 11? Hladdme teda také X, pre ktoré
1< (X+Y)-3<10.Kedze 0 <Y <9 tak vyraz (X +Y) — 3 bude maf najmensiu hodnotu ked Y = 0.
Vtedy musf platif (X +Y) —3 =1 a z toho dostdvame X = 4. Keby (X + 0) — 3 # 1, tak existuje také
Y, pre ktoré 11 | (X +Y) — 3.

Uloha 14. Robko si vymyslel styri &fsla a < b < ¢ < d a spoéital stéty kazdej dvojice z nich (celkom Sest
sti¢tov). Zistil, Ze kazdy sticet je iny a navySe Styri najmengie sticty si 1, 2, 3 a 4. Aké hodnoty moze mat
d? Najdite vsetky moznosti.

RieSenie. {3,5;4}

Vzorové rieSenie. Aké je poradie sic¢tov parov? Dva najmensie sucty st a+b a a + c¢. Preco? Premyslite

si. Z toho dostdavame a +b =1 a a + ¢ = 2. Symetricky dva najvicsie sucty si ¢+ d a b+ d. Takze ndm
zostavaju dve moznosti:

ea+d=3b+c=4.7Z2b=(a+b)—(a+c)+(b+¢c)=1-2+4<b=1,5 Potom a =-0,5a
d=3,5.

e b+c=3,a+d=4.Podobnez2b=(a+b)—(a+c)+(b+c)=1-2+3<b=1. Potoma=0a
d=4.

Uloha 15. Hanka hovori Kubovi: ,Mam dvakrat tolko rokov, kolko si mal ty, ked ja som mala tolko
rokov, ¢o ty dnes. Ked budes maf moj vek, budeme mat spolu 90 rokov.“ Kolko rokov ma Hanka?

RieSenie. 40

Vzorové rieSenie. Oznacenia nam pridu vhod. Nech z je Hankin vek a y Kubov vek. Z ¢asu slovesa vety
vieme, ze y < x. Druha veta sa prelozi do

(z—y)+y)+(z—y)+2) =90 < 3z —y =90.
Podobne sa prelozi prvé veta x = 2(y — (v — y)) < 3z = 4y. Z toho y = 30 a x = 40.
Uloha 16. Kladné celé ¢isla ay,az,as, ... tvoria aritmeticki postupnost. Ak a; = 10 a a,, = 100, tak
kolko je aq,,?
Riesenie. 820

Vzorové riesenie. KedZe ide o aritmeticki postupnost, mozme si k-ty ¢len zapisaf ako ay = a; + (k —
1)d = 10+ (k—1)d. Z tohoto zapisu mame as = 10+d a teda a,, = a19+q = 10+ (9+d)d = 10+9d+d>. Zo
zadania vieme, Ze a,, = 100 a teda 100 = 10+ 9d+d?. Jediné kladné riesenie kvadratickej rovnice je d = 6.
Z toho vieme, ze aj, = 4+6k. ZvySok uz jednoducho dordtame: az = 4418 = 22, a4, = a22 = 4+132 =136
a na zaver Qq,, = a136 = 4 + 816 = 820.

Uloha 17. Alicino obltibené osemciferné éislo ma nasledovné vlastnosti:



e M4 8 rozdielnych cifier.
e Cifry sa zlava doprava zmensuju.
e Je delitelné 180.

Aké je to cislo?

Riesenie. 97654320

Vzorové riesenie. Ako bude vyzeraf koniec hladaného &isla? M4 byt delitelny 10, takZe nutne bude
konéit nulou. Cifra na mieste desiatok musi byt parna, lebo éislo mé byt delitené 20. Ale 40, 60 ani 80 to
nemoze byt, lebo by sme museli vynechat 1, 2 a 3 a nemali by sme dost cifier na osemciferné éislo. Takze
mus{ konéit na 20. Uz nadm zostéva len vyskrtnuf jednu cifru z 3,4, ...,9 tak, aby bolo &islo delitelné 9.
Ked7e 0 +2+3 4+ 4+ --- +9 = 44, tak to musi byt 8. Druh4 podmienka ndm cifry zoradi a dostdvame
vysledok 97654320.

Uloha 18. Kika si rada skladd trojrozmerné telesd zo Stvorcekového papiera. Naposledy si vystrihla z
papieru utvar, ako na obrazku. Potom ho zlepila dokopy tak, Ze ziadne dva Stvorceky sa neprekryvali a
vysledné teleso nemalo diery, t.j. malo objem. Kolko vrcholov malo teleso, ktoré Kika takto poskladala?
Poznamka: Za vrchol povazujeme vrcholy poskladaného telesa a nie mrezové body papiera.

HEN

RieSenie. 12

Vzorové rieSenie. Prva moznost je vystrihnif si to a poskladat. Druhd moznost je spoéitat pocet
stvoréekov, tych je 14. Vieme, Ze ak sa pozrieme na vysledné teleso spredu, tak budeme vidief rovnako
vela §tvoréekov ako zo zadu (predpokladdme, Ze Ziadne Stvorceky sa neskryvaji). Podobne sprava a zlava
a zhora a zdola. Nech a, b, ¢ st pocty viditelnych policok zhora, sprava a spredu. Potom musi platit 2(a +
b+ ¢) = 14. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze a < b < ¢. Potom ndm zostanu Styri moznosti:
(1,1,5), (1,2,4), (1,3,3) a (2,2,3). Po chvilke zamyslenia si uvedomime “trojuholnikovti nerovnost” vo
forme ¢ < ab a zostand ndm dve moznosti: kvader 1 x 3 x 3 a “L”-ko. Po chvilke skiiSania zistime, Ze
kvader to nebude a teda ndm zostava “L”-ko ako na obrazku.

Uloha 19. Nijdite vietky dvojice , y kladnych celych éfsel pre ktoré plati: zy = nsn(z,y) + nsd(z,y).
Pozndmka: nsd(z,y) oznacuje najvécsicho spoloéného delitela &sel z a y a msn oznacuje ich najvacst
spolo¢ny nasobok.

Riesenie. (2,2)
Vzorové rieSenie. Oznacme d = nsd(a,b). Ako vyjadrime nsn(a,b) pomocou a, b, d? Uvedomime si, Ze
nsd(%,%) = 1. Preto nsn(a,b) = 2. Po dosadenf ab = d + 2 < (d — 1)ab = d*. Mus{ teda (d — 1) | d.

Vieme, ze vo vieobecnosti nsd(n—1,n) = 1. Z toho dostdvame d = 2 a ab = 4. Jedina dvojica, ¢o to spiﬁa
je (2,2).

Uloha 20. Zaba skéce na pléniku zloZenom z 29 stvoréekov ako na obrdzku. V kazdom kroku méze skoéit
na §tvoréek priamo hore alebo Sikmo vpravo-hore, ak tam taky je. Zaba si na zaciatku svojej skdkavej
cesty vyberie Tubovolné policko v spodnom rade a skice aZ kym sa neocitne vo vrchnom rade. Kolkymi
roznymi cestami sa vie preskakat zo spodku na vrch?



RieSenie. 256

Vzorové rieSenie. Do kazdého policka napiSeme kolkymi sposobmi sa doii vie zaba dostat. V spodnom
rade teda napiSeme vsade 1. V druhom rade vSade 2, lebo bud’ prisla zaba zdola, alebo sikmo zdola-vlavo.
Podobnym principom v trefom rade 8 a v strede 16. Tu si moéZeme pomdct symetriou prikladu, kedze
zhora do stredu je rovnako vela moznosti ako zdola do stredu. Vysledok je preto 16 - 16 = 256.

Uloha 21. Mito skryl Ondrovi jeho vytizent domacu slaninku do bludiska. Bludisko ma tvar pravidelného
osemuholnika a cesty vedu po jeho uhloprieckach. Ondro zacal v jednom z vrcholov a jeho tlohou bolo
prejst po kazdej uhlopriecke prave raz. Kolko roznych sposobov existuje?

RieSenie. 0

Vzorové rieSenie. Ako vyzerd schéma vsetkych Ondrovych moznosti? Z kazdého vrchola ide prave pit
hréan. Ako vyzerd moznd Ondrova cesta? Zacne v nejakom vrchole, prejde po nenavstivenej uhlopriecke
do vrcholu a odide po nenavstivenej uhlopriecke a tak d’alej. Okrem prvého a posledného vrcholu Ondro
vzdy navstivi prave dve uhlopriecky ked navstivi jeden vrchol. TakZe okrem prvého a posledného vrcholu
plati, Ze po skonéeni cesty je poet navstivenych uhlopriec¢ok z daného vrcholu parny. To ale nemdze byt
pravda, lebo mame 8 vrcholov s neparnym poc¢tom uhlopriecok. Takze vysledny pocet ciest je 0.

Uloha 22. Majme mriezku M velkosti 2014 x 2014 s lavym dolnym rohom v bode (0,0) a pravym
hornym rohom v bode (2014,2014). Priamka p prechddza stiradnicami (0, 0) a (2014, 2019). Kolko poli¢ok
M pretina p? Poznamka: Priamka p pretina policko M znamena, ze ma p aspon dva spoloéné body s
polickom. Napriklad diagonéla mriezky M pretina 2014 policok M.

RieSenie. 4023

Vzorové riesenie. Ked p prechddza cez bod (a,b), tak prechddza aj cez bod (ka, kb). A ked'ze 2014
a 2019 su nestdelitelné, tak p neprechddza medzi (0, 0) a (2014, 2019) cez ziaden mrezovy bod. Inymi

slovami vzdy ked’ p pretne nejakd “mrezovi priamku”, prejde do nového policka. Priamka p vyjde z M

v bode (%,2014). Dovtedy pretne 2013 vodorovnych mrezovych priamok a L220011492 | = 2009 zvislych

mrezovych priamok. Zaéne teda v lavom dolnom rohovom policku a prejde este 2013-+-2009 novych. To je
dokopy 1+ 2009 + 2013 = 4023 policok.

Uloha 23. Konvexny n-uholnik mé jeden uhol s Tubovolnou velkostou a n — 1 uhlov s velkostou 150°.
Aké moze byt n? Néjdite vietky moznosti.

RieSenie. 8 az 12

Vzorové riesenie. Kolko je sticet uhlov v n-uholniku? V trojuholniku je 180 a v tvoruholniku je 360°.
Ked sa zamyslime, tak kazdy n-uholnik vieme rozsekat na n — 2 trojuholnikov. TakZe sti¢et uhlov bude
(n —2)180° a to sa md rovnat 150°(n — 1) 4 2, kde 2 je Iubovolny uhol. Po tipravach n = 35 4 7. Ked'ze
je stvoruholnik konvexny, tak 0° < z < 180° a preto 8 < n < 12.

Uloha 24. Ak strany trojuholnika spiﬁajﬁ

3 1 1
— + R
a+b+c a+bdb a+c

aky je uhol medzi stranami b a c?

RieSenie. 60°



Vzorové riesenie. Po zbaveni sa zlomkov upravime rovnost na
3(a? + ab + ac + be) = 2a® + b + ¢* 4 3(ab + ac) + 2be

a teda a? = b + ¢? — be. Toto sa podobd na kosfnusovi vetu, lebo a? = b? + ¢ — 2bc cos(a). Z ¢oho vidno
cosa = %, a a = 60°.

Uloha 25. Néjdite vsetky celé ¢isla od 1 po 200 vratane, ktoré maju sucet réznych prvociselnych delitelov
rovny 16. Napriklad, sucet roznych prvocéiselnych delitelov 12 je 2+3=5.

Riesenie. 66, 132, 198, 55, 39, 117

Vzorové rieSenie. Ako rozoberieme vSetky mozné pripady? Prvocisla mensie ako 16 su: 2, 3, 5, 7, 11 a
13. Ako sa daji vyskladat? Postupne od najmensich prvoéisel: 2 +3 + 11 =3 + 13 = 5+ 11. Uz nam len
staci zistit v akych mocnindch sa majui tieto prvoéisla vyskytovat. Postupne 2 -3 -11 = 66,22 -3 - 11 =
132,2-32.11 =198,3-13=139,32-13 =117 a 5 - 11 = 55.

Uloha 26. Na obrazku plati |[DA| = |AB| = |BE|, |GA| = |AC| = |CF| a |IC| = |CB| = |BH|. Aky je
obsah trojuholnika ABC, ak navyse plati |[EF| =5, |DI| =5 a |GH| = 6.

I F

RieSenie. 3

Vzorové riesenie. Tolko rovnosti, ¢o vietko bude zhodné? Vidime, 7e AC je strednou prieckou AIDB.
Preto st AIDB a ACAB podobné s koeficientom podobnosti % Rovnako aj ACGH a ACAB aj AFAE
a ACAB. Ked'ze st trojuholniky AIDB, ACGH a AFAE podobné s rovnakym trojuholnikom ACAB
a rovnakym koeficientom %, tak si zhodné. Navyse vieme, Ze si rovnoramenné so stranami 5,5 a 6. Aky

je obsah ACAB? Je to stvrtina obsahu ACGH. Aky je obsah ACGH? Podstava je 6, akd je vyska.
Ked'Ze je rovnoramenny, tak jeho vyska pretina zdkladiiu v polovici pod pravym uhlom a dé sa vyratat z

Pytagorovej vety ako v = /52 — (£)2 = 4. Takze obsah ACGH je %2 =12 a obsah AABC je 12 = 3.

Uloha 27. Prvoéislo p nazveme mocné ak bud':
e p je jednociferné prvocislo,

e alebo ak odobratim prvej cifry dostaneme mocné prvocislo aj odobratim poslednej cifry p dostaneme
mocné prvocislo.

N4gjdite vSetky mocné prvocisla. Napriklad 37 je mocné prvocislo, lebo odobratim prvej cifry vznikne 7 a
odobratim poslednej cifry vznikne 3, ¢o sii obe mocné prvocisla.

Riesenie. 2, 3, 5, 7, 23, 37, 53, 73, 373

Vzorové riesenie. Jednociferné mocné prvoéisla(d’alej len JMP) si 2, 3, 5 a 7.

Dvojciferné mocné prvoéisla (dalej DMP) dostaneme zlepenim dvoch JMP, tak aby sme ziskali prvoéislo.
Vsetkych moznych zlepenych éisel z JMP je 16. Ked vyhodime parne, potom konéiace sa 5, rovnako ako
delitelné 11, a nakoniec 27 a 57, zostanti ndm 23, 37, 53 a 73.

A teraz hor sa na trojciferné mocné prvoéisla(TMP). Ked' odoberieme prvii cifru, dostaneme DMP, rovnako
ako ked’ odoberieme poslednti cifru. Dostali sme teda dve DMP, kde druh4 cifra jedného sa zhoduje s prvou
cifrou druhého: z abc dostaneme ab a be. Potom jediné moznosti pre TMP st 237, 537, 737 a 373. Prvocislo
je len 373.

A ¢o stvorciferné mocné prvocisla(SMP)? Po odobrati prvej aj po odobrati poslednej cifry mus{ zostat
TMP, ¢o je len 373. A také Stvorciferné ¢islo zjavne neexistuje. Preto SMP neexistuju. A potom tiez
neexistuju viacciferné MP. Takze vSetky mocné prvocisla su 2, 3, 5, 7, 23, 37, 53, 73, 373.



Uloha 28. Nech k a [ si dve kruznice s polomerom 16. Stred kruznice k lezi na obvode kruznice [ a naopak
stred kruznice [ lezi na obvode kruznice k. Nech p je priamka spdjajica stredy kruznic k& a [. Priddme
kruznicu m tak, aby sa zvnitra dotykala oboch kruznic k a [ a navySe sa dotykala aj priamky p. Aky je
polomer kruznice m?

RieSenie. 6

Vzorové rieSenie. Oznacéme si stredy kruznic k, | a m ako Sy, S; a S,,. Dalej ozna¢me r polomer
kruznice m. Vieme, ze Sy, S, a spoloé¢ny dotykovy bod kruznic k£ a m lezia na jednej priamke a preto
|SkSm| = 16 — r. Uvazujme dotykovy bod A kruznice m a priamky p. Kvoli symetrii obrdzku plati
1Sk Al = |S1A| = 18 = 8. A zjavne |5, A| = r. Pouzitim Pytagorovej vety na AS;AS,, dostdvame vztah
82+ 12 = (16 —r)? & 32r = 16 — 8% & r =6.

Uloha 29. Kolko je Sest-cifernych ¢isel takych, ze kazda jeho cifra sa v fiom vyskytuje prave tolkokrat,
kolko je hodnota tej cifry? Napriklad 133232 je také &fslo.

RieSenie. 82

Vzorové rieSenie. Aké hodnoty mozu cifry hladaného éisla nadobudat? Musi pre ne platit, Ze ich sticet
je 6. Vsimnime si, Ze nula nie je moznostou. Vietky také éisla teda st

6=1+5=1+2+3=2+4=6.

Prejdime si postupne vsetky moznosti pre cifry. Pre cifry {6} mdme jedini moznost 666666. Pre cifry
{1,5} méme 6 moznosti (jedna pre kazdu poziciu jednotky). Pre cifry {2,4} mame (g) = 15 moznosti,
lebo vyberdme dve pozicie pre dvojky. Nakoniec pre cifry {1, 2,3} méme 6- (g) = 60 moznosti, lebo najprv
vyberieme poziciu jednotky a potom zo zvysnych piatich pozicii vyberieme dve pre dvojky a zvysné trojky
uz len doplnime. Dokopy mame 1+ 6 4+ 15 4+ 60 = 82 moznosti.

Uloha 30. CDéka uz nebavia kruhy s dierami. Preto, ako pravy chlap, pozliepal styri gule polomeru 1 tak,
aby sa vSetky navzdjom dotykali. Aky je polomer najmensej gule, ktord obsahuje vsetky styri CDckove
gule?



RieSenie. 1 + @

Vzorové rieSenie. Kde bude stred spolo¢nej opisanej gule? Bude rovnaky ako stred gule prechadzajicej
cez stredy CDékovych guli. A to je fazisko pravidelného stvorstenu tvoreného stredmi guli, ktorého hrana
je 2. Staéf ndm zrataf polomer gule opisanej tomuto $tvorstenu, ktory bude o jedna mensi ako vysledok.
7 Pytagorovych viet spocitame vysku stenovej vysky stvorstenu ako vy = v/22 — 12 = /3 a nésledne
vzdialenost stredov S, T dvoch protilahlych hran §tvorstenu ako |ST| = y/v2 — 12 = /2. Stred gule bude
lezat v tazisku §tvorstena, ktoré lez{ v strede ST'. Preto polomer mensej gule bude

2
V2© V6
2 2

) P . V6
Hladany polomer je preto 1+ 5.

Uloha 31. Kladné celé &sla > y st obe mensie alebo rovné 100. Kolko existuje takych dvojic (z,y),
pre ktoré si é&isla 22 — y? a 23 — y® navzdjom nesidelitelné?

RieSenie. 99

Vzorové riesenie. Pouzijeme vzorce 22 — 4% = (v — y)(z +y) a 2° — y® = (v — y)(z® + 2y + y?). Aby
nsd((x —y)(z +v), (2% + 2y + y?)) = 1, t.j. aby boli nesidelitelné, musf platit z —y =1 a teda 2 = y + 1.
Ked dosadim, hladdme také z, pre ktoré nsd(2z —1,3x? —3x+1) = 1. Po odéitan{ z(2x — 1) a pripoéitan{
(22 — 1) na pravej stane dostdvame ekvivalentni podmienku nsd(2z — 1,2%) = 1. Nech d je najmensi
delitel 2 — 1 a 22 vicsi ako 1. Potom d | # aj d | 20 — 1 a z toho d | # — 1. To je spor s nsd(x,z — 1) = 1.
Takze z = y + 1 je nutnd a postac¢ujica podmienka. Také dvojice su (2,1),(3,2)...(100,99), takze ich je
99.

Uloha 32. Majme ¢islo, ktoré zacina takto: 122333444455555 ... a pokracuje tak, ze kazdé nasledujice
kladné celé &slo dopiseme za sebou tolkokrat, akd je jeho hodnota. Ak4 je 2014-ta cifra v tomto &sle?

RieSenie. 4

Vzorové riesenie. Kolko miesta ndm zaberti jednociferné &sla? Postupne 1 +2 +--- +9 = % = 45.
Kolko ndm zabert dvojciferné éfsla? Postupne 2(10+11+ - - - +99) = 2(22299 — 200) — 9900 — 90 = 9810.
Takze poslednym napisanym ¢islom bude nejaké dvojciferné ¢islo. Uvedomime si, ze sa pytame na 2014-te,
takZe parne ¢éfslo. A teda ndm staéf vedief hodnotu na mieste desiatok. Pre posledné napisané &fslo musf

platit: najvicsie n, pre ktoré 2(10+ 11 +-- - +n) < 2014. Vidime, ze 40 < n < 50 a preto je vysledkom 4.

Uloha 33. Aké je najmensie kladné celé éslo N, pre ktoré mé rovnica (22 —1)(y2 —1) = N aspon 2 rozne
rieSenia, pricom plati 0 <z <y a z,y € Z*T 7

RieSenie. 360

Vzorové rieSenie. VypiSeme si aké hodnoty moze nadobtidat (2 —1). Si to: 0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63,
80, 99, 120, .... Teraz tu chceme najst dve dvojice s rovnakym siiinom a tak aby bol éo najmensi. Po
chvili iste ndjdeme 3 - 120 = 15 - 24. MenSia nie je, lebo jedna z tych dvojic neobsahuje ¢islo 3. A k 8 - 8,
8-15, 8-24, 8-35, 15-15 nevieme néjst dvojicu s rovnakym suéinom. Preto je to 360°, ku ktorému
trividlne mame 2 rieSenia (2;11) a (4;5).

Uloha 34. Dve kruznice s polomermi 1 a 3 sa zvonka dotykaju v bode A. Ich spolo¢nd vonkajsia doty¢nica
sa ich dotyka v bodoch B a C. Comu sa rovnd |AB|? + |BC|? + |AC|*?



RieSenie. 24

Vzorové rieSenie. Oznacme stred mensej kruznice S7, stred vicsej kruznice So a prieseénik spolocné
doty¢nice vedenej bodom A s druhou dotyénicou — priamkou BC — ako T'. Z rovnosti dizok tsekov doty¢nic
z bodu T k obom kruzniciam dostdvame |TC| = |TA| = |T'B|. Bod A teda lezi na Télesovej kruznici nad
priemerom BC. Trojuholnik ABC je preto pravouhly a plat{ |[AB|?+|AC|* = |BC|?, resp. |AB|*+|BC|?+
|AC|? = 2|BC|?. Z Pytagorovej vety pre pravouhly trojuholnik S;S5P, kde P je péta kolmice z bodu Sy
na S2C vyplyva |[BC|? = |S1P|?> = (3+1)2—(3—1)2 = 12. A teda |AB|?>+ |AC|? + |BC|? = 2|BC|* = 24.

LL'?’

Uloha 35. N4jdite najvicsie prvocislo p také, ze pP | 2014!. Pozndmka: oznacuje faktoridl, ktory je

definovany akon!=1-2---- n.
RieSenie. 43

Vzorové riesenie. Ak je ¢ prvoéislo, tak s nim stdelitelnych &isel v sti¢ine 2014! = 1-2--2014 je celkom
L%J (sd to préve éisla q,2gq, ..., L%Jq). Ak by bolo ¢ > /2014, tak by platilo L%qmj < ¢ a teda by
sa q vyskytovalo v prvoc¢iselnom rozklade 2014! menej ako g-krét, lebo ziadne z &isel ¢, 2q, . . ., [%Jq by

g neobsahovalo v druhej alebo vy$sej mocnine. Preto musi pre hladané p platit p < v/2014. Lubovolné
prvocislo spliiajiice tito nerovnost uz bude uréite vyhovovat, lebo LQ(;#J je v takom pripade aspon p.

Najvécsie prvocislo mensie rovné ako /2014 je 43 a preto p = 43.

Uloha 36. Majme mriezku 2 x 2014, ktort ofarbujeme troma farbami. Kolkymi sposobmi je mozné ofarbif
tuto mriezku tak, aby ziadne dve policka majice spolo¢ni hranu nemali spolo¢ni farbu?

RieSenie. 6 - 32013

Vzorové rieSenie. Budeme ofarbovat zdola od prvych dvoch poli¢ok nahor. Najprv ofarbime prvé dve
policka Tubovolne. To ndm déva 3 - 2 = 6 moznosti. Ako to vyzera d'alej? Ked mé prvé poschodie farby
(a,b), tak druhé mé tri moznosti: (b,a), (b,c) a (¢, a). Nezdvisle na tom, ako zvolime druhé poschodie,
mame zase tri moznosti na tretie poschodie rovnakou tvahou. Takze na prvé poschodie mame 6 moznosti a
na kazdé d’alsie tri moznosti. Poschodia st navzajom nezavisle a teda pouzitim pravidla si¢inu dostavame
6 - 32013.

Uloha 37. N4jdite najmensie kladné celé ¢islo m také, ze 5m je piata mocnina celého ¢isla, 6m je Siesta
mocnina celého ¢isla a 7m je siedma mocnina celého ¢éisla.

Riesenie. 53463°7%0

Vzorové rieSenie. Zapiseme si m v tvare m = 5%6°7¢d, kde d nie je delitelné ani 5 ani 6 ani 7. Na to
aby 5m bola piata mocnina, zrejme 5 | a + 1,b, c. Tak isto 6|a,b+ 1,ca 7| a,b,c+ 1. A d musi byt aj 5.
aj 6. aj 7. mocnina. KedZe chceme vysledné &islo, €o najmensie, zrejme dame d = 1. A pre kazdé z a, b, c
najdeme také najmensie ¢islo, ¢o Spiﬁa tie podmienky. Napr. a je delitelné 42, a este a + 1 je delitelné 5
a preto najmensie vyhovujuce je 84. Obdobne ndjdeme b = 35 a ¢ = 90. Tak dostaneme najmensie také
¢islo a to 584635790,

Uloha 38. Majme obdfinikovy list papiera. Ked ho prehneme tak, aby sa dva (uhloprieéne) protilahlé
rohy dotjkali, vznikne nam ohyb. Plati, ze dlzka ohybu sa rpvné dlzke dlhsej strany obdlznika. Aky je
pomer dlzky dlhsej strany ku dlzke kratsej strany tohoto obdlznika?

1+v5

RieSenie. ==



Vzorové rieSenie. Oznacime si dolezité body ako na obrazku. Prvé, ¢o si vSimneme je, ze FE 1 AC,
pretoze po preklopeni cez F'E st SA a SC zhodné usecky. Vdaka symetrii d'alej plati, ze |F'S| = [SE| = %.
Trojuholniky AAES a AECS st zhodné vd'aka vete SUS a preto |AE| = |EC|. Z pravouhlého AABC
dostdvame, ze |AC| = V12 + 22 a preto |CS| = 7”22”2 Z podobnosti ACSE a ACBA vyplyva 2+l — g

x 1
4 2_2—1=0 nam déiva

Upravou dostavame z* — 22 — 1 = 0. Nahradme z = 2%. Kvadratickd rovnica z

jediné kladné rieSenie z = 1+T\/g a teda x =4/ 1*'2—‘/5, ¢o je aj hladany pomer.

D C

Fe Yvai+l
2

8

Uloha 39. Méme 20 farebnych guldéiek z ktorych kazd4 je bud modra, z1t4, zelens alebo cervend. Najviac
kolko z nich méze byt modrych, ked pocet vietkych farebne rozlisitelnych postupnosti dlzky 20, ktoré sa
daju z gulocok poskladat, je presne 11407?

RieSenie. 17

Vzorové rieSenie. Oznacme si pocet modrych ako a, zltych ako b, zelenych ako ¢ a ¢ervenych ako d. Bez
ujmy na vieobecnosti mézeme predpokladat a > b > ¢ > d. Aky je poéet zoradeni vzhladom na a, b, ¢, d?
Najskor rozmiestnime d ¢ervenych, to vieme spravit (Qdo) sposobmi. Potom ¢ zelenych. Ked'Ze ndm zostalo
20 — d miest, tak to vieme spravit (Zoc_d) sposobmi. Podobne b zltych vieme (QO_bd_c) sposobmi. Zvysné
modré (20_da_c_b) = (2) = 1 sposobom. TakZe hladdme najmensie (b + ¢ + d) pre ktoré:

G R

Po pouziti (Z) = #;k),, dosadeni a upraveni dostaneme:

20!
@)1()!0)(20 —b—c—a)"

1140 =

Pre jednoduchost ozna¢me z = a + b+ c. Keby z = 0, tak dostdvame na pravej strane 1. Keby z = 1, tak
dostaneme 20. Keby z = 2, tak najvicsie éislo dostaneme ked d = ¢ = 1 a to je 20-19 = 380. Keby z = 3,
tak najvacsia hodnota pravej strany bude 20 - 19 - 18 = 6840 = 6 - 1140. Takze potrebujeme v menovateli
pridat 6. To spravime napriklad tak, Ze d = 3,c = 0,b = 0. Vysledkom je preto 20 — z = 17 modrych
guliciek.

Uloha 40. Njdite vietky n > 3 pre ktoré sa pravidelny n-uholnik dé rozdelif na niekolko (aspoii 2)
pravidelnych mnohouholnikov.

Riesenie. 3, 4, 6, 12

Vzorové riesenie. Najprv si vysktisajme malé n = 3, 4, 5, 6. Pravidelny trojuholnik sa d4 rozdelit
na Styrie mensie pravidelné trojuholniky. Podobne stvorec na Styri mensie stvorce. Dalej Sestuholnik ide
rozdelif na 6 pravidelnych trojuholnikov. Aby sme vysetrili d'alsie moznosti musime vediet ak4 je velkost
uhlu v pravidelnom n-uholniku. Kazdy n-uholnik sa d4 rozsekat na n — 2 trojuholnikov. Preto je stcet
uhlov n-uholnika rovny 180°(n — 2) a jeden uhol mé potom velkost 1800”772.

Skiisme teraz rozrezat vieobecny pravidelny b-uholnik. Musfme rozrezaf jeho uhol velkosti 180°252. Bud
ho vyplnime jednym b-uholnfkom (ako v pripade b = 3,4) a potom musime riesit problém rozdelenia uhla

na strane: 180° — 180°b_T2. Alebo ho rozdelime dvoma by, bs > b uholnikmi. Troma to nie je mozné, lebo



najmensi uhol ma pravidelny trojuholnik a 3 - 60° > 180°b_T2. Pod'me vyriesit problém rozdelenia uhla
na strane. Okrem pripadu b = 3 ho musime rozdelit prave dvoma mnohouholnikmi nq,ne. Musi platit
180°™=2 +180°2=2 = 180° & ning —2n1 —2ny = 0 & (n1 —2)(ny—2) = 4. Takze n; —2 € 1,2,4 & n; €
3,4, 6. Tieto pripady sme uz vyriesili, takze pre ziadne iné b nemézeme vyplnit uhol jednym b-uholnikom.

Ked chceme rozdelif uhol na dve ¢asti, tak jednym bude trojuholnik (inak bude siéet aspon 180°).
A druhym moze byt len Stvorec a piituholnik (inak bude sticet asponn 180°). Pod'me preskimat tieto
dve moznosti. V pripade trojuholnik a §tvorec mame 60° + 90° = 150° a to je 12-uholnik. Ked jeho
obvod vyplnime na striedacku, tak ndm zostane v stred 6-uholnik, ktory uz vieme rozdelif. Druhy pripad
trojuholnik a pafuholnik ddva 60° 4 108° = 168° a to je 30-uholnik. Po vyplneni obvodu dostdvame vnitri
uhol 360° — 60° — 2 - 108° = 84°, ktory vyplnit uZ nejde.

.‘
108° a

>
84°

Uloha 41. Na sachovnici 5 x 5 méme v lavom dolnom rohu sachovi vezu. Moze sa hybat len vpravo a hore
o Tubovolny (nenulovy) pocet policok. Kolkymi spésobmi sa vie veza dostat do pravého horného rohu?
Poznémka: Dve cesty povazujeme za rovnaké, ak sa zhoduji vsetky fahy vezou v poradi ich vykonania.

RieSenie. 838

Vzorové riesenie. Ako spoéitame kolkymi spdsobmi sa moze veza dostaf vpravo hore? Zjednodusme si
tlohu. Kolkymi spésobmi sa vieme dostat vIavo dole? Trividlne 1. A o poli¢ko vpravo? Jednym, lebo len
z prvého policka. A o policko vpravo? Dvoma, bud prisla veza z prvého, alebo z druhého policka. A o
policko vpravo? Styrmi, lebo bud’ z prvého, druhého alebo z treticho. Vidime, ze pocet spésobov ako sa
dostat na policko je stiet poétu moznosti zo vietkych predoslych pozicii. Takze policko vpravo dole bude
1+1+2+4=28. Kvoli symetrii vyplnime lavy stfpec rovnako ako dolny riadok. Kolko moznosti mame
do policka (2,2)? Predoslé policka mohli byt (1,2) alebo (2,1), takie Po0) = P2y + P(2,1) =1+1=2.
Podobne P39y = P12 + P(2,2) + P(2,1) = 1+ 2+ 1 = 4. Takymto spésobom vyplnime zvysok tabulky
P, pomahame si symetriou.

8 | 28 | 94 | 289838

4 |12 | 37 | 106 | 289

2 | 5| 14|37 |94

1 2 5 |12 ] 28

1 1 2|1 41 8

Uloha 42. Ak4 cifra je na mieste stoviek v 1120147
Riesenie. |(((*}*) + (*)'") +1) (mod 1000))/100] = 2

Vzorové rieSenie. Staci urcit zvysok ¢isla 112014 po deleni tisickou a pozriet sa prvi cifru zvysku.
Pomocou binomickej vety rozpiseme:

2014 2014 2014 2014

z ¢oho uz vidime, ze plati

1129M = 1 4+ 2014 - 10 + 1007 - 2013 - 100 = 1 + 140 + 7- 3 - 100 = 241  (mod 1000).



Hladana cifra je preto 2.

Uloha 43. Zaba skéce po vrcholoch rovnostranného tro juholnika. Ak stoji v nejakom vrchole, tak ako ciel
dalsieho skoku si ndhodne vyberie jeden z dvoch zvysnych vrcholov. Ak4 je pravdepodobnost, ze Zaba po
10-tich skokoch skonéi v rovnakom vrchole ako zacal?

171

RieSenie. 1o

Vzorové riesenie. Oznacme si (a;,b;, ;) pravdepodobnosti, ze Zaba je vo vrchole A, B alebo C po
i-krokoch. Bez ujmy na vSeobecnosti nech zaéne vo vrchole A a teda plati (ag,bo,co) = (1,0,0). Vo
vieobecnosti, aké je pravdepodobnost, ze Zaba v (i + 1)-tom kroku skoéi do vrcholu A? Nemohla skoéif z
vrcholu A, lebo vidy skoéi do iného. Takze skoéila bud’ z vrcholu B alebo C. Ked bola napr. vo vrchole
B, tak s pravdepodobnostou % skoé¢ila do vrcholu A a teda celkové pravdepodobnost skoku z B do A je
%. Podobne pre C je 5. Takze a; 1 = b";ci a podobne pre b;11 = “";“Ci acir1 = ‘“;’b?‘.

Pod'me si zratat prvych par krokov:

11 111 133 3 5 b
(1.0.0) = (072’2) N (2’4>4> - (4’s=s> - (gm%) -

Vidime, ze vSetky hodnoty postupne speju k % Konkrétne
1

Ai+1 = 5 . (1 — ai).

P S
Ai4+1 3— 2 a; 3 .

Vieme, ze ag =1 =1/3 + 2/3 a dostdvame

Upravime do tvaru

1+2
=42,
‘33

Spocitame hladani hodnotu ako

S SRS SN2 S 1
W= 373512 512.3 512

Uloha 44. Ked Ondro zaéne riibat stromy a ma na zaciatku 100 energie. Kazdd minttu sa méze rozhodniif
medzi dvoma moZnostami:

e Vyrube n stromov, kde n jeho aktudlna energia. To ho unavi, a preto sa jeho energia znizi o 1.
e D4 si pauzu a ziska 1 energiu.

Kolko najviac stromov moéze Ondro vyribat v priebehu 60-tich minit?
RieSenie. 4293

Vzorové rieSenie. Kedy sa oplati Ondrovi odpoéivat? Ak odpoéival po ribani, tak sa mu oplati tieto
dve &innosti vymenit, t.j. najprv odpocivaf a potom ribat. Tak ziska o jeden strom viac. Aké stratégie
ndm zostali po tomto pozorovani? Jedine stratégia b-krat odpocivaj na zaciatku a potom (60 —b)-krat rib.
Iné stratégie sa daju vidy vylepsit nasim prvym pozorovanim. Kolko stromov vyrtibe Ondro v zavislosti
od b? Keby b = 0 tak vyribe Sp = 100 + 99 + - - - + 41. Keby b = 1, tak vyribe 101 4+ 100 4 - - - + 43. Na
to sa dé pozerat aj tak, ze Ondro 1 minitou oddychu ziskal 41 za kazdy €as ribania a stratil posledné
riibanie, teda S; = (100+1) + (99 +1) +--- (424 1) = Sy + 59 — 41. TakZe sa Ondrovi oplatilo odpoéivat.
Podobne Sy = S; + 58 — 43,55 = Sy + 57 — 45 a uz vidime S, = Sp—1 + (60 — b) — (41 4 2b). Takze sa
Ondrovi oplati odpoécivat az kym b = 6 lebo S; = Sg + 53 — 53. Kolko stromov vyrtibal Ondro dokopy?
Spocitame ako

(40+2b+1)+ (41 4+2b4+1)+---+(100+0) =(14+2+---4+(100+ b)) — (1 +2+--- + (40 + 2b))
(100 +b)(100 +b+1) (40 + 2b)(40 + 2b + 1)

2 2
106 -107 = 52-53
2 2
= 4293.




Uloha 45. Oznaéme VN = {\[ \f \f \f .}, t.j. mnozinu odmocnin kladnych celych éisel. Nech S
je mnozina &sel a, pre ktoré plati a € VN a 38 € /N. Aky je stcin prvkov mnoziny S?

Riesenie. 6%°
Vzorové rieSenie. Plat{ 6 = /36 € S. Vsetky ostatné prvky S sparujeme tak, ze prvok y/n ddme do
paru s T’ ktory tiez lezi v S. Stéin prvkov v kazdom pére sa rovnd 36 = 62 a ostdva uz len néjst pocet

prvkov mnoziny S. Vysledkom bude potom 6!S|.

Uvazujme /n € S. To znamend, ze T € VN, resp. 36

je celé ¢islo. Pocet prvkov mnoziny S je potom

rovny poétu delitelov éisla 362 = 24 - 3%, U dvojky aj u trOJky méme pit moznych exponentov (0 a7 4) a
teda mnozina S mé celkom 25 prvkov. Vysledkom je preto 62°.

Uloha 46. Ked vyberieme 2014 nahodnych cifier z mnoziny {0, 1, ..., 9}, tak akd je pravdepodobnost,
Ze ich stéin bude delitelny 107?

%)2014 (180)2014+( )2014

Riesenie. 1 — (
Vzorové rieSenie. Aké cifry treba vybrat, aby ich stiéin nebol delitelny 107 Bud’ s to lubovolné nepérne
cifry, alebo lubovol’né cifry bez nuly a pifky, t.j. delitelov 5. Pravdepodobnost vyberu takych cifier je
(2)%014 4 392014 Preco to nie je spravna odpoved? Lebo niektoré ¢isla sme zardtali dvakrat. Ktoré?
Nepérne 01fry bez pifky. Tak Ze potrebuje odratat (10)2014 V tlohe sme sa pytali na opa¢nu otazku,
takze vysledkom je 1 — (35)2014 — (5)2014 4 (;4)2014,

Uloha 47. Uréte hodnotu vyrazu:

|2014/—2014 ] + [2014/—2013] + |2014¢/—2012] + - - - 4 [2014/2014].

Poznamka |z] oznacuje dolnii celi ¢ast z.
RieSenie. -2002

Vzorové rieSenie. Upravme si povodny vyraz na:

120143/0] + ([2014V/1] + [20145/—1]) + - - - + (|2014+/2014] + [2014/—2014])

Aké je hodnota (|2014/a] + [2014/—a])? St dve moznosti. Bud ¢/a je celé ¢islo, alebo je desatinné.
Ked je celé &islo, tak hodnota vyrazu je 0. Ak je necelé &fslo, nech je jeho tvar /a =k +x, kde k € Z a
0 < x < 1. Potom je hodnota vyrazu

(|2014(k + )| + [ 2014(—(k + 2))]) = —1,

lebo, vieme zapisat 2014(k+x) = m+y, kdem € Za 0 <y < 1. Z ¢oho (|y] +|—y]) =0—1 = —1. Takze
pre vietky &a € Z bude hodnota 0 a pre ostatné -1. Kolko je tretich mocnin mensich rovnych 20147 Plat{
1764 = 123 < 2014 < 133 = 2197. Takze vysledkom je (—1) - (2014 — 12) = —2002. Vsimnime si, 7e sme
¢len [2014+/0] korektne odignorovali.

Uloha 48. Vodka poéital sicet 1+ 2+ - - -+ 2012. Zabudol viak pri¢itat nejaké cisla a tak dostal vysledok
delitelny 2011. Anicka poéitala A = 1+ 2 + --- + 2013 a zabudla pripoéitat tie isté éisla ako Vodka a
dostala tak stiéet N delitelny 2014. Aky je pomer % ?

RiesSenie. 2/3

Vzorové rieSenie. Oznacme S = 1+2+...42012 a V stcet, ktory vysiel Vodkovi. S dava po deleni 2011
zvysok 1 a po deleni 2014 zvysok 1008. N = 2013 + V. Ked'ze N je delitelné 2014, tak V ddva po deleni
2014 zvysok 1. Zaroven je V delitené 2011. Teda Vodka vynechal é&isla ktorych stéet dava po deleni 2011
zvySok 1 a po deleni 2014 zvysok 1007. Najmensie ¢islo ktoré dava také zvysky je 335-2014 4 1007. Tento
stcet vieme dostat napr. vybratim 1007 a 335 dvojic so siétom 2014. Napr. 2 a 2012, 3 a 2011 ... Potom
N = A —1007 - 335-2014. Ked7e A = 1007 - 2013 = 2014 - 1006 + 1007, tak N = 671 -2014 = 1342 - 1007.
Potom % = %

Uloha 49. Petrzlen m4 novd hru. Je hrand 16-timi kartami, ktoré si polozené v rade za sebou. Kazda
karta je z jednej strany Gervend a z druhej ¢ierna. V kazdom tahu Petrzlen nijde ¢iernu kartu, ktord je
najviac vpravo. Potom otoéf tiito kartu a vietky karty, ktoré s od nej napravo. Hra skonéi, ked’ uz nie je
mozné urobit £ah. Kolko najviac fahov méze Petrzlen tito hru hraf?



RieSenie. 216 — 1

Vzorové rieSenie. Vyskisajme si, ako to funguje. Zoberme si zjednoduseny pripad n = 8 a nech ¢ierna
je 0 a cervend 1. Za¢nime napriklad 00100010 — 00100011 — 00100100 — 00100101 — 00100110 —
00100111 — 00101000 — - --. Tim, ktory to este nevidia ukdzeme trocha int hru: mame cifry 0,1,...,9
a zoberme poslednd cifru, ktora nie je 9. Tak napriklad 188 — 189 — 190 — 191 — 192 —» 193 —» .- - —
199 — 200. Vidime, Ze tah v nasej hre je len operacia +1 v bindrnych &slach. Kedy uz nie je mozné urobit
tah? Ked je situdcia 11...1 = 2'6 — 1. Ako najdlhsie mézeme tiito hru hrat? Ked'ze vizdy priddme +1,
tak vtedy, ked zacneme od 0 = 00...0.

Uloha 50. Kolko existuje pravouhlych trojuholnikov s celo¢iselnymi dlzkami stran takych, ze aspon jedna
odvesna trojuholnika ma dlzku 201447

Riesenie. %

Vzorové rieSenie. Ozna¢me si druhi odvesnu b a preponu c. V pravouhlom trojuholniku musi platit
Pytagorova veta (2014'4)2 + b2 = ¢2. Upravou dostaneme rovnost sicinov (¢ — b)(c 4+ b) = 201428 =
22819285328 Ked'ze riesime celoéiselni tlohu, otdzkou ostéva kolkymi spdsobmi mozme napisat n = 201428
ako sucin delitela d ¢isla n a jeho patriacej dvojici %. Oznac¢me (¢ —b) = d a (c+b) = %. Z toho zrejme
% = d + 2b. To je mozné pre vietky d|n az pripady ked d a % maji réznu paritu a ked b = 0. Ked'ze
2|n, tak musia byt oba pdrne. Kolko je teda moznosti pre d? Zostalo 27 - 29 - 29 — 1 delitelov, lebo 27 za

rovnaku paritu a -1 za b = 0. Ked7e d < 4 tak vysledkom je presne polovica ”QT(‘M.

Uloha 51. Aké je najmensie kladné celé &fslo, ktoré sa neds zapisat ako sticet maximalne jedendstich (nie
nutne roznych) faktoridlov? Napriklad: 42 = 4! 4+ 3! + 3! + 21 4+ 21 + 11 + 11

RieSenie. 359

Vzorové riesenie. Oznaéme P; ako najmensie é&islo, ktoré nevieme zapisaf i faktoridlmi. Pod'me si zratat
prvé hodnoty. Najprv P; = 3, lebo 1 = 1! a 2 = 2!. Dalej P, = 5, lebo 3 = 1! + 2!, 4 = 2! + 2!. Dalej
Py =11,1ebo 5 =11+ 2+ 2! a pre n = 6,7,8,9,10 vieme zapisaf n = 3! + P,. Dalej P, = 17, lebo ked
nepouzijeme 3! tak ndm to nestaci a ak pouzijeme 3!, tak P3 = 11. Podobne P5 = 23.

Intuicia ndm hovori, Ze sa ndm vzdy oplati pouzit najvicsi mozny faktoridl. A to je aj pravda. Dokdzeme
sporom. Nech p! je najvaési mozny faktoridl mensi rovny ako n a oplatilo by sa ndm ho nepouzit, t.j. keby
sme vyskladalin = ay - 1!+ ag- 21+ - 4+ a,_1(p — 1)I. Kedze 1!, 2!, ..., (p—1)!]| p!, tak urcite vieme
stcet niektorych mensich faktoridlov nahradit p!. Aky bude teda vysledok? Zostdvaji ndm dva postupy,
bud to vyskiSame ¢isla tvaru p! — 1 a ked nie, tak odéftame niekolkokrat (p — 1)! alebo si vSimneme, 7e
P; bolo vzdy zaciatkom sictu

1420+ 20+ 31 4+ 3! 4+ 3! + 4! + 4! 4+ 41 4+ 41 + 5! + 51 = 359.

Uloha 52. Na sachovom turnaji hrd kazdy sufaziaci proti kazdému. Navyse sa hraci dohodli, Ze partia
nemodze skonéit remizou. Nazvime skupinu Sachistov jasnou, ked je v skupine jasny vitaz a jasny porazeny,
t.j. taky hrac, ktory v skupine vSetko vyhral a taky hrac, ktory v skupine vSetko prehral. Najdite najmensie
n také, ze v kazdom turnaji s n hraémi je uréite jasna skupina velkosti 4.

RieSenie. 8

Vzorové rieSenie. Dokaz mé dve Casti. V prvej ¢asti dokdzeme, ze pre n = 8 urcite existuje jasna skupina
velkosti 4. V druhej ¢asti skonstruujeme graf pre n = 7, ktory neobsahuje jasnd skupinu velkosti 4.
Kolko najmenej vifazstiev ma hra¢ s najviac vitazstvami pre n = 8?7 Priemerny pocet vifazstiev je 3,
5. Aby sa tento priemer dosiahol, nejaky hrdé v musi mat (aspon) 4 vitazstva nad hraémi aq,as, as, ay.
Podobne, z hrd¢ov a1, as,as,as musi mat niekto (aspoii) dve vifazstva s hra¢mi aq,as, as,as. Bez ujmy
na vieobecnosti, nech a; porazil as a az. Z hra¢ov as, as musel niekto vyhrat, bez ujmy na vSeobecnosti
nech je to ay. Potom ale skupina {v,a;,as,as} je jasna a ma velkost 4.

Druh4 ¢ast dokazu, ze pre n < 7 nejde. Uvazujme preto nasledujici graf: vrcholy su &isla 0,1,...,6 a
orientované hrany vychddzaji z i do {(i+1) (mod 7), (¢ 4+2) (mod 7), (i +4) (mod 7)}. Jediny kandid4ti
na jasnu skupinu si skupiny tvorené vrcholom v a troma hrac¢mi, ktorych v porazil. Ale medzi kazdou
takouto trojicou je cyklus dIZky tri.

Uloha 53. Kika si vymyslela dve &sla od 1 do 9 (mézu by aj rovnaké). Vodkovi povedala ich stéin a
Ondrovi ich siéet. Potom nasledovala nasledovna konverzacia:



e Vodka: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
e Ondro: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
o Vodka: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
e Ondro: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
o Vodka: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
e Ondro: “Neviem, aké su tie cisla.”
e Vodka: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
e Ondro: “Neviem, aké su tie ¢isla.”
o Vodka: “Uz viem, aké su tie ¢isla.”

AKké c¢isla si Kika vymyslela?

RieSenie. 2 x 8

Vzorové rieSenie. V rieSen{ si bolo treba premysliet dva klticové kroky. Prvy krok je, Ze priklad moze
mat riesenie. Obaja hraéi si pre kazdd dvojicu napisu ich siéty a stéiny. Keby napriklad Vodka videl, Ze
jeho ¢islo ma len jeden mozny sucin, tak je jasné aké ¢isla si Kika myslela. On ale povedal “Neviem”. Ondro
si preto moze skrtnit tie dvojice, ktoré ddvaji jednoznaény stc¢in. Potom keby Ondro mal jednoznaény
sticet, tak vie Kikine ¢isla. Ale on povedal “Neviem”, takZe Vodka modze skrtnif &isla s jednoznaénym
sictom. A tak dalej.

Druhym podstatnym krokom bolo premysliet si, ako to spoéitat rychlo. Uvedomime si, Ze obaja maju
rovnaki tabulku a moézeme si Kikine ¢isla zoradif. Dalej si uvedomime, ze budeme potrebovaf hladat
podla hodnoty su¢inu. Takze si pre kazdd hodnotu siéinu zapiseme dvojice, napriklad 24 — (3,8), (4, 6)
a sta¢i ndm zacat so stic¢inmi, ktord majd aspoii dva péry, lebo Vodka na zaciatku povedal “Neviem”.
Potom gkrtdme podla siétu (ten bude vZdy najmensi alebo najviicsi) a tak dookola.

Nech S; je mnozina vsetkych dvojic (z,y), kde # < y a &isla x,y mohli byt vysledkom keby rozhovor
skonéil po i krokoch. Hladdme teda Sg. MnoZina S; st dvojice, ktoré sa daju rozlozit na suéin cifier len
jednym spdsobom. To su vSetky tie ¢isla, ktorych siacin je rovny 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 36. Aké
sucty su jednoznacné pre So? S to sucty 4, 12 a 13 a preto So = {(2,2), (4,9), (6,6)}. Podobne ako Sy
dostdavame S3 = {(1,4)} a podobne ako Sy dostdvame Sy = {(2,3)} s rozbehnuty pokrac¢ujeme:

S5 = {(1’6)}7 Se = {(374)}a S7 = {(2’6)}a Sg = {(474)}7 Sg = {(278)}7

Uloha 54. Majme tri rovnaké kuzele, ktorych podstavy sa navzajom dotykaju a vSetky tri podstavy lezia
celé v jednej spoloénej rovine. Medzi kuZele sme vlozili gulu, ktora je takd velks, Ze jej vrch siaha do
rovnakej vysky ako vrcholy troch kuzelov. Aky m4 gula polomer, ak podstava kuzelov m4 polomer 50 a

ich vyska je 1207

Vzorové rieSenie. Oznacme polomer tej gule r. Nech O je stred gule, T bod dotyku gule, S stred
podstavy, V vrchol jedného kuzela. Nech P je kolmy priemet O do roviny v ktorej st podstavy kuzelov.
Nech X je bod na OP v rovnakej vyske ako T'. Vsimnime si, ze TX je rovnobezné s rovinou podstav
kuzelov. Nech Y je bod na podstave a polpriamke VT. Zrejme lezi aj na SP. A nakoniec nech Z je kolmy
priemet T do roviny podstdv. Z Pytagorovej vety lahko dordtame |VY| = 130.

200V3

RieSenie. B




Gula sa dotyka kuzela, preto sa dotyka aj priamky VT, a preto je VT kolmé na T'O. Trojuholnik AT XO
je preto podobny s trojuholnikom AV SY (Lezia v jednej rovine a strany 7 X O si kolmé na odpovedajice
strany VSY.) Preto |OX| = &7, |TX| = 13r. Zrejme Z je vo vyske 120 — 5r = |TZ].

Z podobnosti trojuholnikov AVY'S a ATY Z méme |Y Z| = (120— 187)- 5 = 50— 37 a teda |SZ| = 327
No na druhi stranu |PZ| = |TX| = 12r. A |SP]| je vzdialenost taziska od vrchola v rovnostrannom

trojuholniku so stranou dfzky 100 (Zrejme stredy podstdv kuzelov ho tvoria a priemet stredu gule musf
byt v strede toho trojuholnika), ¢o je %. Preto |SZ| = 10037‘/?’ — 12r. A kedze |SZ| = |5Z] :) tak

dostdvame rovnicu, ktord lahko vyriesime a teda 10%‘/5 =3%r=3r, z thor= %.
v
10
————-9
T, X
|
|
|
|
|
|
|
|
S Z Y P
Uloha 55. Riadky aj stfpce mriezky 7 x 7 s o¢islované 1,2, ..., 7. Kolkymi sposobmi vieme na mriezku

rozmiestnit 8 magnetov tak, Ze pre kazdé dva magnety je rozdiel v ich &fslach stipcov aspon 3 alebo rozdiel
v ¢islach riadkov aspon 37

RieSenie. 36 + 8 + 6 + 1 = 51

Vzorové riesenie. Keby sme mali v zadani 9 magnetov, bola by len jedind moznost ako ich umiestnit.
Tym, Ze ich mame iba 8, dostdvame isti volnost a potrebujeme rozumne rozobraf vsetky moznosti.
Oznac¢ime si stipce plochy A — —G a riadky 1-7. Rozoberme vsetky moznosti v zavislosti od polohy
magnetu najblizsieho ku stredu.

Ak je magnet umiestneny tplne v strede - t.j. na D4 - zvy$nych 7 magnetov musi byt po obvode. Vd'aka
odpudzovaniu bude vzdy 6 magnetov pravidelne rozostavenych a zvy$né dva maju isti volnost po hrane.
Uréime si, Ze na hrane A7 — —G7 budd len dva magnety a zratajme kolko moznosti ndm to ddva. Lahko
mozme vidiet, Ze ich je 10. Pri otocen{ na inti hranu sa zopakuji len 4 z nich (ak je 8 magnetov v mriezke)
a teda s magnetom v strede je 36 moznosti.

Ak je magnet vzdialeny od stredu o 1, tak BUNV nech je na D3 - nakoniec zase zratame otocenia. Ked ze
medzi Bl a F'1 nemdzu byt magnety, 6 z nich musi byf na Al, A4, A7, G1, G4, G7 a posledny na D6
alebo D7. To ndm déva 2 moznosti, po otoceniach 8 moznosti.

Ak je magnet BUNV na D2, méme obdobne moznosti ako pre minuly pripad. Posledny moze byt na
D5,D6 alebo D7. Moznost D5 bola zardtand v minulom pripade a moznost D6 sa d4 otoé¢it len dvakrat.
Po otoceniach mame preto 6 moznosti.

Poslednd moznost je, Ze najblizsia je vzdialend 3, teda st rovnomerne po obvode, to je jedind moznost.
Dokopy je to 36 + 8 + 6 4+ 1 = 51 moznosti.
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Uloha 56. Dané si tri body A, B a C, ktoré nelezia na jednej priamke. Usecka AB je rozdelena na tri
rovnako dlhé ¢asti bodmi D a E. Bod F je stredom tsecky AC. Priamky DF a BF pretinaji priamku
CFE v poradi v bodoch G a H. Ak obsah ADEG je 18, tak aky je obsah trojuholnika AFGH?

C

RieSenie. 1.8

Vzorové riesenie. Vyrazom [XY Z] budeme vo vSeobecnosti oznacovat obsah AXY Z. V trojuholniku
AEC je G taziskom a preto % = 2, |DG| = §|DC]|. Pouzijeme metédu hmotnych bodov. Ak ddme
bodom A,B,C hmotnosti 2, 1, 2 a zistime, kde bude lezat tazisko vzniknutej stustavy 24 + 1B + 2C.
Kedze 24 4+ 2C = 4F, tak tazisko ststavy lez{ na tsecke BF a deli ju v pomere 22 = 2. Z rovnosti
2A + B = 3D stéasne vyplyva, Ze tazisko lezi na tsecke CD a deli ju v pomere % = % Specidlne teda
dostévame, 7e taziskom stistavy je bod H. -

A teda dostavame |[DH| = 2|DC]|, ¢o dokopy s |GH| = 15| DC| déva 1Gay = 5- Potom plati

[DEG] _ |DG|-|EG| _
[FGH] |FG|-|HG|

2.5 =10,
a preto [FGH] = 1,8.

Uloha 57. Plast telesa je tvoreny dvoma rovnostrannymi trojuholnikmi s dizkou strany 1 a Siestimi
rovnoramennymi trojuholnikmi s ramenami dlzky x a podstavou 1 ako na obrazku. Ak je objem telesa 6,
kolko je x?



RieSenie. 5—{339

Vzorové riesenie. Keby bolo x = 1, bol by to pravidelny 8-sten. Jeho objem vieme spoéitat, lebo je
zlozeny z dvoch 4-bokych ihlanov. Ich podstava je §tvorec so stranou 1, a vysku lahko dordtame z Pyta-
gorovej vety, je to @ a teda objem ihlanu je g. Objem osemstenu je dvojnasobok, teda g Postavme
teraz nas osemsten na 1 stenu. Ak ho “natiahneme” v smere kolmom na td stenu k-krat, (teda kazdy bod
vzdialime od tej steny k-krdt) dostaneme presne také teleso aké chceme. Jeho steny budd 2 rovnostranné
trojuholniky (protilahld stena je rovnobeznd preto sa nezmeni) a 6 rovnoramennych. Plat{, Ze pri ,natia-
hnuti“ sa objem zvicsi tiez k-krat. Preto aby to malo objem 6, k = 9v/2.

Uz len vyratat dizku hrany. Najprv si uvedomime, Ze ak mame lubovolné také teleso teleso postavené
na stene rovnostranného trojuholnika (ozna¢me ho ABC, zvy$né 3 vrcholy budd D, E, F.) a ma vysku
(vzdialenost tych 2 stien ABC a DEF) h, vieme Tahko vyratat hranu. Ak totiz kolmo premietneme DEF

do roviny ABC dostaneme pravidelny Sestuholnik AD’BE'CF’. A my pozndme |AB| = 1, preto lahko
dordtame |AD'| = g A potom z Pytagorovej vety

1
|AD| = RZ +TADF = y[h? + <.

Pre pravidelny osemsten vieme z tohto vyratat hesemsten = \/% (lebo tam |AD| = 1). A pre naSe teleso

sa vysSka natiahne presne k-krat, teda bude hieleso = %. To uz len dosadime a mame:

Y P W S BV
teleso 3 3 \/g 3 .



