
Úloha 1J. Malý Pét’a je velký drsňák a nośı vždy jen ponožky r̊uzných barev. Ve skř́ıni má 30 červených, 40 zelených
a 40 modrých ponožek. Tato skř́ıň se však nacháźı ve sklepě v mı́stech, kde se nesv́ıt́ı, takže když Pét’a vytáhne nějakou
ponožku, nedovede rozeznat jej́ı barvu. Kolik nejméně ponožek muśı vytáhnout, aby mezi nimi bylo určitě aspoň osm
r̊uznobarevných pár̊u? Jedna ponožka může být započ́ıtána nejvýše v jednom páru.

Výsledek. 48

Řešeńı. Jestliže Pét’a vytáhne např́ıklad všechny zelené a sedm červených ponožek, zřejmě z nich osm r̊uznobarevných
pár̊u neposkládá. Tedy 47 nestač́ı. Pokud však vytáhne 48 ponožek, pak je mezi nimi určitě aspoň 48

3 = 16 ponožek
jedné barvy a aspoň 48− 40 = 8 ponožek, které maj́ı nějakou jinou barvu. To nám zaručuje osm pár̊u, a tedy 48 už
stač́ı.

Úloha 2J. Necht’ x a y jsou kladná celá č́ısla vyhovuj́ıćı rovnici x2 + 2y2 = 2468. Určete x, jestliže v́ıte, že řešeńım
rovnice je pouze jedna dvojice (x, y) a že 1234 = 282 + 2 · 152.

Výsledek. 30

Řešeńı. Vynásob́ıme-li rovnost 1234 = 282 + 2 · 152 dvěma, dostaneme

2468 = 2(282 + 2 · 152) = (2 · 15)2 + 2 · 282.

Jelikož v́ıme, že rovnice v zadáńı má právě jedno řešeńı, je nutně x = 30.

Úloha 3J. Digitálńı hodinky ukazuj́ı čas v hodinách a minutách ve dvacetičtyřhodinovém formátu. Kolik minut
denně se na jejich displeji vyskytuje aspoň jedna pětka?

Výsledek. 450

Řešeńı. Během 120 minut, kdy na pozici hodin sv́ıt́ı 5 nebo 15, je pětka vidět celou dobu. Po zbytek dne je pětka
vidět vždy posledńıch deset minut každé hodiny (22 · 10 = 220 minut) a dále pětkrát během zbývaj́ıćıch padesáti minut
(22 · 5 = 110 minut). Celkem je tedy pětka na displeji 450 minut.

Úloha 4J. Obdélńık o obvodu 136 cm je rozdělen na sedm shodných obdélńıčk̊u jako na obrázku.

Jaký je obsah tohoto obdélńıka v cm2?

Výsledek. 1120

Řešeńı. Délky stran obdélńıčk̊u jsou v poměru 2 : 5 – označme je 2x a 5x. Délky stran p̊uvodńıho obdélńıka jsou pak
10x a 7x, tedy jeho obvod je 2 ·(10x+7x) = 34x. To znamená, že x = 4 cm a obsah obdélńıka je 10 ·7 ·42 cm2 = 1120 cm2.

Úloha 5J. Bonboniéra má tvar rovnostranného trojúhelńıka o straně délky s cm a obsahuje 2n bonbón̊u ve tvaru
rovnostranného trojúhelńıka – n o straně 1 cm a n o straně 2 cm. Bonbóny jsou naskládané těsně vedle sebe tak, aby
zaplnily celou bonboniéru. Jaká je nejmenš́ı možná hodnota s?

Výsledek. 10

Řešeńı. Necht’ a je obsah malého bonbónu (toho o straně 1 cm). Pak obsah velkého bonbónu je 4a a součet obsah̊u
všech bonbón̊u je na+ 4na = 5na. Obsah bonboniéry je s2a, protože jej́ı tvar je stejný jako tvar malého bonbónu, ale
jej́ı strana je s-krát deľśı. To znamená, že 5n = s2, tedy s je násobkem pěti.

Snadno se ukáže, že neńı možné vměstnat pět velkých bonbón̊u do bonboniéry o straně délky 5 cm, takže s 6= 5.
Nicméně pro s = 10 už vhodné uspořádáńı 20 malých a 20 velkých bonbón̊u existuje.
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Úloha 6J. Malý Pét’a vyrostl, i nośı už jen ponožky stejných barev. Nav́ıc dostal mnoho nových ponožek, takže nyńı
má ve skř́ıni 20 hnědých, 30 červených, 40 zelených, 40 modrých, 30 černých a 20 b́ılých ponožek. Skř́ıň je však stále ve
sklepě, kde neńı žádné světlo, a Pét’a tak neńı schopen rozeznat barvy ponožek. Kolik nejméně ponožek muśı ze skř́ıně
vźıt, aby měl jistotu, že mezi nimi bude osm pár̊u? Jednu ponožku lze samozřejmě započ́ıtat nejvýše do jednoho páru.

Výsledek. 21

Řešeńı. Vytvoř́ıme-li z vybraných ponožek co největš́ı počet pár̊u, zbyde vzhledem k počtu barev nejvýše šest
nespárovaných. Jestliže vezme Pét’a ze skř́ıně 21 ponožek, bude mezi nimi dokonce nejvýše pět nespárovaných, nebot’

z 21− 6 = 15 ponožek nelze beze zbytku vytvořit páry. Pak ovšem zbylé ponožky tvoř́ı alespoň 21−5
2 = 8 pár̊u.

Naopak 20 ponožek ještě nestač́ı, nebot’ se může stát, že mezi nimi bude sedm pár̊u a šest jednotlivých ponožek,
každá jiné barvy. Z toho vyplývá, že Pét’a potřebuje k zajǐstěńı osmi pár̊u nejméně 21 ponožek.

Úloha 7J. Čtverec a pravidelný pětiúhelńık maj́ı společnou kružnici opsanou a sd́ılej́ı vrchol. Jak velký je největš́ı
vnitřńı úhel mnohoúhelńıka, který je jejich pr̊unikem?

Výsledek. 153◦

Řešeńı. Označ́ıme-li vrcholy jako na obrázku, je pr̊unikem čtverce a pětiúhelńıka sedmiúhelńık AB1B2C1C2D1D2.

A

B

C

D

W

X Y

Z

B1

B2

C1 C2

D1

D2

Vzhledem k symetrii obrázku podle osy AC se stač́ı zabývat vnitřńımi úhly u vrchol̊u A, B1, B2 a C1. Prvńı a
posledńı z nich maj́ı zřejmě velikost 90◦ a 135◦. Jelikož úsečka B2D1 je rovnoběžná s úsečkou XY , dostáváme
|^D1B2B1| = |^Y XW | = 108◦, a jelikož je zároveň rovnoběžná s úsečkou BD, je |^C1B2D1| = |^CBD| = 45◦.
Vnitřńı úhel u B2 je pak 153◦. Protože trojúhelńık B1BB2 je pravoúhlý, snadno dopočteme, že vnitřńı úhel u B1 má
velikost 117◦. Největš́ı vnitřńı úhel má tedy velikost 153◦.

Úloha 8J. Kolem koleček 1 a 2 je natažen řemen. Kolečko 1 má pr̊uměr 48 mm. Jaký pr̊uměr muśı mı́t kolečko 2,
pokud má celý mechanismus fungovat?

2 1

Výsledek. 20 mm

Řešeńı. Spočteme-li počty zub̊u všech kol, zjist́ıme, že jedna otáčka kolečka 1 vynut́ı 20
15 = 4

3 otáčky dvojitého kola a
jedna otáčka dvojitého kola vynut́ı 18

10 = 9
5 otáčky kolečka 2. Tedy jedna otáčka kolečka 1 zp̊usob́ı 4

3 ·
9
5 = 12

5 otáčky
kolečka 2. Obvod kolečka 2 se proto muśı rovnat 5

12 obvodu kolečka 1. Protože poměr pr̊uměr̊u je roven poměru obvod̊u,
spočteme pr̊uměr kolečka 2 jako 5

12 · 48 mm = 20 mm.

2



Úloha 9J. Honza si na své dvaašedesátidenńı prázdniny v červenci a srpnu připravil přesný plán, které dny bude
lhát a které dny bude mluvit pravdu. V k-tém dni (pro každé k od 1 do 62) pak prohlásil, že měl v plánu lhát aspoň k
dńı. Kolik z těchto výpověd́ı bylo lživých?

Výsledek. 31

Řešeńı. Všimneme si, že pokud mluv́ı Honza nějaký den pravdu, pak muśı mluvit pravdu i všechny předchoźı dny.
Kdyby mluvil pravdu méně než 31 dńı, pak by musel lhát v́ıce než 31 dńı, což by bylo v rozporu s t́ım, že 31. den lhal.
Pokud by naopak mluvil pravdu v́ıce než 31 dńı, pak by musel lhát méně než 31 dńı, což by bylo v rozporu s pravdivou
výpověd́ı z 31. dne. Honza tedy musel lhát právě 31 dńı.

Úloha 10J. Šavĺık s Filipem hráli lodě ve čtverci 9× 9. Šavĺık někam umı́stil letadlovou lod’ o rozměrech 5× 1, resp.
1× 5. Jaký je nejmenš́ı počet poĺı, do nichž muśı Filip vystřelit, aby lod’ s jistotou zasáhl?

Výsledek. 16

Řešeńı. Z následuj́ıćıho obrázku je patrné, že 16 střel je nutných, nebot’ do každého obdélńıka 5× 1 muśı Filip vystřelit
nejméně jednou.

Oněch 16 střel stač́ı, jak je vidět z obrázku ńıže.

Úloha 11J / 1S. Jaká je největš́ı možná hodnota společného dělitele po dvou r̊uzných kladných celých č́ısel a, b, c
splňuj́ıćıch vztah a+ b+ c = 2015?

Výsledek. 155

Řešeńı. Máme 5 · 13 · 31 = 2015 = a+ b+ c = NSD(a, b, c) · (a0 + b0 + c0) pro nějaká navzájem r̊uzná kladná č́ısla a0,
b0, c0 (tedy a0 + b0 + c0 ≥ 6). Z toho vyplývá, že NSD(a, b, c) může být nanejvýš 5 · 31 = 155. Pro dosažeńı tohoto
maxima stač́ı zvolit a0, b0, c0 tak, aby a0 + b0 + c0 = 13. Např́ıklad a0 = 1, b0 = 5, c0 = 7 dávaj́ı a = 1 · 155, b = 5 · 155,
c = 7 · 155 s požadovanými vlastnostmi.

Úloha 12J / 2S. Vlak zásobuj́ıćı továrnu sestává z lokomotivy (která je vždy na začátku) a šesti vagón̊u, z nichž
každý veze bud’ železnou rudu, nebo uhĺı. David chtěl takový vlak vyfotografovat, ale podařilo se mu zachytit jen tři
sousedńı vagóny. Prvńı – ten z nich, který byl nejbĺıže lokomotivě – vezl železnou rudu a následuj́ıćı dva vezly uhĺı.
Kolik r̊uzných vlak̊u mohl David takto vyfotografovat?

Výsledek. 31

Řešeńı. Máme čtyři možnosti umı́stěńı vyfotografovaného úseku R-U-U v rámci celého vlaku. Pro každou z těchto
možnost́ı lze 23 zp̊usoby doplnit zbytek vlaku. Takto však započ́ıtáme vlak R-U-U-R-U-U dvakrát, takže počet r̊uzných
vlak̊u je 4 · 8− 1 = 31.

3



Úloha 13J / 3S. Útvar slepený z několika stejně velkých krychliček vypadá zezadu jako jednička a shora jako trojka,
viz obrázek. Nav́ıc v́ıme, že obsahuje maximálńı možný počet krychliček. Kolik z nich je vidět při pohledu zprava?

Poznámka: Následuj́ıćı obrázek ilustruje pohled zezadu a pohled shora na pr̊uhledné krychli.

Výsledek. 17

Řešeńı. Útvar se zřejmě vejde do kvádru o rozměrech 2 × 5 × 5. Rozdělme jej nap̊ul a rozeberme každou z část́ı
1 × 5 × 5 zvlášt’. Pod́ıváme-li se na útvar zepředu, uvid́ıme zrcadlově převrácenou jedničku. V pravé části je tedy
zepředu vidět jedna krychlička a shora pět, což nám dává jedinou možnost, a to pět krychliček v jedné řadě. Podobně
v levé části vid́ıme zepředu pět krychliček a shora tři, což může být nejvýše pět krychliček v každém ze tř́ı sloupc̊u.

Výsledný útvar je znázorněn na obrázku ńıže. Pod́ıváme-li se na něj zprava, uvid́ıme 17 krychliček.

Úloha 14J / 4S. Řekneme, že přirozené č́ıslo n je lahodné, jestliže ciferný součet n i n+ 10 je dělitelný sedmnácti.
Jaké je nejmenš́ı lahodné č́ıslo?

Výsledek. 7999

Řešeńı. Označme Q(r) ciferný součet č́ısla r. Jestliže je cifra na pozici deśıtek r̊uzná od 9, pak Q(n+ 10) = Q(n) + 1.
Proto muśı být na mı́stě deśıtek dev́ıtka. Jestliže je nyńı cifra na pozici stovek r̊uzná od 9, máme Q(n+ 10) = Q(n)− 8,
ale pokud je na mı́stě stovek dev́ıtka, zat́ımco na mı́stě tiśıc̊u nikoliv, dostaneme Q(n + 10) = Q(n) − 17. V tomto
př́ıpadě mohou být oba ciferné součty dělitelné sedmnácti. Protože hledáme co nejmenš́ı n, předpokládejme, že tento
př́ıpad nastane a že Q(n) = 2 · 17 = 34. Součet všech cifer kromě těch na pozici deśıtek a stovek pak muśı být
34− 2 · 9 = 16 < 2 · 9, tedy stač́ı dvě daľśı cifry. S těmito informacemi již snadno dojdeme k výsledku n = 7999.

Úloha 15J / 5S. Autobusová doprava provozuje linku mezi městy A a D s mezizastávkami v městech B a C (v tomto
pořad́ı). Cena j́ızdenky je př́ımo úměrná vzdálenosti, kterou autobus uraźı, tedy např́ıklad j́ızdenka z A do C stoj́ı
stejně jako j́ızdenky z A do B a z B do C dohromady. Prodávaj́ı se přitom pouze jednosměrné j́ızdenky. Tonda je
vášnivý sběratel a rozhodl se do své sb́ırky źıskat j́ızdenky všech možných cen (stač́ı mu od každé ceny jedna). Zat́ım
má j́ızdenky o cenách 10, 40, 50, 60 a 70. Jaké jsou možné ceny posledńı j́ızdenky?

Výsledek. 20, 110

Řešeńı. Předpokládejme nejprve, že Tonda již vlastńı j́ızdenku mezi A a D. Jej́ı cena pak muśı být 70. Jelikož je
tato částka součtem cen j́ızdenek na trasách AB, BC a CD, z nichž nejméně dvě už Tonda má, je patrné, že jediné
vyhovuj́ıćı rozděleńı je 10, 20, 40. Cena chyběj́ıćı j́ızdenky je tedy 20. Snadno ověř́ıme, že i ostatńı ceny v tomto př́ıpadě
souhlaśı.

Pokud Tondovi nejdražš́ı j́ızdenka chyb́ı, pak muśı 70 stát cesta s jednou zastávkou. Jediný zp̊usob, jak dostat 70
jako součet cen dvou j́ızdenek, které už Tonda má, je 60 + 10. To znamená, že j́ızdenka na zbývaj́ıćı část cesty mezi A a
D stoj́ı 40 a nejdražš́ı j́ızdenka pak 10 + 40 + 60 = 110. Opět snadno ověř́ıme, že i tato možnost vyhovuje zadáńı.
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Úloha 16J / 6S. Vejtek v hodinářstv́ı obdivuje hodinky zabalené v ploché pr̊uhledné krabičce obdélńıkového tvaru.
Všiml si, že střed hodinek (mı́sto, kde se setkávaj́ı hodinová a minutová ručička) je přesně ve středu krabičky. Nav́ıc
zpozoroval, že v poledne ukazuje malá ručička do středu kratš́ı strany krabičky, zat́ımco v jednu hodinu ukazuje přesně
do rohu. Jak daleko jsou od sebe body na hranici krabičky, na něž ukazuje malá ručička v jednu a ve dvě hodiny?
Délka kratš́ı strany krabičky je 3 cm.

Výsledek.
√

3 cm

Řešeńı. Označme C střed krabičky a Px bod na jej́ı hranici, na který ukazuje malá ručička v x hodin. Protože
|^P2CP1| = |^P3CP2| = 30◦, je bod P2 středem kružnice vepsané rovnostranného trojúhelńıka CC ′P1, kde C ′ je obraz
bodu C v osové souměrnosti podle př́ımky P1P3. Tedy P2 je zároveň těžǐstěm a hledaná vzdálenost |P1P2| je rovna
dvěma třetinám výšky. Délka strany trojúhelńıka CC ′P1 je 3 cm, tedy |P1P2| = 2

3 ·
1
2 ·
√

3 · 3 cm =
√

3 cm.

C C ′P3

P2

P1

Úloha 17J / 7S. Najděte dev́ıticiferné č́ıslo, které obsahuje každou z cifer 1, 2, . . . , 9 právě jednou, a nav́ıc každé dvě
jeho sousedńı cifry tvoř́ı dvojciferné č́ıslo, jež je součinem k · l dvou č́ısel k, l ∈ {1, 2, . . . , 9}.
Výsledek. 728163549

Řešeńı. Hledané dev́ıticiferné č́ıslo nazveme z. Dvojč́ısĺı xy (kde x, y ∈ {1, 2, . . . , 9} a x 6= y) nazveme př́ıpustné,
kdykoliv existuj́ı k, l ∈ {1, 2, . . . , 9} splňuj́ıćı 10x+ y = kl. Jelikož jediné př́ıpustné dvojč́ısĺı obsahuj́ıćı dev́ıtku je 49,
muśı se toto dvojč́ısĺı objevit na konci č́ısla z. Př́ıpustná dvojč́ısĺı obsahuj́ıćı sedmičku jsou pouze 27 a 72. Nemohou se
vyskytnout obě zároveň a konec č́ısla z už je obsazen, takže 72 muśı být na začátku z. Př́ıpustná dvojč́ısĺı s osmičkou
jsou 18, 28, 48 a 81, přičemž čtyřka už se vyskytuje ve spojeńı s dev́ıtkou. Máme tedy jedinou možnost, a to postavit
blok 281. Nyńı je z = 7281 . . . 49 a zbývá doplnit č́ıslice 3, 5 a 6. Protože 13 ani 34 nejsou př́ıpustná dvojč́ısĺı a jediné
př́ıpustné dvojč́ısĺı xy s x ∈ {5, 6} a y = 3 je 63, dostáváme z = 728163549. Toto z zřejmě splňuje podmı́nky zadáńı.

Úloha 18J / 8S. Najděte největš́ı prvoč́ıslo p menš́ı než 210 takové, že č́ıslo 210− p je složené.

Poznámka: Připomeňme, že jednička neńı ani prvoč́ıslo, ani č́ıslo složené.

Výsledek. 89

Řešeńı. Namı́sto hledáńı největš́ıho prvoč́ısla p budeme hledat nejmenš́ı složené č́ıslo n takové, že 210− n je prvoč́ıslo.
Máme 210 = 2 · 3 · 5 · 7. Kdyby tedy bylo n dělitelné dvěma, třemi, pěti nebo sedmi, platilo by totéž pro 210 − n,
neboli 210− n by nebylo prvoč́ıslo. Nejmenš́ım kandidátem na n je proto 112 a to nám dává p = 210− 121 = 89, což je
prvoč́ıslo.

Úloha 19J / 9S. Základńı škola se rozhodla nakoupit spoustu tužek pro prvňáky, rozdělené do tř́ıd A, B a C. Kdyby
se tužky rozdaly spravedlivě ve všech tř́ıdách, dostal by každý žáček devět tužek. Pokud by se rozdaly jen ve tř́ıdě A,
dostal by jich každý 30, a pokud jen ve tř́ıdě B, měl by každý 36. Kolik tužek by dostal každý žáček ve tř́ıdě C, kdyby
se tužky rozdaly jen tam?

Výsledek. 20

Řešeńı. Necht’ T je celkový počet tužek a a, b, c jsou počty žák̊u v př́ıslušných tř́ıdách. Ze zadáńı v́ıme, že
T = 9(a+ b+ c) = 30a = 36b, a hledáme T/c. Dosazeńım a = T/30 a b = T/36 do prvńı rovnosti dostáváme

T = 3
10T + 1

4T + 9c,
9
20T = 9c,

T
c = 20.
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Úloha 20J / 10S. Najděte všechny čtyřciferné čtverce, jejichž prvńı i druhé dvojč́ısĺı jsou nenulové čtverce (druhý
z nich může zač́ınat nulou).

Poznámka: Čtvercem rozumı́me druhou mocninu nějakého celého č́ısla.

Výsledek. 1681

Řešeńı. Jelikož pro k ≥ 50 plat́ı (k + 1)2 − k2 > 100, je 502 = 2500 jediný čtverec zač́ınaj́ıćı dvojč́ısĺım 25 a obdobnou
vlastnost maj́ı zřejmě č́ısla 3600, 4900, 6400 a 8100. Tedy prvńı dvojč́ısĺı muśı být 16. Jediným čtvercem větš́ım než
1600 a menš́ım než 1700 je 412 = 1681. Ten má zřejmě všechny požadované vlastnosti.

Úloha 21J / 11S. Řidič jel konstantńı rychlost́ı po dálnici vedoućı mezi dvěma městy. Bohužel se některé úseky
dálnice opravovaly, a tak byl nucen při pr̊ujezdu těmito mı́sty sńıžit rychlost o čtvrtinu. V čase, kdy by obyčejně dorazil
do ćıle, měl proto za sebou teprve šest sedmin celkové vzdálenosti. Jaký zlomek celkového času strávil do této chv́ıle
v opravovaných úsećıch?

Výsledek. 4/7

Řešeńı. Je-li x zlomek celkového času strávený v opravovaných úsećıch, pak 1− x je zlomek času strávený na zbytku
dálnice. Tedy

6

7
=

3

4
x+ 1− x,

což nám dává x = 4/7.

Úloha 22J / 12S. Obdélńık s celoč́ıselnými délkami stran je rozřezán na dvanáct čtverc̊u, které maj́ı délky stran 2, 2,
3, 3, 5, 5, 7, 7, 8, 8, 9, 9. Jaký je obvod tohoto obdélńıka?

Výsledek. 90

Řešeńı. Sečteme-li obsahy všech čtverc̊u, zjist́ıme, že obsah obdélńıka je 464 = 24 · 29. Obdélńık muśı mı́t nav́ıc délky
stran aspoň 9, nebot’ jinak by se do něho nevešly čtverce o straně 9. Jediná možnost, jak 464 rozložit na součin dvou
č́ısel větš́ıch než 9, je 16 · 29, což dává obvod 90.

Poznámka: Rozřezáńı obdélńıka 16× 29 na čtverce s př́ıslušnými délkami stran skutečně existuje, jak ukazuje obrázek.

7
5

2 3

9

8

8

9

7

23

5

Úloha 23J / 13S. Čtvercový list paṕıru je přeložen tak, že se jeden z jeho vrchol̊u dotýká jedné z protěǰśıch stran
jako na obrázku. V trojúhelńıčku přesahuj́ıćım obrys p̊uvodńıho čtverce má deľśı z vněǰśıch stran (soused́ıćı s přehybem)
délku 8 cm a kratš́ı z nich má délku 6 cm.

6

8

Jaká je délka strany paṕıru?

Výsledek. 36 cm

Řešeńı. Zřejmě jsou všechny trojúhelńıky na obrázku pravoúhlé a navzájem podobné podle věty uu. Označ́ıme-li
délky stran pravého dolńıho trojúhelńıka jako 6x, 8x a (z Pythagorovy věty) 10x, pak je délka strany čtverce rovna
18x. To znamená, že trojúhelńık vlevo dole má spodńı stranu délky 18x− 6x = 12x. Délky zbylých dvou stran jsou
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pak d́ıky podobnosti 9x a 15x, tedy délka strany čtverce je také 15x+ 6 cm. Z rovnosti 15x+ 6 cm = 18x dostáváme
x = 2 cm, neboli 18x = 36 cm.

6

8

10

8x

6x

10x

10x

12x

9x

15x

Úloha 24J / 14S. Starý křižńık pluje konstantńı rychlost́ı po kanálu. Štěpána by zaj́ımalo, jak je dlouhý. Zat́ımco se
lod’ pomalu pohybuje vpřed, kráč́ı Štěpán konstantńı rychlost́ı po břehu od zádi až k př́ıdi, přičemž napoč́ıtá 240 krok̊u.
Poté se hned otoč́ı a kráč́ı zpět k zádi, což mu vyjde na 60 krok̊u. Jaká je délka křižńıku v kroćıch?

Výsledek. 96

Řešeńı. Za cestu tam i zpět napoč́ıtá Štěpán 300 krok̊u, přičemž křižńık se pohne o 240− 60 = 180 krok̊u. Zat́ımco
tedy Štěpán udělá 60 krok̊u od př́ıdě k zádi, uraźı křižńık 180 : 5 = 36 krok̊u. Délka křižńıku je proto 60 + 36 = 96
krok̊u.

Úloha 25J / 15S. Č́ıslo 137641 = 3712 je nejmenš́ım šesticiferným č́ıslem, z něhož je možné vyškrtnout tři navzájem
r̊uzné cifry a dostat tak jeho druhou odmocninu: �137�6�41. Najděte největš́ı šesticiferné č́ıslo s touto vlastnost́ı.

Výsledek. 992016 = 9962

Řešeńı. Stač́ı spoč́ıtat čtverce (1000 − n)2 = 1000 · (1000 − 2n) + n2 pro n = 1, 2, 3, 4. Máme 9992 = 998001,
9982 = 996004, 9972 = 994009 a 9962 = 992016, přičemž prvńı tři č́ısla zřejmě nevyhovuj́ı, ale čtvrté už ano:
99�2�0�16 = 996 =

√
992016.

Úloha 26J / 16S. Martina nat’ukala něco do kalkulačky a na displeji se objevilo trojciferné č́ıslo x. Olin, který seděl
naproti ńı, si všiml, že ze svého pohledu (vzh̊uru nohama) přečte na displeji přesně č́ıslo, které je o 369 větš́ı než x.
Jaké je ono Martinino č́ıslo x?

Poznámka: Kalkulačka má segmentový displej, č́ıslice 0–9 tedy vypadaj́ı takto:

Výsledek. 596

Řešeńı. Otoč́ıme-li č́ıslici vzh̊uru nohama, mohou nastat tři možnosti: bud’ se nezměńı (0, 2, 5, 8), nebo se změńı
(6↔ 9), nebo nebude výsledkem žádná č́ıslice (1, 3, 4, 7). Necht’ x je Martinino č́ıslo a x′ je toto č́ıslo vzh̊uru nohama.
Protože 369 konč́ı dev́ıtkou, muśı x končit jednou z cifer 0, 6, 9 – všechny ostatńı př́ıpustné cifry totiž vedou na
nepř́ıpustnou posledńı cifru č́ısla x′.

Kdyby x končilo nulou, pak by x′ zač́ınalo nulou, což neńı možné. Kdyby x končilo dev́ıtkou, pak by x′ končilo
osmičkou, tedy x by zač́ınalo osmičkou a x′ šestkou, což zjevně odporuje podmı́nce x′ > x. Předpokládejme proto, že x
konč́ı šestkou. Pak máme x = 5a6 a x′ = 9a′5 pro nějakou př́ıpustnou cifru a a jej́ı převrácenou verzi a′. Vzhledem
k podmı́nce x′ − x = 369 neńı možné, aby a = a′, tedy nutně a ∈ {6, 9}. Nyńı snadno dopočteme, že x = 596.

Úloha 27J / 17S. Na ostrově Na-boi žij́ı tři rodiny, z nichž v každé maj́ı dva syny a dvě dcery. Kolika zp̊usoby může
těchto dvanáct potomk̊u utvořit šest manželských pár̊u, jestliže sňatky sourozenc̊u nejsou př́ıpustné?

Výsledek. 80

Řešeńı. Označme rodiny jako A, B a C. Pokud si oba synové z A vezmou dcery z jedné rodiny (BÚNO B), muśı si
dcery z A vźıt syny z C, aby se zabránilo sňatk̊um sourozenc̊u v C. Syn̊um z B pak nezbývá než si vźıt dcery z C.
V tomto př́ıpadě máme celkem 2 · 23 = 16 možnost́ı – přǐrazeńı rodin lze provést dvěma zp̊usoby a v každé rodině se
pak mohou dcery dvěma zp̊usoby vdát za syny z př́ıslušné jiné rodiny.

Pokud si jeden syn z A vezme dceru z B a druhý dceru z C, pak si v zájmu předejit́ı sourozeneckým sňatk̊um muśı
rovněž jedna dcera z A vźıt syna z B a druhá syna z C. Synové z A maj́ı v tomto př́ıpadě dohromady osm možnost́ı
výběru manželek a totéž plat́ı pro dcery z A. Poté už zbývá jen spárovat zbývaj́ıćı syny a dcery z rodin B a C, což lze
udělat právě jedńım zp̊usobem. Tento př́ıpad tedy zahrnuje 8 · 8 = 64 možnost́ı.

Celkem máme 16 + 64 = 80 možnost́ı, jak utvořit šest manželských pár̊u.
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Úloha 28J / 18S. Jana a Jirka upekli obrovskou pizzu, kterou rozřezali na padesát stejných d́ılk̊u (kruhových výseč́ı),
a na každý z těchto d́ılk̊u dali postupně po směru hodinových ručiček 1, 2, 3, . . . , 50 oliv. Nyńı by pizzu chtěli rovným
řezem mezi d́ılky rozdělit nap̊ul tak, aby Jana dostala dvakrát v́ıce oliv než Jirka. Jaký bude součet počtu oliv na
čtyřech d́ılćıch soused́ıćıch s t́ımto řezem?

Výsledek. 68, 136

Řešeńı. Označme d́ılky č́ısly 1–50 podle počtu oliv. Řez nemůže procházet mezi d́ılky 1 a 50, respektive 25 a 26, nebot’

2 · (1 + 2 + · · ·+ 25) < 26 + 27 + · · ·+ 50.

Můžeme tedy předpokládat, že d́ılky soused́ıćı s řezem maj́ı č́ısla n, n + 1, n + 25, n + 26, kde 1 ≤ n ≤ 24. Součet
těchto č́ısel je 4n + 52. Nyńı spočteme (n + 1) + (n + 2) + · · · + (n + 25) = 25n + 1

2 · 25 · 26 = 25(n + 13) a
1 + 2 + · · ·+ 50 = 1

2 · 50 · 51 = 25 · 51. Máme dvě možnosti:

25(n+ 13) =
1

3
· 25 · 51 = 25 · 17 nebo 25(n+ 13) =

2

3
· 25 · 51 = 25 · 34.

Prvńı z nich dává n = 4 a hledaný součet je pak 4n+ 52 = 68. Pro druhou možnost dostaneme n = 21 a 4n+ 52 = 136.
Úloha má tedy dvě řešeńı, a to 68 a 136.

Úloha 29J / 19S. Najděte všechna prvoč́ısla p, pro která je 19p+ 1 třet́ı mocninou celého č́ısla.

Výsledek. 421

Řešeńı. Jestliže p je takové prvoč́ıslo, pak 19p+ 1 = k3 pro nějaké k > 2. Dostáváme tak rovnost

19p = k3 − 1 = (k − 1)(k2 + k + 1).

Protože k > 2, obě závorky na pravé straně jsou vlastńımi děliteli č́ısla 19p. Ovšem 19p je součin dvou prvoč́ısel, tedy
k − 1 = 19 nebo k2 + k + 1 = 19. V prvńım př́ıpadě je k = 20 a p = 400 + 20 + 1 = 421, což je prvoč́ıslo. Druhý př́ıpad
vede na kvadratickou rovnici k2 + k − 18 = 0, která nemá žádný celoč́ıselný kořen. Jediným řešeńım úlohy je tedy
prvoč́ıslo 421.

Úloha 30J / 20S. Mějme rovnoběžńık ABCD a body E, F postupně na stranách AD, AB takové, že 2|AE| = |ED|
a 2|AF | = |FB|. Př́ımky CF a CE prot́ınaj́ı úhlopř́ıčku BD postupně v bodech G a H. Jakou část plochy rovnoběžńıka
ABCD zauj́ımá pětiúhelńık AFGHE?

Výsledek. 7
30

Řešeńı. V následuj́ıćım textu budeme obsah útvaru značit hranatými závorkami. Jelikož jsou trojúhelńıky EHD a
CHB podobné, plat́ı

|BH|
|HD|

=
|BC|
|ED|

=
|AD|
2
3 |AD|

=
3

2

a z podobnosti trojúhelńık̊u FBG a CDG máme DG
GB = 3

2 . Tedy |DH| = |BG| = 2
5 |DB| a |HG| = 1

5 |DB|. Vzhledem
k tomu, že

[ECD] =
2

3
[ACD] =

2

3
· 1

2
[ABCD] = [FBC],

dostáváme

[AFGHE] = [AFCE]− [GCH] =

(
1

3
− 1

5
· 1

2

)
[ABCD] =

7

30
[ABCD].

Úloha 31J / 21S. Najděte největš́ı pěticiferné č́ıslo s nenulovými ciframi, které má následuj́ıćı vlastnosti:

• Prvńı trojč́ısĺı tvoř́ı č́ıslo devětkrát větš́ı než posledńı dvojč́ısĺı.

• Posledńı trojč́ısĺı tvoř́ı č́ıslo sedmkrát větš́ı než prvńı dvojč́ısĺı.

Výsledek. 85595

Řešeńı. Necht’ abcde je pěticiferné č́ıslo takové, že abc = 9 · de a cde = 7 · ab. Pak

63 · de = 7 · abc = 70 · ab+ 7c = 10 · cde+ 7c = 1007c+ 10 · de,

tedy de = 1007c
53 = 19c. Podobně dostaneme, že ab = 17c. Jestliže c ≥ 6, pak č́ısla 17c a 19c jsou větš́ı než 100. To

znamená, že c může být nanejvýš 5. Pro c = 5 dostáváme abcde = 17119c = 85595.
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Úloha 32J / 22S. V kruhu sedělo dvanáct bystrých muž̊u a každému z nich byla náhodně rozdána jedna z dvanácti
karet – dev́ıti prázdných a tř́ı význačných označených jako J , Q a K. Každý z muž̊u se pod́ıval na svou kartu a poté ji
poslal sousedovi po pravé ruce. Takto se pokračovalo dále, přičemž po každém zhlédnut́ı karty byli všichni v jeden
okamžik vyzváni, aby se přihlásili, pokud věd́ı, kdo právě drž́ı kterou význačnou kartu. V prvńıch čtyřech kolech se
nepřihlásil nikdo a po spatřeńı páté karty zvedl ruku jeden člověk. V následuj́ıćım kole, tj. po šesti kartách, se přihlásilo
x lid́ı a v tom daľśım y lid́ı. Určete xy.

Výsledek. 42

Řešeńı. Prvńı člověk, který zvedl ruku, musel být také prvńı, kterému prošly rukama všechny tři význačné karty.
Označme je v tomto pořad́ı C1, C2 a C3. Kartu C3 dostal muž určitě jako pátou, jelikož jinak by mohl zvednout ruku
už ve čtvrtém kole. Kartu C1 musel naopak dostat už na začátku, nebot’ v opačném př́ıpadě by se v předchoźım kole
mohl přihlásit soused po jeho levé ruce. Od tohoto okamžiku tedy všichni znali polohu karet C1 a C3, ale ne všichni
dovedli ř́ıct, které význačné karty to jsou. V daľśıch kolech se proto přihlásili právě ti lidé, kterým prošla rukama karta
C2 a aspoň jedna z karet C1 a C3. Snadno nahlédneme, že po šestém kole bylo takových lid́ı šest a po sedmém kole
sedm, tedy odpověd’ je 42.

Úloha 33J / 23S. Uvnitř rovnoramenného pravoúhlého trojúhelńıka, jehož základna má délku 1, bylo sestrojeno
sedm kružnic jako na následuj́ıćım obrázku:

Jaký je součet jejich obsah̊u?

Výsledek. π 3−2
√
2

4 = π (1−
√
2)2

4 = π 1
4(1+

√
2)2

= π 1
4(3+2

√
2)

Řešeńı. Kdykoliv rozděĺıme rovnoramenný pravoúhlý trojúhelńık na dva shodné trojúhelńıky, pak jsou tyto trojúhelńıky
podobné p̊uvodńımu trojúhelńıku s koeficientem podobnosti 1 :

√
2. Tedy rovněž poloměr každé nové kružnice je√

2-krát menš́ı než poloměr té předchoźı, neboli jej́ı obsah je polovinou obsahu té předchoźı. Jinými slovy se součet
obsah̊u kružnic při děleńı trojúhelńıka neměńı, takže stač́ı spoč́ıtat obsah kružnice vepsané tomuto trojúhelńıku. Protože

odvěsny trojúhelńıka maj́ı z Pythagorovy věty délku
√
2
2 a kolmice na odvěsny vedené středem kružnice vepsané tvoř́ı

spolu s těmito odvěsnami čtverec, je poloměr kružnice vepsané roven
√
2
2 −

1
2 . Výsledný obsah je tedy

π
3− 2

√
2

4
.

Úloha 34J / 24S. Najděte všechna prvoč́ısla p taková, že p+ 11 děĺı p(p+ 1)(p+ 2).

Výsledek. 7, 11, 19, 79

Řešeńı. Bud’ je p = 11 a pak zřejmě podmı́nku splňuje, nebo je p nesoudělné s p+ 11. Ve druhém př́ıpadě děĺı p+ 11
součin p(p+ 1)(p+ 2), právě když děĺı součin (p+ 1)(p+ 2). Ten se modulo p+ 11 rovná (−10) · (−9), takže muśı platit
p+ 11 | 90, neboli p ∈ {7, 19, 79}.

Úloha 35J / 25S. St́ınka obecná (Porcellio scaber) má čtrnáct nohou. Maminka st́ınka má velké zásoby stejných
ponožek a bot a připravuje své děti na nadcházej́ıćı chladné obdob́ı. Vysvětluje malému Kubovi, že ponožky i boty si
může obout v libovolném pořad́ı, ale na každou nohu si muśı dát nejprve ponožku a až pak botu. Kolika zp̊usoby se
může Kuba obout?

Výsledek. 28!
214

Řešeńı. Všechny zp̊usoby obut́ı lze zakódovat do uspořádaných 28-tic sestávaj́ıćıch ze 14 ponožek a 14 bot, v nichž
ponožka na určitou nohu vždy předcháźı botu na tuto nohu. Pro dvojici ponožky a boty na prvńı nohu máme

(
28
2

)
možnost́ı, kam ji v rámci 28-tice umı́stit. Pro druhou dvojici už máme jen 26 mı́st, a tedy

(
26
2

)
možnost́ı. Takto můžeme

pokračovat, dokud nezbyde
(
2
2

)
= 1 možnost, kam umı́stit posledńı dvojici. Celkový počet zp̊usob̊u, jak se může Kuba

obout, je tedy (
28

2

)
·
(

26

2

)
·
(

24

2

)
· · ·
(

2

2

)
=

28!

214
.
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Úloha 36J / 26S. Necht’ x je reálné č́ıslo splňuj́ıćı x3 + 4x = 8. Jaká je hodnota výrazu x7 + 64x2?

Výsledek. 128

Řešeńı. Dosazeńım x3 = 8− 4x do x7 + 64x2 źıskáme

x7 + 64x2 = x · (x3)2 + 64x2 = x(8− 4x)2 + 64x2 = 64x+ 16x3 = 16(x3 + 4x) = 128.

Úloha 37J / 27S. V rovnoramenném trojúhelńıku ABC se základnou AB bud’ D pr̊useč́ık osy úhlu ACB s AB a E
pr̊useč́ık osy úhlu BAC s BC. Vı́te-li, že |AE| = 2|CD|, určete |^BAC|.
Výsledek. 36◦

Řešeńı. Necht’ F je bod na straně BC takový, že AE ‖ DF . Pak |DF | = 1
2 |AE| = |CD|, tedy trojúhelńık FCD je

rovnoramenný se základnou FC. Označme ϕ = |^BAC|. Pak

|^AEC| = |^DFC| = |^FCD| = |^DCA| = 90◦ − ϕ.

Protože |^CAE| = 1
2ϕ, sečteńım vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku AEC dostaneme

1

2
ϕ+ 3(90◦ − ϕ) = 180◦,

odkud máme ϕ = 36◦.

A D B

C

E

F

Úloha 38J / 28S. Je dána posloupnost reálných č́ısel (an) splňuj́ıćı a1 = 2015 a a1 + a2 + · · ·+ an = n2 · an pro
všechna n ≥ 1. Určete a2015.

Výsledek. 1
1008

Řešeńı. Odečteńım rekurentńıch vzorc̊u pro n a n− 1 dostaneme an = n2 · an − (n− 1)2 · an−1, což se dá zjednodušit
na an = n−1

n+1an−1. Tedy

an =
n− 1

n+ 1
· n− 2

n
· n− 3

n− 1
· · · 2

4
· 1

3
· a1 =

2a1
n(n+ 1)

,

a proto a2015 = 2·2015
2015·2016 = 1

1008 .

Úloha 39J / 29S. Mı́̌sa s Aničkou vymyslely hru. Obarvily stěny dvou dvanáctistěnných kostek azurovou, purpurovou
a žlutou barvou tak, aby na každé kostce byla aspoň jedna stěna každé z těchto barev a na prvńı z nich byly právě
čtyři stěny žluté. Jestliže nyńı hod́ı oběma kostkami a padnou na nich stejné barvy, vyhrává Mı́̌sa, v opačném př́ıpadě
vyhrává Anička. Kolik purpurových stěn je na druhé kostce, maj́ı-li obě děvčata stejnou šanci na výhru?

Výsledek. 1, 9

Řešeńı. Označme c1, c2 počty azurových stěn na prvńı a druhé kostce. Podobně označme m1, m2 počty purpurových
stěn a y1, y2 počty žlutých stěn. Vı́me, že c1 +m1 + y1 = c2 +m2 + y2 = 12 a y1 = 4. Nav́ıc přesně v polovině všech
možných hod̊u padnou na obou kostkách stejné barvy, tedy

c1c2 +m1m2 + y1y2 =
122

2
= 72.

Dosazeńım z výše zmı́něných vztah̊u za m1, y1 a y2 dostaneme

c1c2 − c1m2 − 4c2 + 4m2 + 48 = 72,

neboli
(c1 − 4)(c2 −m2) = 24.

Jelikož −3 ≤ c1 − 4 ≤ 3 a −9 ≤ c2 −m2 ≤ 9, muśı být c2 −m2 bud’ 8, nebo −8. Protože nav́ıc 0 < y2 = 12− c2 −m2,
je m2 bud’ 1, nebo 9. Př́ımočarým ověřeńım zjist́ıme, že obě tyto hodnoty jsou možné.
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Úloha 40J / 30S. Okolo kulatého stolu sed́ı n > 24 žen, z nichž každá bud’ vždy lže, nebo vždy mluv́ı pravdu. Nav́ıc
každá z těchto žen tvrd́ı následuj́ıćı:

•
”
Já mluv́ım pravdu.“

•
”
Odpoč́ıtám-li 24 židĺı po mé pravici, tak na té 24. sed́ı lhářka.“

Najděte nejmenš́ı n, pro které tato situace může nastat.

Výsledek. 32

Řešeńı. Začněme u nějaké ženy a odpoč́ıtejme 24 mı́st od ńı směrem doprava, poté znovu 24 mı́st směrem doprava
atd. Po několika kroćıch se zřejmě dostaneme zpět k ženě, u které jsme začali – označme tento počet krok̊u jako s. Pak
s je nejmenš́ı kladné celé č́ıslo, pro které plat́ı n | 24s. Tedy s = n/d, kde d je největš́ı společný dělitel č́ısel n a 24.

Všimněme si, že na 24. mı́stě vpravo od pravdomluvné ženy (resp. lhářky) muśı vždy sedět lhářka (resp. pravdomluvná
žena). Znamená to, že s muśı být sudé, neboli n muśı být dělitelné vyšš́ı mocninou dvojky než 24. Nejmenš́ı kandidát je
32 a snadno ověř́ıme, že toto č́ıslo je skutečně řešeńım úlohy.

Úloha 41J / 31S. Dva čtverce maj́ı společný střed, přičemž vrcholy menš́ıho z nich lež́ı na stranách větš́ıho.
Vystřihneme-li menš́ı čtverec z větš́ıho, zbydou nám čtyři shodné trojúhelńıky, z nichž každý má obsah rovný jedné
dvanáctině obsahu větš́ıho čtverce. Jaká je velikost nejmenš́ıho vnitřńıho úhlu těchto trojúhelńık̊u ve stupńıch?

?

Výsledek. 15◦

Řešeńı. Označme a, b (a ≤ b) délky odvěsen a c délku přepony těchto trojúhelńık̊u. Ze zadáńı vyplývá, že obsah
menš́ıho čtverce je roven dvěma třetinám obsahu větš́ıho čtverce. Obsah jednoho trojúhelńıka se tedy rovná jedné
osmině obsahu menš́ıho čtverce, neboli

1

2
ab =

1

8
c2.

Necht’ α je nejmenš́ı vnitřńı úhel trojúhelńık̊u. Pak a = c sinα a b = c cosα, tedy

c2 = 4ab = 4c2 sinα cosα = 2c2 sin 2α,

neboli

sin 2α =
1

2
.

Jelikož α ≤ 45◦, muśı být 2α = 30◦, a konečně α = 15◦.

Úloha 42J / 32S. Kružnice ω3 o poloměru 3 má vnitřńı dotyk s kružnićı ω1 o poloměru 1 a kružnićı ω2 o poloměru
2, přičemž ω1 a ω2 maj́ı vněǰśı dotyk. Na ω3 lež́ı body A, B takové, že úsečka AB je vněǰśı společnou tečnou kružnic ω1

a ω2. Spočtěte délku úsečky AB.

Výsledek. 4
3

√
14

Řešeńı. Označme O1, O2, O3 postupně středy kružnic ω1, ω2, ω3 a T1, T2, T3 paty kolmic z bod̊u O1, O2, O3 na
AB (tedy T1 a T2 jsou body dotyku AB a kružnic ω1, ω2). Protože O1T1 ‖ O2T2 ‖ O3T3, |O1T1| = 1, |O2T2| = 2 a
|O1O3| = 2|O2O3|, pomoćı podobných trojúhelńık̊u snadno spočteme |O3T3| = 5

3 . Z Pythagorovy věty v trojúhelńıku
AO3T3 pak máme

|AB| = 2|AT3| = 2

√
32 −

(
5

3

)2

=
4

3

√
14.
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A

B

O1 O2O3

T1

T2

T3

Úloha 43J / 33S. Jednoho dne potkal nebojácný Oidipus Sfingu, která mu položila hádanku. Vymyslela si dvojciferné
č́ıslo S a následně umožnila Oidipovi vybrat tři r̊uzná jednociferná č́ısla a < b < c a pro každé z nich se zeptat, zda je
j́ım S dělitelné. Poté, co Oidipus obdržel tři odpovědi ano/ne, měl č́ıslo S uhádnout. Upadl však do zoufalstv́ı, nebot’

tyto podmı́nky splňovala právě dvě r̊uzná č́ısla. Naštěst́ı mu Sfinga krátce nato sdělila, že se spletla v dělitelnosti b, což
mu umožnilo č́ıslo S s jistotou určit. Jaké bylo č́ıslo S?

Výsledek. 84

Řešeńı. Existuj́ı právě tři dvojciferná č́ısla, která vyhovuj́ı daným odpověd́ım ohledně dělitelnosti č́ısly a a c (dvě
z nich odpov́ıdaj́ı p̊uvodńımu výroku a jedno opravenému výroku). Nav́ıc muśı být obě tyto odpovědi kladné, protože
záporná odpověd’ by vedla na v́ıce než tři možná č́ısla. Ona vyhovuj́ıćı č́ısla jsou tedy násobky nsn(a, c) = m, což
znamená, že 25 ≤ m ≤ 33. Jen dvě č́ısla z tohoto rozmeźı jsou nejmenš́ım společným násobkem dvou jednociferných
č́ısel, a proto bud’ m = 28 = nsn(4, 7), nebo m = 30 = nsn(5, 6). Druhá možnost vede na 5 < b < 6, což neńı možné.
Necht’ tedy a = 4, c = 7 a m = 28. Pokud b = 5, pak neexistuje dvojciferné č́ıslo dělitelné a, b i c zároveň. Pokud však
b = 6, pak záporná odpověd’ na otázku o dělitelnosti č́ıslem b dává č́ısla 28 a 56, zat́ımco kladná odpověd’ dává S = 84.

Úloha 44J / 34S. Po silnici se pohybovaly čtyři dopravńı prostředky – auto, motocykl, skútr Vespa a kolo. Každý
z nich jel nějakou konstantńı rychlost́ı. Auto se v pravé poledne minulo s Vespou, ve dvě hodiny odpoledne s kolem a
ve čtyři odpoledne s motocyklem. Motocykl potkal v pět odpoledne Vespu a v šest večer kolo. V kolik hodin se setkala
Vespa s kolem?

Výsledek. 15:20

Řešeńı. Jelikož hledaný časový údaj nezáviśı na volbě vztažné soustavy, můžeme předpokládat, že auto stálo celou
dobu na mı́stě. Za tohoto předpokladu trvala motocyklu cesta od auta na mı́sto setkáńı s Vespou hodinu, zat́ımco
Vespa urazila stejnou vzdálenost za pět hodin. Vespa se tedy pohybovala pětkrát pomaleji než motocykl. Podobně
odvod́ıme, že motocykl byl dvakrát rychleǰśı než kolo, takže poměr rychlost́ı Vespy a kola byl 2 : 5.

Jestliže Vespa jela od auta na mı́sto setkáńı s kolem t hodin, pak kolo urazilo stejnou vzdálenost za t− 2 hodin.
Poměr čas̊u je roven převrácenému poměru rychlost́ı, tedy

t− 2

t
=

2

5
,

neboli t = 10/3. Jelikož Vespa minula auto ve 12:00, znamená to, že s kolem se potkala v 15:20.

Úloha 45J / 35S. Podlaha haly je pokryta čtvercovým kobercem o straně délky 22 metr̊u, který je rozdělen na
484 jednotkových čtverc̊u. Robotický vysavač dostal za úkol koberec vysát. Vysává jeden čtverec za druhým podle
následuj́ıćıch pravidel:

• Jakmile vysaje nějaký čtverec, už se na něj nikdy nevrát́ı.

• Pohybuje se jedńım směrem, dokud neńı nucen jej změnit bud’ kv̊uli tomu, že dorazil na okraj koberce, nebo
proto, že mu v cestě stoj́ı již vysátý čtverec.

• Kdykoliv je nucen změnit směr a má dvě možnosti, sám zvoĺı jednu z nich.

Robotický vysavač zač́ıná na některém jednotkovém čtverci a může si vybrat libovolný z kolmých směr̊u. Skončit může
na kterémkoliv čtverci. Pro kolik r̊uzných počátečńıch čtverc̊u je vysavač schopen vysát celý koberec?

Výsledek. 20
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Řešeńı. Jestliže vysavač nezačne v jednom z rohových blok̊u 3× 3, vždy nechá část koberce nevysátou. Když totiž
poprvé opust́ı hranu koberce (nejpozději po šesté změně směru), rozděĺı dosud nevysáté čtverce na dvě oddělené oblasti
a do jedné z nich se už nikdy nedostane. Podobně můžeme argumentovat u čtverc̊u se souřadnicemi (1, 2), (2, 1), (2, 3),
(3, 2) a čtverc̊u jim odpov́ıdaj́ıćıch ve zbylých třech roźıch. Nicméně čtverce (1, 1), (2, 2), (3, 3), (3, 1) a (1, 3) již vyhovuj́ı,
jak je znázorněno na obrázku. Máme tedy celkem 4 · 5 = 20 možných počátečńıch pozic vysavače.

Úloha 46J / 36S. Body A, B, C, D, E, F lež́ı postupně po směru hodinových ručiček na kružnici ω, přičemž AD je
jej́ı pr̊uměr. Př́ımka BF prot́ıná př́ımky AD a CE postupně v bodech G a H. Předpokládejme, že |^FEH| = 56◦,
|^DGB| = 124◦ a |^DEC| = 34◦. Spočtěte |^CEB|.
Výsledek. 22◦

Řešeńı. Plat́ı |^CEB| = |^CDB| (obvodové úhly), tedy stač́ı určit |^CDB|. Jelikož je čtyřúhelńık BCEF tětivový,
máme

|^FBC| = 180◦ − |^FEC| = 180◦ − (180◦ − |^FEH|) = 56◦.

Zároveň však |^DGF | = 180◦ − |^DGB| = 56◦, takže AD ‖ BC. Dostáváme |^ADB| = |^DBC| (rovnoběžnost) a
současně |^DBC| = |^DEC| = 34◦ (obvodové úhly). Protože zřejmě |^ABD| = 90◦ a lichoběžńık ABCD je tětivový,
máme

|^ADC| = 180◦ − |^ABC| = 180◦ − (|^ABD|+ |^DBC|) = 56◦,

a konečně
|^CEB| = |^CDB| = |^ADC| − |^ADB| = 56◦ − 34◦ = 22◦.

H

F

E

A

G

D

C

B

Úloha 47J / 37S. Pět manželských pár̊u se zúčastnilo V več́ırk̊u. Vı́me, že na žádném več́ırku se nepotkali muž a
žena tvoř́ıćı pár, ale každá jiná dvojice (včetně dvojic osob stejného pohlav́ı) byla společně na právě jednom več́ırku.
Jedna z osob navšt́ıvila pouze dva več́ırky. Pro jaké nejmenš́ı V mohla popsaná situace nastat?

Výsledek. 14
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Řešeńı. Označme manželské páry (a1, a2), (b1, b2), (c1, c2), (d1, d2), (e1, e2). Můžeme BÚNO předpokládat, že a1 je
osoba, která navšt́ıvila pouze dva več́ırky, a že prvńıho z nich se zúčastnily ještě osoby b1, c1, d1 a e1, zat́ımco druhého
se zúčastnili jejich partneři. Každý daľśı več́ırek pak mohli navšt́ıvit současně nejvýše dva lidé z b1, b2, . . . , e1, e2, takže
se muselo konat alespoň dvanáct daľśıch več́ırk̊u. Nyńı stač́ı, aby se osoba a2 zúčastnila libovolných čtyř z těchto
dvanácti več́ırk̊u, a dostaneme přesně situaci popsanou v zadáńı. Nejmenš́ı možný počet proběhlých več́ırk̊u je tedy
V = 14.

Úloha 48J / 38S. Studenti dostali trojciferné č́ıslo abc takové, že 0 < a < b < c. Měli za úkol jej vynásobit šesti a
poté prohodit cifru na mı́stě stovek s cifrou na mı́stě deśıtek. Pepa udělal chybu a provedl tyto dvě operace v opačném
pořad́ı. Ukázalo se však, že i přesto dostal správný výsledek! Nalezněte abc.

Výsledek. 678

Řešeńı. Protože 0 < a < b, máme b ≥ 2 a 6 · bac > 1200. Pepa tedy źıskal čtyřciferné č́ıslo defg = 6 · bac. Dále v́ıme,
že 6 · abc = dfeg. Odečteńım těchto dvou rovnost́ı dostaneme

6(bac− abc) = defg − dfeg.

Tedy 540(b− a) = 90(e− f), neboli 6(b− a) = e− f . Jelikož e a f jsou cifry, je |e− f | ≤ 9, takže vzhledem k podmı́nce
b > a muśı být e− f = 6 a b− a = 1. Dosad́ıme-li b = a+ 1 do vztahu 6 · bac = defg, dostaneme

defg = 6(100(a+ 1) + 10a+ c) = 660(a+ 1)− 6(10− c).

Č́ıslo defg se tedy muśı lǐsit od násobku 660 o nějaký nenulový násobek šestky, který je nanejvýš 42 (c ≥ 3).
Vyzkouš́ıme-li postupně a = 1, 2, . . . , 7, nalezneme všechny kandidáty na defg: 1938, 2604, 3930, 3936, 4602, 4608.
Jedině pro defg = 4608 má bac = defg/6 = 768 r̊uzné nenulové cifry. Nyńı už zbývá jen ověřit, že skutečně
6 · abc = 6 · 678 = 4068 = dfeg.

Úloha 49J / 39S. Uvažujme mř́ıžku 5× 3. V levém horńım rohu sed́ı myš, která chce źıskat kousek sýra v pravém
dolńım rohu, a v levém dolńım rohu je krab, který si dělá zálusk na řasy v pravém horńım rohu. Pohybuj́ı se oba
současně. Každou sekundu se myš přemı́st́ı o jeden čtverec doprava nebo dol̊u a krab se přesune o jeden čtverec doprava
nebo nahoru. Kolika zp̊usoby mohou oba dorazit ke své potravě, aniž by se na nějakém čtverci potkali?

Výsledek. 70

Řešeńı. Zv́ı̌rata se mohou potkat pouze v prostředńı řadě. Cesta každého z nich je navšt́ıveným úsekem prostředńı
řady jednoznačně určena a zv́ı̌rata se potkaj́ı, právě když maj́ı tyto úseky neprázdný pr̊unik. Hledáme tedy počet dvojic
disjunktńıch úsek̊u prostředńı řady.

Nejprve rozebereme př́ıpad, kdy je mezi úseky alespoň jedno prázdné poĺıčko. Počet takovýchto dvojic spočteme
jako

(
6
4

)
, nebot’ vyb́ıráme čtyři ze šesti přepážek v prostředńı řadě (prvńı a druhá přepážka určuj́ı jeden úsek, třet́ı a

čtvrtá druhý úsek). Pokud mezi úseky neńı žádné volné pole, dostáváme podobně
(
6
3

)
dvojic. Pro každou dvojici úsek̊u

máme dva zp̊usoby, jak k nim přǐradit zv́ı̌rata, což dává celkem 2 · (
(
6
4

)
+
(
6
3

)
) = 70 zp̊usob̊u.

Úloha 50J / 40S. Najděte počet kladných celých č́ısel n nepřevyšuj́ıćıch 1000 takových, že č́ıslo b 3
√
nc je dělitelem n.

Poznámka: Symbol bxc znač́ı dolńı celou část x, tj. největš́ı celé č́ıslo nepřevyšuj́ıćı x.

Výsledek. 172

Řešeńı. Plat́ı b 3
√
nc = k, právě když k3 ≤ n ≤ (k + 1)3 − 1. Každé k-té (poč́ınaje k3) z 3k2 + 3k + 1 č́ısel v tomto

intervalu je dělitelné č́ıslem k, tedy takových č́ısel je 3k + 4. Nyńı už zbývá jen seč́ıst tyto výrazy přes všechna k, pro
která (k + 1)3 − 1 ≤ 1000, a přič́ıst jedničku za č́ıslo 1000, jež rovněž splňuje podmı́nky. Výsledek je tedy

1 +

9∑
k=1

(3k + 4) = 1 + 9 · 4 + 3 · 9 · 10

2
= 172.
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Úloha 51J / 41S. Najděte všechna reálná č́ısla m, pro která jsou kořeny rovnice

x3 − 15
√

2x2 +mx− 195
√

2 = 0

délkami stran pravoúhlého trojúhelńıka.

Výsledek. 281/2

Řešeńı. Necht’ a, b, c jsou kořeny dané rovnice, jež jsou zároveň stranami pravoúhlého trojúhelńıka. Můžeme BÚNO
předpokládat, že 0 < a, b < c, takže podle Pythagorovy věty plat́ı a2 + b2 = c2. Z Viètových vztah̊u (nebo roznásobeńım
výrazu (x− a)(x− b)(x− c) a porovnáńım koeficient̊u) dostáváme

15
√

2 = a+ b+ c, m = ab+ ac+ bc, 195
√

2 = abc.

Umocńıme 15
√

2−c = a+b na druhou a uprav́ıme do tvaru 450−30
√

2c = 2ab. Po vynásobeńı c a dosazeńı abc = 195
√

2
obdrž́ıme kvadratickou rovnici √

2c2 − 15c+ 13
√

2 = 0

s kořeny c1 =
√

2 a c2 = 13
√

2/2. Protože podmı́nky 0 < a, b < c a abc = 195
√

2 připoušt́ı pouze c = 13
√

2/2, hledané
č́ıslo m se spočte jako

m = ab+ ac+ bc =
1

2
· ((a+ b+ c)2 − 2c2) =

1

2
· 450− c2 = 281/2.

Úloha 52J / 42S. V koš́ıku jsou zelená a červená jablka – aspoň jedno červené a aspoň dvě zelená. Pravděpodobnost,
že náhodně vybrané jablko bude červené, je 42-krát větš́ı než pravděpodobnost, že dvě r̊uzná náhodně vybraná jablka
budou obě zelená. Kolik zelených a kolik červených jablek je v koš́ıku?

Výsledek. 4 zelená a 21 červených

Řešeńı. Necht’ z je počet zelených a c počet červených jablek. Zadáńı úlohy můžeme přepsat jako

c

z + c
= 42 · z · (z − 1)

(z + c) · (z + c− 1)
,

ekvivalentně
c2 + (z − 1)c− 42z · (z − 1) = 0.

Na tento vztah můžeme pohĺıžet jako na kvadratickou rovnici s proměnnou c a parametrem z. Diskriminant

(z − 1)2 + 168z · (z − 1) = 169z2 − 170z + 1

muśı být čtverec, jinak by byly kořeny rovnice iracionálńı. Vzhledem k podmı́nce z ≥ 2 dostáváme nerovnosti

(13z − 6)2 = 169z2 − 156z + 36 > 169z2 − 170z + 1 > 169z2 − 208z + 64 = (13z − 8)2,

tedy nutně 169z2 − 170z + 1 = (13z − 7)2, neboli z = 4. Kořeny kvadratické rovnice jsou pak −24 a 21, ale vzhledem
k podmı́nce c > 0 vyhovuje pouze c = 21. V koš́ıku jsou tedy čtyři zelená a jednadvacet červených jablek.

Úloha 53J / 43S. Gilbert Bates, velmi bohatý člověk, se rozhodl, že si na zahradě nechá postavit bazén ve tvaru
elipsy. Sdělil zahradńıkovi své přáńı, že tato elipsa by se měla vej́ıt do čtverce ABCD o rozměrech 10 m× 10 m, přičemž
by se měla dotýkat všech jeho stran. Je-li nav́ıc P bod dotyku elipsy se stranou AB, pak by vzdálenost bod̊u A a P
měla být 2,5 m. Zahradńık, který umı́ sestrojit elipsu, má-li danou polohu ohnisek a nějaký bod této elipsy, si uvědomil,
že d́ıky symetrii mu v tomto př́ıpadě stač́ı znát vzdálenost ohnisek. Jaká je tato vzdálenost v metrech?

A
P

B

CD

Výsledek. 10
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Řešeńı. Vyřeš́ıme úlohu obecněji. Necht’ ABCD je čtverec o straně délky 1, jehož vrchol A lež́ı v počátku souřadnicového
systému. Bod P lež́ıćı na AB necht’ má souřadnice (b, 0), kde 0 < b < 1

2 . Jestliže ohnisko F1 má souřadnice (f, f), pak
ohnisko F2 má souřadnice (1− f, 1− f), nebot’ obě ohniska muśı ležet na úhlopř́ıčce AC stejně daleko od středu čtverce.

A P B

CD

F1

F2

g1

g2

α α

Označme g1, g2 postupně př́ımky procházej́ıćı body P , F1 a P , F2. Pak g1 je dána vzorcem

y = (x− b) · f

f − b
a g2 vzorcem

y = (x− b) · f − 1

b+ f − 1
.

Jelikož kolmice na tečnu AB vedená bodem P p̊uĺı úhel F2PF1, směrnice př́ımek g1 a g2 muśı být opačná č́ısla. Máme
tedy

f

f − b
= (−1) · f − 1

b+ f − 1
,

což vede na kvadratickou rovnici

f2 − f +
b

2
= 0.

Tato rovnice má kořeny f1,2 = 1
2

(
1±
√

1− 2b
)
, z nichž každý odpov́ıdá jednomu ohnisku. Vzdálenost ohnisek je pak

z Pythagorovy věty
√

2− 4b. Polož́ıme-li b = 1
4 , źıskáme |F1F2| = 1, což nám v našem př́ıpadě dává výsledek 10 m.

Alternativńı řešeńı. Stlač́ıme čtverec i elipsu ve směru úhlopř́ıčky AC tak, aby z elipsy vznikla kružnice, a nové body
označ́ıme jako p̊uvodńı s čárkou. Dále označ́ıme střed AC jako S a střed A′B′ jako T .

A

P

B = B′

C

D = D′

A′

C ′

P ′

S

T

Jelikož plat́ı |A′P ′| = 1
4 |A
′B′|, je také |A′P ′| = |P ′T | a |SA′| = |ST |. Tedy |A′C ′| = |B′C ′| a trojúhelńık A′B′C ′ je

rovnostranný. Koeficient stlačeńı je proto
|A′C ′|
|AC|

=

√
3

3
.
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Snadno spočteme, že poloměr kružnice, který je zároveň délkou b vedleǰśı poloosy elipsy, je roven 1
4 |AC|. Délku a hlavńı

poloosy pak dostaneme jako b/(
√
3
3 ). Pomoćı délek a, b můžeme spoč́ıtat excentricitu jako e =

√
a2 − b2. Vzdálenost

ohnisek se pak rovná 2e.

Úloha 54J / 44S. Posloupnost (an) je zadána rekurentně jako a1 = 1 a an = b√a1 + a2 + · · ·+ an−1c pro n > 1.
Určete a1000.

Poznámka: Symbol bxc znač́ı dolńı celou část x, tj. největš́ı celé č́ıslo nepřevyšuj́ıćı x.

Výsledek. 495

Řešeńı. Vyṕı̌seme-li několik prvńıch člen̊u (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8, 8, 9, 9, . . . ), zjist́ıme, že jednička
se opakuje čtyřikrát, zat́ımco vyšš́ı č́ısla se opakuj́ı dvakrát až třikrát. Indukćı dokážeme hypotézu, že tři výskyty maj́ı
právě mocniny dvojky poč́ınaje 21 a ostatńı č́ısla maj́ı dva výskyty.

Předpokládejme, že jsme vypsali začátek posloupnosti až k prvńımu výskytu č́ısla n (n > 1) a až sem se posloupnost
chová tak, jak je popsáno výše. Necht’ k je největš́ı celé č́ıslo splňuj́ıćı 2k < n. Pak součet všech vypsaných člen̊u je

s1 = (1 + 2 + · · ·+ n) + (1 + 2 + · · ·+ n− 1) + (1 + 2 + 22 + · · ·+ 2k) + 1 = n2 + 2k+1.

Jelikož 2k+1 = 2 · 2k < 2n < 2n+ 1 = (n+ 1)2 − n2, máme s1 < (n+ 1)2, a následuj́ıćı člen je tedy b√s1c = n.
Nyńı urč́ıme daľśı člen v pořad́ı. Součet je nyńı s2 = s1 + n = n2 + n + 2k+1, takže pokud 2k+1 < n + 1, pak

s2 < (n + 1)2 a daľśı člen je n. Nicméně k je největš́ı celé č́ıslo splňuj́ıćı 2k < n, takže plat́ı 2k+1 ≥ n. Předchoźı
situace proto nastává pouze v př́ıpadě, že 2k+1 = n. Když n neńı mocninou dvojky, je daľśı člen n+ 1, nebot’ plat́ı
n+ 1 ≤ 2k+1 < 2n < 3n+ 4, neboli (n+ 1)2 ≤ n2 + n+ 2k+1 < (n+ 2)2.

Zbývá ukázat, že pokud n = 2k+1, pak po třech výskytech n následuje n + 1. To je snadné, nebot’ tentokrát je
součet roven s3 = s2 + n = n2 + 2n + 2k+1 = n2 + 3n a okamžitě dostáváme nerovnosti (n + 1)2 < s3 < (n + 2)2.
Indukčńı krok je tedy hotov. Nyńı vid́ıme, že 500 = a1010 = a1009, odkud dopočteme a1000 = 495.

Úloha 55J / 45S. Určete počet tabulek 4× 4, v jejichž poĺıčkách jsou vepsána nezáporná celá č́ısla taková, že

• v každém řádku a každém sloupci jsou nejvýše dvě nenulová č́ısla,

• součet č́ısel každém řádku a v každém sloupci je 3.

Výsledek. 576

Řešeńı. Každá tabulka splňuj́ıćı daná kritéria se jednoznačně rozkládá na součet (po složkách) dvou tabulek, z nichž
jedna má v každém řádku i sloupci právě jednu jedničku a druhá má v každém řádku i sloupci právě jednu dvojku.
Naopak každá dvojice takových tabulek dává v součtu vyhovuj́ıćı tabulku. Máme tedy (4!)2 = 576 r̊uzných vyhovuj́ıćıch
tabulek.
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