Uloha 1J. Maly Péfa je velky drsiidk a nosi vidy jen ponozky riznych barev. Ve skifni mé 30 ¢ervenych, 40 zelenych
a 40 modrych ponozek. Tato skifii se viak nachdzi ve sklepé v mistech, kde se nesviti, takze kdyz Péta vytdhne néjakou
ponozku, nedovede rozeznat jeji barvu. Kolik nejméné ponozek musi vytahnout, aby mezi nimi bylo urcité aspon osm
ruznobarevnych paru? Jedna ponozka muze byt zapocitana nejvyse v jednom péru.

Vysledek. 48

Reseni. Jestlize Péta vytahne napiiklad viechny zelené a sedm Gervenych ponozek, ziejmé z nich osm riznobarevnych
péaru neposkladé. Tedy 47 nestaci. Pokud v8ak vytdhne 48 ponozek, pak je mezi nimi urcité aspon % = 16 ponozek
jedné barvy a aspon 48 — 40 = 8 ponozek, které maji néjakou jinou barvu. To ndm zarucuje osm part, a tedy 48 uz
staci.

Uloha 2J. Necht z a y jsou kladnd celd ¢isla vyhovujici rovnici 22 4 2y? = 2468. Uréete z, jestlize vite, Ze feSenim
rovnice je pouze jedna dvojice (z,y) a ze 1234 = 28% + 2. 152,

Vysledek. 30

Reseni. Vynésobime-li rovnost 1234 = 282 + 2 - 152 dvéma, dostaneme

2468 = 2(282 +2-15%) = (2-15)* + 2 - 282,
Jelikoz vime, Ze rovnice v zadani mé pravé jedno feSeni, je nutné x = 30.
Uloha 3J. Digitalni hodinky ukazuji ¢as v hodindch a minutach ve dvaceti¢tyrhodinovém forméatu. Kolik minut
denné se na jejich displeji vyskytuje aspon jedna pétka?
Viysledek. 450

Reseni. Béhem 120 minut, kdy na pozici hodin sviti 5 nebo 15, je pétka vidét celou dobu. Po zbytek dne je pétka
vidét vzdy poslednich deset minut kazdé hodiny (22 - 10 = 220 minut) a dédle pétkrat béhem zbyvajicich padesti minut
(22 -5 = 110 minut). Celkem je tedy pétka na displeji 450 minut.

Uloha 4J. Obdélnik o obvodu 136 cm je rozdélen na sedm shodnych obdélnicku jako na obrézku.

Jaky je obsah tohoto obdélnika v cm??
Vysledek. 1120

Resend. Délky stran obdélnicki jsou v poméru 2 : 5 — oznacéme je 2z a 5x. Délky stran pivodniho obdélnika jsou pak
10z a 7x, tedy jeho obvod je 2- (102 +7x) = 34x. To znamen4, Ze x = 4 cm a obsah obdélnfka je 10-7-42 cm? = 1120 cm?.

Uloha 5J. Bonboniéra m4 tvar rovnostranného trojihelnika o strané délky s cm a obsahuje 2n bonbénu ve tvaru
rovnostranného trojihelnika — n o strané 1 cm a n o strané 2 cm. Bonbdény jsou nasklddané tésné vedle sebe tak, aby
zaplnily celou bonboniéru. Jaké je nejmensi mozna hodnota s?

Vysledek. 10

Reseni. Nechf a je obsah malého bonbénu (toho o strané 1 cm). Pak obsah velkého bonbénu je 4a a soucet obsahii
véech bonbénii je na + 4na = 5na. Obsah bonboniéry je s2a, protoze jeji tvar je stejny jako tvar malého bonbénu, ale
jeji strana je s-krat delsf. To znamena, ze 5n = s2, tedy s je ndsobkem péti.

Snadno se ukéaze, ze neni mozné vmeéstnat pét velkych bonbénu do bonboniéry o strané délky 5 cm, takze s # 5.
Nicméné pro s = 10 uz vhodné uspoiddani 20 malych a 20 velkych bonbdnu existuje.




Uloha 6J. Maly Péta vyrostl, i nosi uz jen ponozky stejnych barev. Navic dostal mnoho novych ponozek, takze nyni
ma ve skitni 20 hnédych, 30 ¢ervenych, 40 zelenych, 40 modrych, 30 ¢ernych a 20 bilych ponozek. Skiin je vsak stéle ve
sklepé, kde neni zadné svétlo, a Péta tak neni schopen rozeznat barvy ponozek. Kolik nejméné ponozek musi ze skiiné
vzit, aby mél jistotu, ze mezi nimi bude osm paru? Jednu ponozku lze samoziejmé zapocitat nejvyse do jednoho péru.
Vysledek. 21
Resend. Vytvoifme-li z vybranych ponozek co nejvétsi pocet pari, zbyde vzhledem k poctu barev nejvyse Sest
nesparovanych. Jestlize vezme Péta ze skiiné 21 ponozek, bude mezi nimi dokonce nejvyse pét nesparovanych, nebot
z 21 — 6 = 15 ponozek nelze beze zbytku vytvorit pary. Pak ovsem zbylé ponozky tvori alespon % = 8 paru.
Naopak 20 ponoZzek jesté nestaci, nebot se miiZe stat, Ze mezi nimi bude sedm part a Sest jednotlivych ponozek,
kazd4 jiné barvy. Z toho vyplyva, ze Péta potiebuje k zajisténi osmi parii nejméné 21 ponozek.

Uloha 7J. Ctverec a pravidelny pétitthelnik maji spoleénou kruznici opsanou a sdileji vrchol. Jak velky je nejvétsi
vnitini dhel mnohothelnika, ktery je jejich prunikem?
Vysledek. 153°

Regeni. Oznacime-li vrcholy jako na obrazku, je prinikem ¢tverce a pétitthelnika sedmithelnik AB; ByCiCoD1Ds.

Vzhledem k symetrii obrazku podle osy AC' se staci zabyvat vnitinimi dhly u vrcholu A, By, By a C;. Prvni a
posledni z nich maji zfejmé velikost 90° a 135°. Jelikoz tisecka B;D; je rovnobéznd s tseckou XY, dostavame
|<<D1ByB1| = |<Y XW| = 108°, a jelikoZ je zdrovenn rovnobéznd s tiseckou BD, je |<Ci1BsDq| = |[<CBD| = 45°.
Vnitini thel u B; je pak 153°. Protoze trojihelnik B; BBs je pravouhly, snadno dopocteme, ze vnitini thel u B; mé
velikost 117°. Nejvétsi vnitini ihel m4 tedy velikost 153°.

Uloha 8J. Kolem koletek 1 a 2 je natazen femen. Kolecko 1 mé prumér 48 mm. Jaky prumér musi mit kolecko 2,
pokud ma cely mechanismus fungovat?

Vysledek. 20 mm

Resend. Spocteme-li poéty zubti vsech kol, zjistime, ze jedna otacka kolecka 1 vynuti % = % otacky dvojitého kola a
jedna otacka dvojitého kola vynuti % = % otacky kolecka 2. Tedy jedna otacka kolecka 1 zpusobi % . % = % otacky

kolecka 2. Obvod kolecka 2 se proto musi rovnat % obvodu kolecka 1. Protoze pomér pruméru je roven poméru obvodu,
spocteme priimér kolecka 2 jako = - 48 mm = 20 mm.



Uloha 9J. Honza si na své dvaasedesatidenn{ prazdniny v ¢ervenci a srpnu pripravil pfesny plan, které dny bude
lhat a které dny bude mluvit pravdu. V k-tém dni (pro kazdé k od 1 do 62) pak prohlésil, Ze mél v pldnu lhat aspor k
dni. Kolik z téchto vypovédi bylo 1zivych?

Vysledek. 31

Reseni. Vsimneme si, ze pokud mluvi Honza né&jaky den pravdu, pak musi mluvit pravdu i viechny pfedchozi dny.
Kdyby mluvil pravdu méné nez 31 dni, pak by musel lhat vice nez 31 dni, coz by bylo v rozporu s tim, ze 31. den lhal.
Pokud by naopak mluvil pravdu vice nez 31 dni, pak by musel 1hdt méné nez 31 dni, coz by bylo v rozporu s pravdivou
vypovédi z 31. dne. Honza tedy musel lhat pravé 31 dni.

Uloha 10J. Savlik s Filipem hréli lodé ve étverci 9 x 9. Savlik nékam umistil letadlovou lod’ o rozmérech 5 x 1, resp.
1 x 5. Jaky je nejmens{ poéet poli, do nichz musi Filip vystielit, aby lod s jistotou zasahl?

Viysledek. 16

Resend. 7 nasledujiciho obrazku je patrné, ze 16 stfel je nutnych, nebot do kazdého obdélnika 5 x 1 musi Filip vystielit
nejméné jednou.

Onéch 16 sttel staci, jak je vidét z obrazku nize.

Uloha 11J /1S. Jaka je nejvétsi moznd hodnota spolecného délitele po dvou ruznych kladnych celych éisel a, b, ¢
spliujicich vztah a + b+ ¢ = 20157

Vysledek. 155

Reseni. Mame 5-13-31 = 2015 = a + b+ ¢ = NSD(a, b, ¢) - (ag + by + co) pro néjaka navzajem riznd kladna éisla aq,
bo, co (tedy ag + bo + co > 6). Z toho vyplyva, ze NSD(a, b, ¢) muze byt nanejvys 5- 31 = 155. Pro dosazeni tohoto
maxima staci zvolit ag, bg, co tak, aby ag + by + c¢o = 13. Napiiklad ag = 1, bg = 5, ¢g = 7 davaji a = 1-155, b = 5 - 155,
c=7-155 s pozadovanymi vlastnostmi.

Uloha 12J /2S. Vlak zasobujici tovarnu sestava z lokomotivy (kterd je vidy na zacdtku) a Sesti vagénu, z nichz
kazdy veze bud Zeleznou rudu, nebo uhli. David chtél takovy vlak vyfotografovat, ale podaiilo se mu zachytit jen t¥i
sousedni vagény. Prvni — ten z nich, ktery byl nejblize lokomotivé — vezl zeleznou rudu a néasledujici dva vezly uhli.
Kolik ruznych vlaka mohl David takto vyfotografovat?

Vysledek. 31

Reseni. MAame Etyfi moznosti umisténi vyfotografovaného tseku R-U-U v rdmci celého vlaku. Pro kazdou z téchto
moznosti 1ze 22 zpiisoby doplnit zbytek vlaku. Takto vSak zapocitdame vlak R-U-U-R-U-U dvakrét, takze pocet riiznych
vlaku je 4-8 — 1 = 31.



Uloha 13J / 3S. Utvar slepeny z nékolika stejné velkych krychlicek vypadé zezadu jako jednicka a shora jako trojka,
viz obrazek. Navic vime, ze obsahuje maximalni mozny pocet krychlicek. Kolik z nich je vidét pfi pohledu zprava?

Poznamka: Nasledujici obrazek ilustruje pohled zezadu a pohled shora na pruhledné krychli.
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Vysledek. 17

Reseni. Utvar se ziejmé vejde do kvadru o rozmérech 2 x 5 x 5. Rozdélme jej napul a rozeberme kazdou z ¢asti

1 x 5 x 5 zvlast. Podivame-li se na utvar zepiedu, uvidime zrcadlové pfevracenou jednicku. V pravé &asti je tedy

zepredu vidét jedna krychlicka a shora pét, coz ndm dava jedinou moznost, a to pét krychlicek v jedné fadé. Podobné

v levé ¢asti vidime zepiedu pét krychlicek a shora tfi, coz muze byt nejvyse pét krychlicek v kazdém ze tii sloupcu.
Vysledny utvar je zndzornén na obrazku nize. Podivame-li se na néj zprava, uvidime 17 krychlicek.

Uloha 14J / 48S. Rekneme, ze piirozené ¢islo n je lahodné, jestlize ciferny soucet n i n + 10 je délitelny sedmnécti.
Jaké je nejmensi lahodné ¢islo?
Vysledek. 7999

Reseni. Oznacme Q(r) ciferny soucet ¢isla r. Jestlize je cifra na pozici desitek rizng od 9, pak Q(n + 10) = Q(n) + 1.
Proto musi byt na misté desitek devitka. Jestlize je nyni cifra na pozici stovek ruznd od 9, mdme Q(n + 10) = Q(n) — 8,
ale pokud je na misté stovek devitka, zatimco na misté tisicu nikoliv, dostaneme Q(n + 10) = Q(n) — 17. V tomto
pripadé mohou byt oba ciferné soucty délitelné sedmnécti. Protoze hledame co nejmensi n, predpoklddejme, Ze tento
piipad nastane a ze Q(n) = 2 - 17 = 34. Soucet vsech cifer kromé téch na pozici desitek a stovek pak musi byt
34—-2-9=16 < 2-9, tedy staci dvé dalsi cifry. S témito informacemi jiz snadno dojdeme k vysledku n = 7999.

Uloha 15J / B5S. Autobusova doprava provozuje linku mezi mésty A a D s mezizastdvkami v méstech B a C (v tomto
potadi). Cena jizdenky je pfimo tmeérna vzdélenosti, kterou autobus urazi, tedy napfiklad jizdenka z A do C stoji
stejné jako jizdenky z A do B a z B do C dohromady. Prodavaji se pfitom pouze jednosmeérné jizdenky. Tonda je
vasnivy sbératel a rozhodl se do své sbirky ziskat jizdenky vSech moznych cen (sta¢{ mu od kazdé ceny jedna). Zatim
ma jizdenky o cenédch 10, 40, 50, 60 a 70. Jaké jsou mozné ceny posledni jizdenky?

Vysledek. 20, 110

Reseni. Predpoklddejme nejprve, ze Tonda jiz vlastni jizdenku mezi A a D. Jeji cena pak musi byt 70. Jelikoz je
tato ¢astka souctem cen jizdenek na trasach AB, BC' a C'D, z nichz nejméné dvé uz Tonda ma, je patrné, ze jediné
vyhovujici rozdéleni je 10, 20, 40. Cena chybéjici jizdenky je tedy 20. Snadno ovéfime, ze i ostatni ceny v tomto pripadé
souhlasi.

Pokud Tondovi nejdrazsi jizdenka chybi, pak musi 70 stat cesta s jednou zastavkou. Jediny zpusob, jak dostat 70
jako soucet cen dvou jizdenek, které uz Tonda ma, je 60 4+ 10. To znamend, ze jizdenka na zbyvajici ¢ast cesty mezi A a
D stoji 40 a nejdrazsi jizdenka pak 10 + 40 + 60 = 110. Opét snadno ovérime, ze i tato moznost vyhovuje zadédni.



Uloha 16J / 6S. Vejtek v hodinarstvi obdivuje hodinky zabalené v ploché pruhledné krabiéce obdélnikového tvaru.
Vsiml si, ze stied hodinek (misto, kde se setkavaji hodinové a minutova rucicka) je piesné ve stiedu krabicky. Navic
zpozoroval, ze v poledne ukazuje mala rucicka do stfedu kratsi strany krabicky, zatimco v jednu hodinu ukazuje presné
do rohu. Jak daleko jsou od sebe body na hranici krabicky, na néz ukazuje mald rucicka v jednu a ve dvé hodiny?
Délka kratsi strany krabicky je 3 cm.

Vysledek. V3 cm

Reseni. Oznaéme C stied krabicky a P, bod na jeji hranici, na ktery ukazuje malé rucicka v z hodin. Protoze
|<P,CPy| = |<P3CP2| =30° je bod P, sttedem kruznice vepsané rovnostranného trojihelnika CC’ Py, kde C’ je obraz

dvéma tretindm vysky. Délka strany trojihelnika CC’P; je 3 cm, tedy | Py Pa| = % . % V33 cm = /3 cm.

Py

Uloha 17J / 7S. Najdéte deviticiferné ¢islo, které obsahuje kazdou z cifer 1,2,...,9 pravé jednou, a navic kazdé dvé

jeho sousednf cifry tvoii dvojciferné éislo, jez je soucinem k - I dvou ¢&isel k,1 € {1,2,...,9}.
Visledek. 728163549
Reseni. Hledané deviticiferné éislo nazveme z. Dvojcisli zy (kde z,y € {1,2,...,9} a = # y) nazveme pripustné,

kdykoliv existuji k,1 € {1,2,...,9} spliujici 10z + y = kl. Jelikoz jediné piipustné dvojcisli obsahujici devitku je 49,
musi se toto dvojcisli objevit na konci ¢isla z. P¥ipustnd dvojcéisli obsahujici sedmicku jsou pouze 27 a 72. Nemohou se
vyskytnout obé zaroven a konec ¢isla z uz je obsazen, takze 72 musi byt na za¢atku z. Piipustnd dvojéisli s osmickou
jsou 18, 28, 48 a 81, pricemz ¢tyika uz se vyskytuje ve spojeni s devitkou. Mame tedy jedinou moznost, a to postavit
blok 281. Nyni je z = 7281 ...49 a zbyva doplnit ¢islice 3, 5 a 6. Protoze 13 ani 34 nejsou piipustna dvojéisli a jediné
pripustné dvojéisli zy s « € {5,6} a y = 3 je 63, dostavdme z = 728163549. Toto z zFejmé spliuje podminky zadéni.

Uloha 18] / 8S. Najdéte nejvétsi prvocislo p mensi nez 210 takové, ze ¢islo 210 — p je slozené.

Poznamka: Pripomenme, Ze jednic¢ka neni ani prvocislo, ani ¢islo slozené.

Vysledek. 89

Reseni. Namisto hleddni nejvétstho prvocisla p budeme hledat nejmensi slozené éislo n takové, ze 210 — n je prvoéislo.
Maéame 210 = 2-3-5- 7. Kdyby tedy bylo n délitelné dvéma, tfemi, péti nebo sedmi, platilo by totéz pro 210 — n,
neboli 210 — n by nebylo prvocislo. Nejmensim kandiddtem na n je proto 112 a to ndm déva p = 210 — 121 = 89, coz je
prvocislo.

Uloha 19J /9S. Zékladni skola se rozhodla nakoupit spoustu tuzek pro prvidky, rozdélené do tiid A, B a C. Kdyby
se tuzky rozdaly spravedlivé ve vSech tiiddch, dostal by kazdy zacek devét tuzek. Pokud by se rozdaly jen ve tiidé A,
dostal by jich kazdy 30, a pokud jen ve tiidé B, mél by kazdy 36. Kolik tuzek by dostal kazdy zacek ve tiidé C', kdyby
se tuzky rozdaly jen tam?

Vysledek. 20
Reseni. Nechf T je celkovy pocet tuzek a a, b, ¢ jsou pocty zdku v pifslusnych tiidach. Ze zadani vime, ze
T =9(a+ b+ c¢) = 30a = 36b, a hleddme T'/c. Dosazenim a = T/30 a b = T/36 do prvn{ rovnosti dostdvame
T=3T+ 3T + 9c,
=T = 9c,
L =20.

. =



Uloha 20J /10S. Najdéte vSechny ¢tyfciferné ctverce, jejichz prvnf i druhé dvojéisli jsou nenulové ¢tverce (druhy
z nich muze za¢inat nulou).

Poznémka: Ctvercem rozumime druhou mocninu néjakého celého &isla.

Vysledek. 1681

Resend. Jelikoz pro k > 50 plati (k + 1) — k2 > 100, je 50% = 2500 jediny &tverec zacmajici dvojéislim 25 a obdobnou
vlastnost maji ziejmé ¢isla 3600, 4900, 6400 a 8100. Tedy prvni dvojéisli musi byt 16. Jedinym ¢tvercem vétsim nez
1600 a mensim nez 1700 je 412 = 1681. Ten m4 ziejmé viechny pozadované vlastnosti.

Uloha 21J / 118S. Ridi¢ jel konstantni rychlosti po dalnici vedouci mezi dvéma mésty. Bohuzel se nékteré tiseky
dalnice opravovaly, a tak byl nucen pfi prujezdu témito misty snizit rychlost o ¢tvrtinu. V ¢ase, kdy by obycejné dorazil
do cile, mél proto za sebou teprve Sest sedmin celkové vzdalenosti. Jaky zlomek celkového casu stravil do této chvile
v opravovanych usecich?

Vysledek. 4/7

Reseni. Je-li x zlomek celkového Gasu straveny v opravovanych tsecich, pak 1 — z je zlomek Gasu straveny na zbytku
délnice. Tedy

03,11
74" *

coz ndm dava x = 4/7.

Uloha 22J /12S. Obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran je roziezdn na dvandct ¢tvercu, které maji délky stran 2, 2,
3,3,5,5,7,7,8,8,9,9. Jaky je obvod tohoto obdélnika?

Vysledek. 90

Reseni. Secteme-li obsahy viech Gtverct, zjistime, Ze obsah obdélnika je 464 = 2% - 29. Obdélnik mus{ mit navic délky
stran aspoii 9, nebot jinak by se do ného nevesly ¢tverce o strané 9. Jedind moznost, jak 464 rozloZit na soucin dvou
¢isel vétsich nez 9, je 16 - 29, coz dava obvod 90.

Poznamka: Roziezani obdélnika 16 x 29 na ¢tverce s prislusnymi délkami stran skutecné existuje, jak ukazuje obrazek.

Uloha 23J / 138S. Ctvercovy list papiru je pielozen tak, Ze se jeden z jeho vrcholit dotyka jedné z protéjsich stran
jako na obrdzku. V trojihelnicku pfesahujicim obrys ptvodniho étverce mé delsi z vnéjsich stran (sousedici s prehybem)
délku 8 cm a kratsi z nich mé délku 6 cm.

Jaka je délka strany papiru?
Vysledek. 36 cm
Reseni. 7Ziejmé jsou véechny trojihelniky na obrazku pravoihlé a navzéjem podobné podle véty wu. Oznaéime-li

délky stran pravého dolniho trojtihelnika jako 6z, 8z a (z Pythagorovy véty) 10z, pak je délka strany ¢tverce rovna
18z. To znamena, ze trojuhelnik vlevo dole mé spodni stranu délky 18z — 6x = 12z. Délky zbylych dvou stran jsou



pak diky podobnosti 9z a 15z, tedy délka strany ctverce je také 15z 4+ 6 cm. Z rovnosti 15z + 6 cm = 18z dostédvame
x = 2 cm, neboli 18z = 36 cm.

- 10z

8x

12x 6x

Uloha 24J / 14S. Stary kiiznik pluje konstantn{ rychlost{ po kanélu. Stépana by zajimalo, jak je dlouhy. Zatimco se
lod pomalu pohybuje vpied, kraci Stépan konstantni rychlosti po biehu od zadi az k pridi, pFicemz napocita 240 kroki.
Poté se hned otoci a kraci zpét k zadi, coz mu vyjde na 60 krokt. Jakd je délka kiizniku v krocich?

Vysledek. 96

Reseni. Za cestu tam i zpét napo¢itd Stépan 300 kroku, pricemz kiiznik se pohne o 240 — 60 = 180 kroku. Zatimco
tedy Stépan udéls 60 kroku od pifde k zadi, urazi kiiznik 180 : 5 = 36 krokt. Délka kiizniku je proto 60 + 36 = 96
krok.

Uloha 25J /15S. Cislo 137641 = 3712 je nejmensim Sesticifernym &islem, z néhoz je mozné vyskrtnout tii navzajem
rizné cifry a dostat tak jeho druhou odmocninu: ¥37641. Najdéte nejvetsi Sesticiferné éislo s touto vlastnosti.
Vijsledek. 992016 = 9962

Resend. Staci spocitat ctverce (1000 — n)? = 1000 - (1000 — 2n) + n? pro n = 1,2,3,4. Mame 9992 = 998001,
9982 = 996004, 9972 = 994009 a 9962 = 992016, piicemz prvni tii ¢isla ziejmé nevyhovuji, ale ¢tvrté uz ano:

992016 = 996 = 1/992016.

Uloha 26J /16S. Martina natukala néco do kalkulacky a na displeji se objevilo trojciferné éfslo x. Olin, ktery sedél
naproti ni, si v8iml, ze ze svého pohledu (vzhuru nohama) piecte na displeji pfesné ¢islo, které je o 369 veétsi nez x.
Jaké je ono Martinino ¢islo z?

Poznamka: Kalkulacka ma segmentovy displej, ¢islice 0-9 tedy vypadaji takto:

U 124456 18H

Vysledek. 596

Reseni. Oto¢ime-li ¢islici vzhiiru nohama, mohou nastat t¥i moznosti: bud se nezméni (0, 2, 5, 8), nebo se zméni
(6 <+ 9), nebo nebude vysledkem Z4dn4 ¢islice (1, 3, 4, 7). Necht z je Martinino ¢islo a 2’ je toto ¢fslo vzhiru nohama.
Protoze 369 konéi devitkou, musi x koncit jednou z cifer 0, 6, 9 — v8echny ostatni ptipustné cifry totiz vedou na
nepiipustnou posledni cifru éisla z’.

Kdyby z konéilo nulou, pak by z’ za¢inalo nulou, coZ neni mozné. Kdyby z konéilo devitkou, pak by z’ koncilo
osmickou, tedy x by zacinalo osmickou a z’ Sestkou, coz zjevné odporuje podmince ' > z. Piedpoklddejme proto, ze x
koné&i Sestkou. Pak mame x = 5a6 a 2’ = 9a’b pro néjakou piipustnou cifru a a jeji pfevracenou verzi a’. Vzhledem
k podmince 2’ — z = 369 neni{ mozné, aby a = d/, tedy nutné a € {6,9}. Nyni snadno dopocteme, ze z = 596.

Uloha 27J / 17S. Na ostrové Na-boi ziji tii rodiny, z nichz v kazdé maji dva syny a dvé dcery. Kolika zptusoby muze
téchto dvandct potomku utvorit Sest manzelskych paru, jestlize siiatky sourozencu nejsou pripustné?
Vysledek. 80

Reseni. Oznacme rodiny jako A, B a C. Pokud si oba synové z A vezmou dcery z jedné rodiny (BIjNO B), musf si
dcery z A vzit syny z C, aby se zabranilo snatkam sourozencu v C. Synum z B pak nezbyva nez si vzit dcery z C.
V tomto pifpadé mame celkem 2 - 23 = 16 moznosti — piifazeni rodin Ize provést dvéma zpisoby a v kazdé rodiné se
pak mohou dcery dvéma zpusoby vdat za syny z prislusné jiné rodiny.

Pokud si jeden syn z A vezme dceru z B a druhy dceru z C, pak si v zdjmu piedejiti sourozeneckym snatkum musi
rovnéz jedna dcera z A vzit syna z B a druhd syna z C. Synové z A maji v tomto pfipadé dohromady osm moznosti
vybéru manzelek a totéz plati pro dcery z A. Poté uz zbyva jen sparovat zbyvajici syny a dcery z rodin B a C, coz lze
udélat pravé jednim zpusobem. Tento pfipad tedy zahrnuje 8 - 8 = 64 moznosti.

Celkem méme 16 + 64 = 80 moznosti, jak utvofit Sest manzelskych part.



Uloha 28J / 18S. Jana a Jirka upekli obrovskou pizzu, kterou rozrezali na padesit stejnych dilki (kruhovych vyseéi),
a na kazdy z téchto dilka dali postupné po sméru hodinovych rucicek 1,2,3,...,50 oliv. Nyni by pizzu chtéli rovnym
fezem mezi dilky rozdélit naptul tak, aby Jana dostala dvakrat vice oliv nez Jirka. Jaky bude soucet poctu oliv na
¢tytech dilcich sousedicich s timto fezem?

Vysledek. 68, 136

Reseni. Oznacéme dilky ¢isly 1-50 podle poctu oliv. Rez nemtize prochdzet mezi dilky 1 a 50, respektive 25 a 26, nebot
2-(14+24---425)<26+274---+50.

Muzeme tedy predpokladat, ze dilky sousedici s fezem maji ¢isla n, n + 1, n + 25, n 4+ 26, kde 1 < n < 24. Soucet
téchto ¢isel je 4n + 52. Nyni spocteme (n+ 1) + (n +2) +--- + (n +25) = 25n+ 1 - 2526 = 25(n + 13) a
1+2+---+50=14-50-51 =25-51. Mdme dvé moznosti:

1 2
25(n+13) = 52551 =25-17 nebo 25(n+13)= 72551 =2534,

Prvni z nich dédva n = 4 a hledany soucet je pak 4n + 52 = 68. Pro druhou moznost dostaneme n = 21 a 4n + 52 = 136.
Uloha ma tedy dveé feSeni, a to 68 a 136.

Uloha 29J /19S. Najdéte vechna prvocisla p, pro kterd je 19p 4 1 tfet{ mocninou celého ¢isla.
Vysledek. 421

Regeni. Jestlize p je takové prvoéislo, pak 19p + 1 = k% pro néjaké k > 2. Dostdvame tak rovnost
9p=k—1=(k-1)(k+k+1).

Protoze k > 2, obé zavorky na pravé strané jsou vlastnimi déliteli ¢isla 19p. OvSem 19p je soucin dvou prvocisel, tedy
k—1=19 nebo k? + k +1 =19. V prvnim piipadé je k = 20 a p = 400 + 20 + 1 = 421, coz je prvocislo. Druhy pifpad
vede na kvadratickou rovnici k? + k — 18 = 0, kterd nemé4 z4dny celo¢iselny kofen. Jedinym fesenim tlohy je tedy
prvocislo 421.

Uloha 30J /20S. Mgéjme rovnobéznik ABCD a body E, F postupné na strandch AD, AB takové, ze 2|AE| = |ED|
a 2|AF| = |FB|. Piimky CF a CE protinajf tihlopficku BD postupné v bodech G a H. Jakou ¢dst plochy rovnobéznika
ABCD zaujimé pétithelnik AFGHE?

Vysledek. %

Reseni. 'V nésledujicim textu budeme obsah ttvaru znacit hranatymi zavorkami. Jelikoz jsou trojihelniky FHD a

CH B podobné, plati
|BH| |BC| |AD| 3

|HD| ~ |[ED| ~ 2|AD| ~ 2

()

a z podobnosti trojihelnikit FBG a CDG méme 2% = 3. Tedy |DH|

|BG| = 2|DB| a |[HG| = |DB|. Vzhledem

GB
k tomu, ze
[ECD] = %[ACD] = ; . %[ABC’D] = [FBC],
dostavame L1 -

Uloha 31J /21S. Najdéte nejvétsi péticiferné ¢islo s nenulovymi ciframi, které m4 ndsledujici vlastnosti:
e Prvni trojéisli tvoii ¢islo devétkrat vétsi nez posledni dvojéisli.
e Posledni trojcisli tvori ¢islo sedmkrat vétsi nez prvni dvojcisli.
Vysledek. 85595
Reseni. Necht abcde je péticiferné ¢islo takové, ze abc = 9 - de a cde = 7 - ab. Pak
63-de="7-abc="70-ab+ Tc =10 - cde + 7c = 1007c + 10 - de,

tedy de = %‘;C = 19¢. Podobné dostaneme, ze ab = 17c. Jestlize ¢ > 6, pak &isla 17¢ a 19¢ jsou vétsi nez 100. To

znamend, ze ¢ muze byt nanejvys 5. Pro ¢ = 5 dostavame abede = 17119¢ = 85595.



Uloha 32J /22S. 'V kruhu sedélo dvandct bystrych muzi a kazdému z nich byla ndhodné rozdédna jedna z dvandcti
karet — deviti prazdnych a ti{ vyznaénych oznacenych jako J, @ a K. Kazdy z muzu se podival na svou kartu a poté ji
poslal sousedovi po pravé ruce. Takto se pokracovalo déale, pricemz po kazdém zhlédnuti karty byli vSichni v jeden
okamzik vyzvani, aby se prihlasili, pokud védi, kdo pravé drzi kterou vyznaénou kartu. V prvnich ¢tyfech kolech se
neprihlasil nikdo a po spatfeni paté karty zvedl ruku jeden ¢lovék. V nasledujicim kole, tj. po Sesti kartéch, se ptihlasilo
z lidi a v tom dalsim y lidi. Urcete zy.

Vysledek. 42

Reseni. Prvni clovék, ktery zvedl ruku, musel byt také prvni, kterému prosly rukama viechny tii vyznaéné karty.
Oznacme je v tomto poradi Cq, Cs a Cz. Kartu C3 dostal muz urcité jako patou, jelikoz jinak by mohl zvednout ruku
uz ve étvrtém kole. Kartu C; musel naopak dostat uz na za¢atku, nebot v opaéném piipadé by se v pfedchozim kole
mohl piihlasit soused po jeho levé ruce. Od tohoto okamziku tedy vsichni znali polohu karet C; a Cj, ale ne vsichni
dovedli tict, které vyznacné karty to jsou. V dalsich kolech se proto pfihlasili pravé ti lidé, kterym prosla rukama karta
C5 a aspon jedna z karet C; a C3. Snadno nahlédneme, Ze po Sestém kole bylo takovych lidi Sest a po sedmém kole
sedm, tedy odpovéd je 42.

Uloha 33J /23S. Uvniti rovnoramenného pravothlého trojihelnika, jehoz zdkladna mé délku 1, bylo sestrojeno
sedm kruznic jako na néasledujicim obrazku:

Jaky je soucet jejich obsahu?
. 3-2v2 _ _(1-v2)* _
Vysledek. 4‘[ = 7! 1 ) —

7r4(1+1\ﬁ)2 o 7r4(3+12\/§)

Reseni. Kdykoliv rozdélime rovnoramenny pravoiihly trojihelnik na dva shodné trojihelniky, pak jsou tyto trojihelniky
podobné ptuvodnimu trojihelniku s koeficientem podobnosti 1 : v/2. Tedy rovnéz polomér kazdé nové kruznice je
V/2-krét mensi nez polomér té predchozi, neboli jeji obsah je polovinou obsahu té piedchozi. Jinymi slovy se soucet
obsahu kruznic pfi déleni trojuihelnika neméni, takze staci spocitat obsah kruznice vepsané tomuto trojihelniku. Protoze

odvésny trojuhelnika maji z Pythagorovy véty délku g a kolmice na odvésny vedené stfedem kruznice vepsané tvori
spolu s témito odvésnami ¢tverec, je polomér kruznice vepsané roven g — % Vysledny obsah je tedy
3-2V2
T
4

Uloha 34J / 24S. Najdéte vSechna prvocisla p takova, ze p + 11 déli p(p + 1)(p + 2).

Visledek. 7, 11,19, 79

Reseni. Bud je p =11 a pak ziejmé podminku spliiuje, nebo je p nesoudélné s p + 11. Ve druhém pifpadé déli p 4 11
soucin p(p+1)(p+ 2), prdvé kdyz déli souéin (p+ 1)(p + 2). Ten se modulo p + 11 rovnd (—10) - (—9), takze musi platit
p+ 11|90, neboli p € {7,19,79}.

Uloha 35J /25S. Stinka obecnd (Porcellio scaber) mé &trnéct nohou. Maminka stinka mé velké zésoby stejnych
ponozek a bot a pripravuje své déti na nadchazejici chladné obdobi. Vysvétluje malému Kubovi, ze ponozky i boty si
muze obout v libovolném poradi, ale na kazdou nohu si musi dit nejprve ponozku a az pak botu. Kolika zpusoby se
muze Kuba obout?

Vijsledek. 2%

Reseni. Vsechny zpusoby obuti lze zakédovat do usporddanych 28-tic sestévajicich ze 14 ponozek a 14 bot, v nichz
ponozka na urcitou nohu vzdy pfedchézi botu na tuto nohu. Pro dvojici ponozky a boty na prvni nohu mame (228)
moznosti, kam ji v rdmeci 28-tice umistit. Pro druhou dvojici uz mame jen 26 mist, a tedy (%) moznosti. Takto mizeme
pokracovat, dokud nezbyde (3) = 1 moznost, kam umistit posledni dvojici. Celkovy pocet zpusobu, jak se muze Kuba

obout, je tedy 28\ 726\ /24 2\ _ 28!
(2)- () () ()2



Uloha 36J / 26S. Necht z je redlné é&islo splitujici 2® + 4x = 8. Jak4 je hodnota vyrazu 27 + 64227
Viysledek. 128

Reseni. Dosazenim x3 = 8 — 4z do z7 + 6422 ziskdme

7+ 642 = - (23)? 4 642% = (8 — 4x)? + 642? = 642 + 162> = 16(a> + 4x) = 128.

Uloha 37J /27S. 'V rovnoramenném trojtihelniku ABC se zdkladnou AB bud D prisecik osy tthlu ACB s AB a E
prusecik osy thlu BAC' s BC. Vite-li, ze |AE| = 2|C'D|, urcete |<BAC)|.
Vysledek. 36°

Reseni. Necht F je bod na strané BC takovy, ze AE | DF. Pak |DF| = 3|AE| = |CD|, tedy trojthelnik FCD je
rovnoramenny se zakladnou FC. Oznaéme ¢ = |<BAC|. Pak

|<AEC| = |<«DFC| = |<FCD| = |<DCA| =90° — ¢.

Protoze |[<CAE| = ¢, se¢tenim vnitinich hli v trojihelniku AEC dostaneme

1 (e} (o)
59+ 3(90° — ) = 180°,

odkud mame ¢ = 36°.
C

A s B

Uloha 38J / 28S. Je dana posloupnost redlnych ¢isel (a,) spliujici a; =2015a a1 +as+---+a, =n
v8echna n > 1. Urcete ago1s.

Vysledek. ﬁ

Reseni. Odectenim rekurentnich vzorct pro n a n — 1 dostaneme a,, = n?-a, — (n — 1) - a,,_1, coz se d4 zjednodusit
_ n—1
na an = 77 0n-1- Tedy

- Gy, PTO

2(11
n(n+1)’

n—1 n—2 n—3 2 1
n+1 n n—1 4 3

Ay = a; =

_ 22015 _ 1
a proto a2015 = 5575.5016 — 1008 "

Uloha 39J /29S. Misa s Anickou vymyslely hru. Obarvily stény dvou dvandctisténnych kostek azurovou, purpurovou
a zlutou barvou tak, aby na kazdé kostce byla aspon jedna sténa kazdé z téchto barev a na prvni z nich byly prave
Ctyti stény zluté. Jestlize nyni hodi obéma kostkami a padnou na nich stejné barvy, vyhrava MiSa, v opaé¢ném piipadé
vyhrava Anicka. Kolik purpurovych stén je na druhé kostce, maji-li obé dévcéata stejnou Sanci na vyhru?

Vysledek. 1,9

Reseni. Oznacme ¢y, ¢o pocty azurovych stén na prvnf a druhé kostce. Podobné oznaéme mq, mg pocty purpurovych
stén a yi1, yo pocty zlutych stén. Vime, ze ¢c; +my1 + y1 = co + me +y2 = 12 a y; = 4. Navic pfesné v poloviné vsech
moznych hodu padnou na obou kostkédch stejné barvy, tedy

122
cica +mima + y1y2 = 5 = 72.

Dosazenim z vySe zminénych vztaht za mq, y; a yo dostaneme
c1co — 1My — 4co + dmo + 48 = T2,

neboli
(Cl — 4)(62 — mg) = 24.

Jelikoz —3 <c; —4<3a—9<cy—mg <9, musi byt c; — mo bud 8, nebo —8. Protoze navic 0 < yo = 12 — co — ma,
je mg bud 1, nebo 9. Piimocarym ové&fenim zjistime, Ze obé tyto hodnoty jsou mozné.
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Uloha 40J / 30S. Okolo kulatého stolu sedi n > 24 Zen, z nichZ kazd4 bud vzdy lZe, nebo vzdy mluvi pravdu. Navic
kazdé z téchto zen tvrdi néasledujici:

e J4 mluvim pravdu.
e Odpocitam-li 24 zidli po mé pravici, tak na té 24. sedi lhaika.“

Najdéte nejmensi n, pro které tato situace muze nastat.
Vysledek. 32

Reseni. Zaénéme u néjaké zeny a odpoéitejme 24 mist od ni smérem doprava, poté znovu 24 mist smérem doprava
atd. Po nékolika krocich se ziejmé dostaneme zpét k Zené, u které jsme zacali — ozna¢me tento pocet kroku jako s. Pak
s je nejmensi kladné celé ¢islo, pro které plati n | 24s. Tedy s = n/d, kde d je nejvétsi spoleény délitel ¢isel n a 24.

Vsimnéme si, ze na 24. misté vpravo od pravdomluvné Zeny (resp. lhdrky) musi vzdy sedét lhérka (resp. pravdomluvnd
Zena). Znamend to, ze s musi byt sudé, neboli n musi byt délitelné vyss{ mocninou dvojky nez 24. Nejmensi kandidét je
32 a snadno ovéiime, zZe toto ¢islo je skutecné fesenim tlohy.

Uloha 41J /31S. Dva &tverce maji spoleény stfed, pfi¢emz vrcholy mensiho z nich lez{ na strandch vétsiho.
Vystiihneme-li mensi ¢tverec z vétsiho, zbydou nam ¢tyti shodné trojihelniky, z nichz kazdy mé obsah rovny jedné
dvandctiné obsahu vétsiho ¢tverce. Jaka je velikost nejmensiho vnitiniho whlu téchto trojuhelnikt ve stupnich?

Vysledek. 15°
Reseni. Oznacme a, b (a < b) délky odvésen a ¢ délku prepony téchto trojihelnikt. Ze zadéni vyplyvd, ze obsah
mensiho ¢tverce je roven dvéma tietindm obsahu vétstho ¢tverce. Obsah jednoho trojihelnika se tedy rovna jedné

osminé obsahu mensiho ¢tverce, neboli
1 b 1,
—ab= =c*.
2 8

Necht a je nejmens{ vnitin{ thel trojihelnikii. Pak a = c¢sina a b = ccos a, tedy
¢® = 4ab = 4¢? sin a cos a = 2¢? sin 2a,

neboli

1
sin2a = —.
2
Jelikoz a < 45°, musi byt 2a = 30°, a kone¢né a = 15°.

Uloha 42J /32S. Kruznice ws o poloméru 3 mé vnitin{ dotyk s kruznici wy o poloméru 1 a kruznici wy o poloméru
2, pfitemz wi a we maji vnéjsi dotyk. Na w3 lezi body A, B takové, ze useCka AB je vnéjsi spole¢nou teénou kruznic wy
a wy. Spoctéte délku usecky AB.

Vysledek. %\/ 14

Reseni. Oznaéme O, O, O3 postupné stiedy kruznic wi, we, ws a Ty, Ts, T3 paty kolmic z bodi O, Os, O3 na
AB (tedy Ty a T» jsou body dotyku AB a kruznic wq, we). Protoze O1T} || O2Ts || OsT5, |O1T1] = 1, |O2T2| = 2 a
|O103| = 2|0203], pomoci podobnych trojihelniki snadno spoc¢teme |O3T5| = % Z Pythagorovy véty v trojihelniku
AO3T3 pak mame

5\ 4
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Uloha 43J / 33S. Jednoho dne potkal nebojicny Oidipus Sfingu, kterd mu polozila hiadanku. Vymyslela si dvojciferné
¢islo S a nasledné umoznila Oidipovi vybrat tfi riznd jednocifernd &isla a < b < ¢ a pro kazdé z nich se zeptat, zda je
jim S délitelné. Poté, co Oidipus obdrzel tii odpovédi ano/ne, mél &islo S uhddnout. Upadl vSak do zoufalstvi, nebot
tyto podminky spliiovala pravé dvé ruznd ¢isla. Nastésti mu Sfinga kratce nato sdélila, Ze se spletla v délitelnosti b, coz
mu umoznilo ¢&islo S s jistotou uréit. Jaké bylo ¢&islo S7

Viysledek. 84

Resend. Existuji prave tii dvojciferns ¢isla, kters vyhovuji danym odpovédim ohledné délitelnosti &isly a a ¢ (dve
z nich odpovidaji puvodnimu vyroku a jedno opravenému vyroku). Navic musi byt obé tyto odpovédi kladné, protoze
zédporna odpovéd by vedla na vice nez tii mozna &isla. Ona vyhovujici éfsla jsou tedy ndsobky nsn(a,c) = m, coz
znamenad, ze 25 < m < 33. Jen dvé ¢isla z tohoto rozmezi jsou nejmensim spoleénym nasobkem dvou jednocifernych
¢isel, a proto bud m = 28 = nsn(4,7), nebo m = 30 = nsn(5, 6). Druh4 moznost vede na 5 < b < 6, coz neni mozné.
Necht tedy a = 4, c =7 a m = 28. Pokud b = 5, pak neexistuje dvojciferné éislo délitelné a, b i ¢ zaroveii. Pokud vak
b = 6, pak zédporna odpovéd na otdzku o délitelnosti &fslem b ddva éisla 28 a 56, zatimco kladnd odpovéd ddva S = 84.

Uloha 44J / 34S. Po silnici se pohybovaly ¢tyii dopravni prostiedky — auto, motocykl, skitr Vespa a kolo. Kazdy
z nich jel néjakou konstantni rychlosti. Auto se v pravé poledne minulo s Vespou, ve dvé hodiny odpoledne s kolem a
ve Ctyfi odpoledne s motocyklem. Motocykl potkal v pét odpoledne Vespu a v Sest vecer kolo. V kolik hodin se setkala
Vespa s kolem?

Vysledek. 15:20

Resend. Jelikoz hledany Gasovy tidaj nezavisi na volbé vztazné soustavy, muzeme piedpokladat, ze auto stalo celou
dobu na misté. Za tohoto predpokladu trvala motocyklu cesta od auta na misto setkdni s Vespou hodinu, zatimco
Vespa urazila stejnou vzdéalenost za pét hodin. Vespa se tedy pohybovala pétkrat pomaleji nez motocykl. Podobné
odvodime, ze motocykl byl dvakrat rychlejsi nez kolo, takze pomér rychlosti Vespy a kola byl 2 : 5.
Jestlize Vespa jela od auta na misto setkani s kolem ¢ hodin, pak kolo urazilo stejnou vzdélenost za t — 2 hodin.
Pomeér ¢asu je roven prevracenému poméru rychlosti, tedy
t—2 2

t 5’

neboli ¢ = 10/3. Jelikoz Vespa minula auto ve 12:00, znamend to, ze s kolem se potkala v 15:20.

Uloha 45J / 35S. Podlaha haly je pokryta ¢tvercovym kobercem o strané délky 22 metru, ktery je rozdélen na
484 jednotkovych ¢tverciu. Roboticky vysava¢ dostal za kol koberec vysat. Vysava jeden ¢tverec za druhym podle
nasledujicich pravidel:

e Jakmile vysaje néjaky ¢tverec, uz se na néj nikdy nevrati.

e Pohybuje se jednim smérem, dokud nenf nucen jej zménit bud kviili tomu, Ze dorazil na okraj koberce, nebo
proto, ze mu v cesté stoji jiz vysaty Ctverec.

e Kdykoliv je nucen zménit smér a mé dvé moznosti, sam zvoli jednu z nich.

Roboticky vysava¢ za¢ind na nékterém jednotkovém étverci a muze si vybrat libovolny z kolmych sméru. Skoncit muze
na kterémkoliv ¢tverci. Pro kolik ruznych pocateénich ¢tvercu je vysavaé schopen vysét cely koberec?

Viysledek. 20
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Reseni. Jestlize vysava¢ nezacne v jednom z rohovych blokt 3 x 3, vizdy nechd ¢ést koberce nevysatou. Kdyz totiz
poprvé opusti hranu koberce (nejpozdéji po Sesté zméné sméru), rozdéli dosud nevysété étverce na dvé oddélené oblasti
a do jedné z nich se uz nikdy nedostane. Podobné muzeme argumentovat u ¢tvercu se soufadnicemi (1,2), (2,1), (2,3),
(3,2) a ¢tvercu jim odpovidajicich ve zbylych trech rozich. Nicméné ctverce (1, 1), (2,2), (3,3), (3,1) a (1,3) jiz vyhovuj,
jak je znazornéno na obrazku. Mame tedy celkem 4 - 5 = 20 moznych pocatec¢nich pozic vysavace.

» o I
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Uloha 46J /36S. Body A, B, C, D, E, F lezi postupné po sméru hodinovych ruci¢ek na kruznici w, pficemz AD je
jeji prumeér. Piimka BF protind pfimky AD a CE postupné v bodech G a H. Predpokladejme, zZe |<FEH| = 56°,
|[<DGB| = 124° a |[<DEC| = 34°. Spoététe |[<CEB].
Vysledek. 22°
Reseni. Plati |[<CEB| = |<CDB| (obvodové thly), tedy staci urcit |[<CDB|. Jelikoz je ¢tyiihelnik BCEF tétivovy,
mame

|<FBC| = 180° — |<FEC| = 180° — (180° — |<FEH]|) = 56°.
Zaroven viak |[<DGF| = 180° — |[<DGB| = 56°, takze AD || BC. Dostavame |<ADB| = |<<DBC| (rovnobéznost) a
soucasné |[<DBC| = |<DEC| = 34° (obvodové tihly). Protoze ziejmé |<ABD| = 90° a lichobéznik ABCD je tétivovy,
mame

|<ADC| = 180° — |<ABC| = 180° — (|<ABD| + |<DBC|) = 56°,

a konecné
|<CEB| =|<CDB| = |<ADC| — |<ADB| = 56° — 34° = 22°.

Uloha 47J / 87S. Pét manzelskych paru se zticastnilo V' vecirku. Vime, Ze na zddném veéirku se nepotkali muz a
zena tvorici par, ale kazd4 jind dvojice (véetné dvojic osob stejného pohlavi) byla spoleéné na pravé jednom vecirku.
Jedna z osob navstivila pouze dva vecirky. Pro jaké nejmensi V' mohla popsand situace nastat?

Vysledek. 14
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Reseni. Oznaéme manzelské pary (a1, as), (b1, bs), (c1,¢2), (d1,ds), (e1,e2). Mizeme BUNO predpokladat, ze a1 je
osoba, ktera navstivila pouze dva vecirky, a ze prvniho z nich se zicastnily jesté osoby b1, c1, di a e1, zatimco druhého
se zucastnili jejich partneri. Kazdy dalsi vecirek pak mohli navstivit soucasné nejvyse dva lidé z by, b, . .., €1, €2, takze
se muselo konat alespon dvanéct dalsich veéirku. Nyni staci, aby se osoba ay zuéastnila libovolnych ¢tyt z téchto
dvanécti vecirku, a dostaneme presné situaci popsanou v zadani. Nejmensi mozny pocet probéhlych vecirku je tedy
V=14

Uloha 48J / 38S. Studenti dostali trojciferné éislo abe takové, ze 0 < a < b < ¢. Méli za tikol jej vyndsobit esti a
poté prohodit cifru na misté stovek s cifrou na misté desitek. Pepa udélal chybu a provedl tyto dvé operace v opacném
poradi. Ukazalo se vSak, ze i presto dostal spravny vysledek! Naleznéte abe.

Vysledek. 678

Re§enL Protoze 0 < a < b, médme b > 2 a 6 - bac > 1200. Pepa tedy ziskal étyiciferné ¢islo defg = 6 - bac. Dale vime,
ze 6 - abc = dfeg. Odectenim téchto dvou rovnosti dostaneme

6(bac — abc) = defg — df eg.

Tedy 540(b —a) = 90(e — f), neboli 6(b—a) = e — f. Jelikoz e a f jsou cifry, je |e — f| < 9, takze vzhledem k podmince
b>amusi byt e— f=6ab—a=1. Dosadime-li b = a + 1 do vztahu 6 - bac = defg, dostaneme

defg = 6(100(a + 1) + 10a + ¢) = 660(a + 1) — 6(10 — ¢).

Cislo defg se tedy musi lisit od nasobku 660 o né&jaky nenulovy nasobek Sestky, ktery je nanejvys 42 (¢ > 3).
Vyzkousime-li postupné a = 1,2,...,7, nalezneme vSechny kandidaty na defg: 1938, 2604, 3930, 3936, 4602, 4608.
Jediné pro defg = 4608 mé bac = defg/6 = 768 ruzné nenulové cifry. Nyni uz zbyvé jen ovéfit, ze skutecné
6 - abc = 6 - 678 = 4068 = df eg.

Uloha 49J /39S. Uvazujme miizku 5 x 3. V levém hornim rohu sedf my$, kterd chce ziskat kousek syra v pravém
dolnim rohu, a v levém dolnim rohu je krab, ktery si déla zalusk na fasy v pravém hornim rohu. Pohybuji se oba
soucasné. Kazdou sekundu se mys piemisti o jeden ¢tverec doprava nebo dolu a krab se presune o jeden ¢tverec doprava
nebo nahoru. Kolika zpusoby mohou oba dorazit ke své potravé, aniz by se na néjakém ¢étverci potkali?

K &

£

Vysledek. 70

Reseni. Zvifata se mohou potkat pouze v prostiedni fadé. Cesta kazdého z nich je navstivenym tisekem prost¥edni
fady jednoznacné urcena a zvitata se potkaji, pravé kdyz maji tyto useky neprazdny prunik. Hleddme tedy pocet dvojic
disjunktnich useku prostiedni Fady.

Nejprve rozebereme piipad, kdy je mezi useky alespon jedno prazdné policko. Pocet takovychto dvojic spocteme
jako (2), nebot vybirdme ¢tyfi ze Sesti pfepazek v prostiedni fadé (prvnf a druhé pfepdzka urcuji jeden tsek, tiet{ a
6) dvojic. Pro kazdou dvojici useku

¢tvrtd druhy usek). Pokud mezi useky neni zadné volné pole, dostdvdme podobné (3

mame dva zpusoby, jak k nim pfifadit zvifata, coz dava celkem 2 - ((2) + (g)) = 70 zpusobu.

Uloha 50J / 40S. Najdéte pocet kladnych celych ¢isel n neprevysujicich 1000 takovych, ze ¢islo | ¥/n| je délitelem n.
Pozndmka: Symbol |z znaci dolni celou ¢ést x, tj. nejvétsi celé ¢islo neprevysujici .

Vysledek. 172

Resend. Plati | ¢/n] =k, prave kdyz k% <n < (k + 1) — 1. Kazdé k-té (pociaje k%) z 3k% + 3k + 1 &isel v tomto
intervalu je délitelné cislem k, tedy takovych ¢cisel je 3k 4+ 4. Nyni uz zbyva jen secist tyto vyrazy pres vechna k, pro
kterd (k + 1)% — 1 < 1000, a pricist jednicku za &islo 1000, jez rovnéz spliiuje podminky. Vysledek je tedy

2 910
1+Z(3k—|—4):1+9-4—|—3-T:172.

k=1
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Uloha 51J /41S. Najdéte vSechna redlnd ¢isla m, pro kterd jsou kofeny rovnice
2® —15v22% + ma — 195v2 =0

délkami stran pravoihlého trojihelnika.
Vysledek. 281/2

Reseni. Necht a, b, ¢ jsou kofeny dané rovnice, jez jsou zaroven stranami pravotihlého trojihelnika. Muzeme BUNO
piedpoklddat, e 0 < a,b < c, takze podle Pythagorovy véty plati a? +b% = ¢2. Z Vietovych vztahi (nebo rozndsobenfm
vyrazu (z — a)(x — b)(z — ¢) a porovndnim koeficientu) dostdvame

15V2=a+b+e¢, m=ab+ac+be, 195v/2 = abe.

Umocnime 15v/2—c¢ = a+b na druhou a upravime do tvaru 450 — 30v/2¢ = 2ab. Po vynasobeni ¢ a dosazeni abc = 195v/2
obdrzime kvadratickou rovnici

V22 —15¢+13V2 =0
s kofeny ¢; = 2 a ¢p = 13\/5/2. Protoze podminky 0 < a,b < ¢ a abc = 195/2 pFipousti pouze ¢ = 13\/5/2, hledané
¢islo m se spocte jako

1
m = ab + ac + be = -((a+b+c)2—202):§-450—02:281/2.

DN =

Uloha 52J /42S. 'V kosiku jsou zelend a ¢ervend jablka — aspori jedno ¢ervené a aspon dvé zelend. Pravdépodobnost,
ze ndhodné vybrané jablko bude Cervené, je 42-krat vétsi nez pravdépodobnost, ze dvé ruznd ndhodné vybrand jablka
budou obé zelena. Kolik zelenych a kolik ¢ervenych jablek je v kosiku?

Vysledek. 4 zelend a 21 Cervenych
Reseni. Necht z je pocet zelenych a ¢ pocet Gervenych jablek. Zadéni tlohy mizZeme piepsat jako
c z-(z—1)
z4c (z+c¢) (z+c—1)

ekvivalentné
4 (z—1)c—42z- (2 —1) =0.

Na tento vztah muzeme pohlizet jako na kvadratickou rovnici s proménnou ¢ a parametrem z. Diskriminant
(z—1)2 +1682 - (2 — 1) = 1692% — 1702 + 1
musi byt ¢tverec, jinak by byly kofeny rovnice iraciondlni. Vzhledem k podmince z > 2 dostdvame nerovnosti
(132 — 6)% = 16922 — 1562 + 36 > 1692% — 170z + 1 > 1692% — 2082 + 64 = (132 — 8)?,

tedy nutné 16922 — 170z + 1 = (13z — 7)2, neboli 2z = 4. Kofeny kvadratické rovnice jsou pak —24 a 21, ale vzhledem
k podmince ¢ > 0 vyhovuje pouze ¢ = 21. V kosiku jsou tedy ¢tyfi zelend a jednadvacet cervenych jablek.

Uloha 53J /43S. Gilbert Bates, velmi bohaty ¢lovék, se rozhodl, Ze si na zahradé nechd postavit bazén ve tvaru
elipsy. Sdélil zahradnikovi své pidni, Ze tato elipsa by se méla vejit do ¢tverce ABC'D o rozmérech 10 m x 10 m, piicemz
by se méla dotykat vSech jeho stran. Je-li navic P bod dotyku elipsy se stranou AB, pak by vzdalenost bodu A a P
méla byt 2,5 m. Zahradnik, ktery umi sestrojit elipsu, ma-li danou polohu ohnisek a néjaky bod této elipsy, si uvédomil,
ze diky symetrii mu v tomto piipadé staci znat vzdalenost ohnisek. Jaka je tato vzdédlenost v metrech?

~

D C

Vysledek. 10
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Reseni. Vyfesfme tilohu obecnéji. Nechf ABC'D je ¢tverec o strané délky 1, jehoz vrchol A lezf v poéatku soufadnicového
systému. Bod P lezici na AB necht mé soutradnice (b,0), kde 0 < b < % Jestlize ohnisko F; m4 soufadnice (f, f), pak
ohnisko F5 m4 soufadnice (1 — f,1 — f), nebot obé ohniska musf lezet na tihlopticce AC stejné daleko od stiedu étverce.

D 1 C
|
i
i
i
i
i
i
i
i
1
g1 !
|
i
A /NP B

Ozna¢me g7, g2 postupné piimky prochazejici body P, Fy a P, Fs. Pak g1 je ddna vzorcem

y=-0)

a go vzorcem o1

y=(x—0)- Py
Jelikoz kolmice na tetnu AB vedend bodem P puli thel F» PF, smérnice piimek g; a go musi byt opacna ¢isla. Mame
tedy

f_ (—1) - L7

f—=0 b+ f—-1
coz vede na kvadratickou rovnici

=1+ g =0.

Tato rovnice ma kofeny fi 2 = % (1 + M), z nichz kazdy odpovida jednomu ohnisku. Vzdalenost ohnisek je pak
z Pythagorovy véty v/2 — 4b. Polozime-li b = I, ziskdme |Fy F3| = 1, coz ndm v naSem pifpadé déva vysledek 10 m.
Alternativng feseni. Stlatime Ctverec i elipsu ve sméru ihlopiicky AC' tak, aby z elipsy vznikla kruznice, a nové body
ozna¢ime jako puvodni s ¢drkou. Déle oznacime stfed AC jako S a stied A’B’ jako T.

C/
N
D=D ) B=p
A7
Ny
A/

Jelikoz plati |[A'P'| = %|A’B’|, je také |[A'P'| = |P'T| a |SA’| = |ST|. Tedy |A’C’| = |B'C’| a trojthelnik A’B'C’ je
rovnostranny. Koeficient stlaceni je proto
[A'C V3

lAC| 3
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Snadno spocteme, ze polomér kruznice, ktery je zaroven délkou b vedlejsi poloosy elipsy, je roven %\AC |. Délku a hlavn{

poloosy pak dostaneme jako b/ (?) Pomoci délek a, b muzeme spocitat excentricitu jako e = v/a2 — b2. Vzddlenost
ohnisek se pak rovna 2e.

Uloha 54J / 44S. Posloupnost (a,) je zaddna rekurentné jako a1 =1 a a, = |\/a1 + a2+ -+ an_1] pron > 1.
Urcete a1000-
Pozndmka: Symbol |z| znaé¢i dolni celou ¢ast z, tj. nejvétsi celé ¢islo neprevysujici .
Vysledek. 495
Reseni. Vypieme-li nékolik prvnich ¢lent (1,1,1,1,2,2,2,3,3,4,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,8,9,9,...), zjistime, Ze jednicka
pravé mocniny dvojky poéinaje 2% a ostatni ¢isla maji dva vyskyty.

Predpoklddejme, Ze jsme vypsali zac¢dtek posloupnosti az k prvnimu vyskytu ¢isla n (n > 1) a az sem se posloupnost
chova tak, jak je popsano vyse. Necht k je nejvétsi celé ¢islo spliujici 28 < n. Pak soucet viech vypsanych ¢lent je

si=(14+2+ - +n)+1+2+ - +n—1D+1+2+22 4+ +2F) 1 =n? 42,

Jelikoz 281 =2.2F < 2p <2n+1 = (n+1)? — n?, mdme s; < (n+ 1)?, a nésledujici ¢len je tedy |\/s1] = n.

Nyni uréime dalsf ¢len v pofadi. Soucet je nyni sy = s; +n = n? + n + 25+, takze pokud 2! < n + 1, pak
sy < (n 4+ 1)% a dalsi ¢len je n. Nicméné k je nejvétsi celé ¢islo spliujici 2% < n, takze plati 28! > n. Pfedchozi
situace proto nastava pouze v piipadé, ze 2Ft! = n. Kdyz n neni mocninou dvojky, je dalsf élen n + 1, nebot plati
n+1< 281 < 2n < 3n+4, neboli (n+1)? < n? +n+ 281 < (n+2)%

Zbyvéa ukéazat, ze pokud n = 25t1 pak po tfech vyskytech n nisleduje n + 1. To je snadné, nebot tentokrat je
soucet roven s3 = s +n = n? + 2n + 281 = n? 4 3n a okamzité dostdvame nerovnosti (n + 1)% < s3 < (n + 2)%
Indukéni krok je tedy hotov. Nyni vidime, ze 500 = a1910 = @1009, 0dkud dopocteme ajpgp = 495.

Uloha 55J / 45S. Urcete pocet tabulek 4 x 4, v jejichz polickdch jsou vepsdna nezdporna celd ¢isla takova, ze
e v kazdém fadku a kazdém sloupci jsou nejvyse dvé nenulova ¢isla,

e soucet ¢isel kazdém Fadku a v kazdém sloupci je 3.

Vysledek. 576

Reseni. Kazds tabulka spliujici dand kritéria se jednoznaéné rozkldds na soucet (po slozkéch) dvou tabulek, z nichz
jedna ma v kazdém radku i sloupci pravé jednu jednicku a druhd méa v kazdém tadku i sloupci pravé jednu dvojku.
Naopak kazdd dvojice takovych tabulek ddva v soué¢tu vyhovujici tabulku. Mdme tedy (4!)2 = 576 riznych vyhovujicich
tabulek.
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