Uloha 1J. Maly Petko krac¢a s dobou, a preto nosi par ponoziek tak, Ze na kaZdej nohe m4 ponozku inej farby.
K dispozicii mé 30 éervenych, 40 zelenych a 40 modrych ponoziek vo svojej komode v neosvetlenej izbe. Petko vybera
z komody postupne po jednej ponozke bez toho, aby sa pozrel na jej farbu, az kym nemé potrebny pocet. Aky najmensi
pocet ponoziek potrebuje vybrat z komody, aby mal urcite osem dvojfarebnych parov ponoziek?

Pozndmka: Ponozka nemoZe byt zapocitand do dvoch roznych pdrov.

Vysledok. 48

Riesenie. Ak Petko vyberie vSetky zelené ponozky a sedem ¢ervenych ponoziek, nemoze vytvorit osem pérov (ako
hovori zadanie). Takze 47 ponoziek nepostacuje. Ak zoberieme 48 ponoziek, je tu aspon 43—8 = 16 ponoziek jednej farby
a aspot 48 —40 = 8 ponoziek, ktoré nemaju tito farbu, ¢o ndm umoziiuje vytvorit osem dvojfarebnych parov ponoziek.

Uloha 2J. Predpokladajme, 7e x a y st kladné celé &isla spliajtce rovnicu 22 4 2y% = 2468. Uréte hodnotu z, ak
viete, Ze existuje len jedna taka dvojica (v,y) a 1234 = 28% + 2. 152,

Vysledok. 30
RieSenie. PouZitim rovnosti 1234 = 282 + 2 - 152 dostavame

2468 = 2(282 +2-15%) = (2-15)% +2- 282,
Zo zadania vieme, Ze existuje jedind dvojica spliiajiica rovnicu v zadani, a preto = = 30.

Uloha 3J. Digitalne hodinky zobrazuji ¢as v hodindch a mintitach pouzitim 24-hodinového formétu éasu. Kolko
minlt za deni je na displeji digitdlnych hodiniek mozné vidiet ¢islicu 57
Vysledok. 450

Riesenie. Pocas 24 hodin st 2 hodiny, poc¢as ktorych je ¢islica 5 zobrazena neustéle: 5. a 15. hodina. Spolu to trva
120 mintt. V zvy$nych hodinach diia je mozné éislicu 5 vidiet pocas poslednych 10 minit kazdej hodiny (22-10 = 220
mintt) a tiez patkrat pocas zvysngch 50 mintt (22-5 = 110 mintt). Cislica 5 je zobrazen4 pocas 24 hodin na digitalnych
hodinach spolu 450 minntt.

Uloha 4J. Velky obdlznik s obvodom 136 cm je rozdeleny na 7 zhodnych obdiznikov ako na obrazku.

Aky je obsah velkého obdlznika v cm??
Vysledok. 1120

Riedenie. Strany maljch obdlznikov st v pomere 2 : 5 — ich dlzky ozna¢me 2z a 5x. Strany velkého obdlznika si
teda 10z a 7z. Obvod velkého obdlznika je 2 - (10x + 7x) = 34x = 136 cm. Odtial dostdvame, Ze = 4 a obsah velkého
trojuholnika je 10 -7 - 42 = 1120 cm?.

Uloha 5J. Bonboniéra ma tvar rovnostranného trojuholnika so stranou dizky s cm. Je v nej 2n ¢okoladok v tvare
rovnostrannych trojuholnikov, ktoré bez medzier vypliaji bonboniéru: n z nich mé stranu dizky 1 cm a dalsich n
¢okoladok mé4 stranu dizky 2 cm. Ak4 je najmensia mozna hodnota s?

Vysledok. 10

Riesenie. Nech a je obsah mensej ¢okoladky, teda tej so stranou dlzky 1 cm. Obsah vicsej ¢okoladky je potom 4a.
Celkovy obsah &okoladok je na + 4na = 5na, ¢o je i obsah celej bonboniéry s2a. Teda 5n = s2, z ¢oho plynie, Ze s je
nasobkom 5.

Lahko vidno, Ze nie je mozné vyplnit bonboniéru piatimi velkymi ¢okoladkami v bonboniére s dizkou strany 5 cm,

.....



stranou dizky 10 cm.

Uloha 6J. Maly Petko vyrastol a teraz nosi ponozky tak, Ze méa obe ponozky rovnakej farby. Aktualne ma vo svojej
komode 20 hnedych, 30 cervenych, 40 zelenych, 40 modrych, 30 ¢iernych a 20 bielych ponoziek. Komoda je ale stale
umiestnend v neosvetlenej miestnosti. Aky je najmensi pocet ponoziek, ktory musi Petko vybraf z komody, aby urcite
mal osem klasickych parov ponoziek, ak pocas vyberu nevie rozoznat, aka farbu vytiahol?

Pozndmka: Ponozka nemozZe byt zapocitand do dvoch réznych pdrov.

Vysledok. 21

Riesenie. Pocet vybranych ponoziek je sic¢tom parneho poc¢tu ponoziek, ktoré pouzijeme na vytvorenie parov a poctu
nesparovanych ponoziek (to moéze byt najviac Sest, kedZe tolko je farieb ponoziek). Ak Peter vyberie 21 ponoziek
z komody, nemédze mat vo svojom vybere Sest nesparovanych ponoziek, nakolko 21 — 6 = 15 nie je parne ¢islo. Takze
méame najviac pif nesparovanych ponoziek a ostatné ponozky tak vytvarajia spolu 212_ 5 — 8 parov ponoziek. Zobraf
len 20 ponoziek nestaci, lebo by mohol vytiahnut napriklad sedem parov bielych ponoZiek a Sest nesparenych ponoZiek,
teda po jednom kuse z kazdej farby. To znamend, Ze Peter musi vytiahnut aspon 21 ponoZiek z komody.

Uloha 7J. Stvorec a pravidelny p#tuholnik st vpisané do tej istej kruznice tak, Ze majia jeden vrchol spolo¢ny. Aky
najviacsi vnatorny uhol mé mnohouholnik, ktory je prienikom nagho $tvorca a pituholnika?
Vysledok. 153°

Riesenie. Oznac¢me vrcholy ako na obrazku. Mnohouholnik AB; BoC1CsD1 Dy je prienikom nasho Stvorca a pétuhol-
nika.

Nakolko je obrazok osovo symetricky podla priamky AC, tak sta¢i overit vntutorné uhly pri vrcholoch A, By, By a
C1. Prvy je zjavne 90° a posledny 135°. KedZe priamka By D; je rovnobeZnd s priamkou XY, tak |{ Dy BsBi| =
[XY XW| = 108°, a vdaka rovnosti | Cy By D1| = |[<CBD| = 45° (B2D; || BD) je uhol pri vrchole By rovny 153°.
Nakoniec trojuholnik By BBs je pravouhly, odkial vieme zistif, Ze uhol pri B je 117°. TakZe najviési vntatorny uhol
mnohouholnika je 153°.



Uloha 8J. Koliesko oznac¢ené &islom 1 mé tvar kruznice s priemerom 48 mm. Aky priemer musi mat koliesko oznacené
¢islom 2, aby mohol cely mechanizmus fungovat?

Vysledok. 20 mm
20 _ 4

Riesenie. Po spocitani zibkov koliesok je zrejmé, Ze jedno tiplné otocdenie kolieska 1 otoci velké koliesko o 22 =

53
z celého okruhu. Jedno tplné otocenie velkého kolieska otoéi koliesko 2 o ¥ = 2 7 celého okruhu. A teda vidy, ked

10~ 5
sa koliesko 1 tplne otoci, otoci sa koliesko 2 o % . % = % z celého okruhu. Obvod kolieska 2 preto musi byt f’—z—krét

.....

5 _
§-48mm—20mm.

Uloha 9J. Robko si pripravil presny plan, v ktoré dni zo svojich 62-diiovych letnych prazdnin bude klamat a v ktoré
hovorit pravdu. V k-ty deii jeho prézdnin (pre kazdé k od 1 do 62) oznamil, Ze mal v plane klamat asponi k dni. Kolko
z jeho tvrdeni boli klamstva?

Vysledok. 31

RieSenie. Vsimnime si, ze ak by Robko rozpraval pravdu jeden deri, tak musel vraviet pravdu aj vsetky predoslé dni.
Ak vravel pravdu len pre k < 31 dni, bolo by to v rozpore s tym, Ze klame 62 — k > 31 dni. Obdobne, vraviet pravdu
viac ako 31 dni by viedlo k rozporu s poc¢tom dni klamania. Teda Robko klamal presne 31 dni.

Uloha 10J. Hrame lodky na §tvoréekovom papieri rozmerov 9 x 9. Na$ stiper niekde umiestnil svoj Titanic tvaru
5x 1 alebo 1 x 5 stvoréekov. Najmenej kolko krat musime vystrelit, kym si budeme isti, Ze sme zasiahli stiperov Titanic
aspoii raz (vystrelif znamen4 oznacit niektoré policko z mriezky)?

Vysledok. 16

Riesenie. Rozdelme si hraciu plochu 9 x 9 ako na obrazku. Vidime, Ze na to, aby sme zasiahli kazdy z 5 x 1 Titanicov
aspoi raz, musime vystrelit najmenej 16-kréat.

Na obrazku 2 vidime, ze na 16 vystrelov to naozaj ide.




Preto je spravnym riesenim 16 vystrelov.

Uloha 11J /1S. Aky je najvicsi mozny spoloény delitel navzajom roznych prirodzenych &isel a, b, ¢ spliajtcich
a+ b+ c= 20157

Vysledok. 155

RieSenie. Kedze 5-13-31 = 2015 = a + b+ ¢ = nsd(a,b,c) - (ap + bo + ¢o) pre nejaké prirodzené &isla ag, by, co
dostaneme ag+bg+ ¢y > 6. Preto nsd(a, b, ¢) modze byt najviac 5-31 = 155. Maximum moZzeme dosiahnut, ak vezmeme
navzajom rozne prirodzené ¢isla, ktorych sacet je 13. Napriklad a9 =1, by =5, ¢ = 7 vedie k a = 1- 155, b =5 - 155,
c=17-155

Uloha 12J / 2S. Vlak zasobujici Zeleziarne pozostéva z lokomotivy (je vzdy vpredu) a Siestich vagénov. V kazdom
vagoéne je bud uhlie alebo Zeleznd ruda. Adam si vlak odfotil, ale nepodarilo sa mu zachytif ho cely. Na fotke vidno
iba vagon so zeleznou rudou, po ktorom nasledujt dva vagény s uhlim. Vagény nie st tiplne symetrické, takze vidime,
7e vagén zo zeleznou rudou je z tychto troch zaradeny ako prvy. Kolko roznych vlakov mohlo byt odfotenych tak, Ze
fotografia vyzera ako Adamova?

Vysledok. 31

Riesenie. 'V ramci Siestich vagénov mame $tyri moznosti ako moze byt odfotena trojica ruda-uhlie-uhlie. Pre kazda
z nich méme 23 moznosti ako doplnit ostatné vagény. Moznost R —U — U — R— U — U sme ale zaratali dvakrat, takze
pocet roznych vlakov je 4 -8 — 1 = 31.

Uloha 13J /3S. Objekt postaveny z niekolkych rovnakych kociek vyzera zozadu ako ’1’ a zhora ako '3’ (pozri
obrazok). Kolko kociek vidime, ked sa pozerame sprava, ak vieme, Ze objekt pozostava z najvicsieho mozného poétu
kociek?

Poznamka: Na obrazku dole je postupne kocka, pohlad na kocku zozadu a zhora.

-\

| | A

Vysledok. 17

Riesenie. Objekt sa urcite zmesti do kvadra 2 x 5 x 5 kociek. Rozdelme ho na dve polovice 1 x 5 X 5 a skimajme
ich osobitne. Ked sa na objekt pozrieme spredu, vidime zrkadlovii ’1’. Preto pri pohlade na pravi polovicu spredu
vidime jeden Stvoréek a pri pohlade zvrchu péf Stvoréekov. Jediny spdsob ako to dosiahnuf je umiestnif pit kociek do
jedného radu. Podobne pre Tavii polovicu: pri pohlade spredu vidime pét Stvoréekov a pri pohlade zvrchu tri. TakZe
maximéalny podet kociek dosiahneme, ak umiestnime po pit kociek do kazdého z troch radov.

Vysledny objekt vyzera ako na obrazku. Ked sa nail pozrieme sprava, vidime 17 kociek.




Uloha 14J / 4S. Hovorime, 7e prirodzené ¢islo n je vynikajiice, ak stcet cifier takéhoto ¢isla je delitelny 17 a to isté
plati pre n + 10. Aké je najmensie vynikajice ¢islo?
Vysledok. 7999

Riesenie. Sucet cifier ¢isla r ozna¢me ako Q(r). Ak je cifra na mieste desiatok odlisna od 9, dostaneme Q(n + 10) =
Q(n) + 1. Preto cifra na mieste desiatok ¢isla n musi byt 9. Ak je cifra na mieste stoviek odlind od 9, dostaneme
Q(n +10) = Q(n) — 8, ale ak je cifra na mieste stoviek 9 a cifra na mieste tisicok je odlisna, dostaneme Q(n + 10) =
Q(n)—17. Takto vieme vytvorit obe ¢isla Q(n) a Q(n+10) delitelné 17. Aby bolo n ¢o mozno najmensie, predpokladame,
Ze je to pripad Q(n) = 2 - 17 = 34. Stdet vSetkych cifier okrem stoviek a desiatok je teda 34 —2-9 =16 < 29, ¢o
znamend, ze dalSie dve cifry postacia na vytvorenie najmensieho vynikajiceho ¢isla. Teraz je uz jednoduché urcit, ze
n = 7999 je pozadovany vysledok.

Uloha 15J /5S. Autobusovéa spolo¢nost premava linkou medzi mestami A a D so zastdvkami v mestach B a C
(v tomto poradi). Cena listku je priamo tmernd vzdialenosti prejdenej autobusom. Napriklad cestovny listok z A do
C stoji rovnako ako listky z A do B a z B do C' dohromady. Okrem toho spolo¢nost nepontika spiatoéné listky, len
jednosmerné. Liza, ktort bavi zbieranie autobusovych listkov, chce ziskaf listky so vSetkymi moZnymi cenami bez
ohladu na smer cesty. Zatial méa listky, ¢o stoja 10, 40, 50, 60 a 70. Aké st mozné ceny chybajtcich listkov?

Vysledok. 20, 110

RieSenie. Predpokladajme najprv, ze Liza ma vo svojej kolekcii najdrahsi listok (teda ten z A do D), teda jeho cena
je 70. Vzhladom k tomu, Ze cena je stcet listkov na éastiach AB, BC a CD, a to najmenej dva z nich st uz vo
vlastnictve Lizy. Vidime, Ze jedind moznost cien listkov je 10, 20 a 40, takZe chybajica cena musi byt 20. Je lahké
vidiet, Ze tieto ceny mozu byt priradené k Castiam trasy tak, Ze sihlasia s ostatnymi listkami.

Ak najdrahsi listok chyba, potom listok za 70 musi byt na cestu s jednou zastédvkou; jediny sposob, ako rozlozit
tato cenu na stcet dvoch cien listkov, ktoré Liza uz ma je 10 + 60. Usudzujeme, Ze vstupenka na zostavajiacom tseku
stoji 40 a najdlhsia cesta stoji 10 4+ 40 4+ 60 = 110. Opéf vieme Tahko skontrolovat, ¢ tieto hodnoty sti vyhovujice.

Uloha 16J / 6S. Katka obdivuje v hodinarstve hodinky, ktoré st zabalené v priehladnej obdiznikovej krabici tak,
Ze stred krabice a stred hodiniek (v mieste, kde sa rucicky pretinaji) sa prekryva. Kratsia strana krabica je 3 cm dlh4.
Vsimla si, ze na poludnie hodinovéa rucicka ukazuje na stred kratsej strany skatule a o jednej poobede ukazuje na roh
krabice. Ako daleko od seba st dva body na okraji krabice, na ktoré ukazuje hodinové ruci¢ka o jednej a o druhej
hodine poobede?

Vysledok. V3 cm

Riesenie. Oznacme P, bod na hranici skatule, na ktory ukazuje hodinova rucicka o z-tej hodine a nech C' je stred
krabice. Kedze |4 P,CPy| = | PsCP;| = 30°, tak vidime, Ze bod P; je stred vpisanej kruznice a tazisko rovnostranného
trojuholnika CC’Py, kde C’ je C zobrazené cez Ps. Vzdialenost Pj Ps, ktorti hladdme, je 2/3 vysky rovnostranného
trojuholnika s dlzkou strany 3 cm. To znamena, ze [P P| = 2 - 5 - V33 cm = /3 cm.

Py

P,

Uloha 17J / 7S. Zoradte cifry 1,2,...,9 do 9-ciferného é&isla tak, aby sa kazdé ¢&islo tvorené dvojicou po sebe idtcich
cifier dalo napisat ako sucin k - I nejakych cifier k,1 € {1,2,...,9}.

Vysledok. 728163549

Riesenie. Nech z,y € {1,2,...,9} st rozne cifry. Dvojicu xy nazvime dobrd, ak existuja k,l € {1,2,...,9} také, ze
10z 4+ y = kl. KedZe jedind dobra dvojica obsahujtaca 9 je 49, dvojica 49 musi byt na konci hladaného éisla z. Dvojice
obsahujtice 7 st iba 27 a 72. Pretoze nemdzu byt pouzité naraz a na konci z je uz 49, na zaciatku musi byt dvojica 72.
Dvojice obsahujtice 8 st 18, 28, 48 a 81. Cislo 4 uz je raz pouzité v bloku 49, preto jedind moznost je pouzit trojicu
281. Z toho z = 7281...49. Teraz uz musime doplnit iba cifry 3, 5 a 6. Kedze 13 a 34 nie st dobré dvojice a jedina
dobré dvojica xy splitajica = € {5,6} a y = 3 je 63, mame z = 728163549. Lahko overime, Ze takéto ¢islo z splia
vsetky podmienky.



Uloha 18J /8S. N4jdi najvicsie prvoéislo p mensie nez 210, pri¢om plati, ze 210 — p je zlozené &islo.

Poznamka: Nezabudni, Ze ¢islo 1 nie je prvocislo ani zlozené ¢islo.

Vysledok. 89

Riesenie. Namiesto hladania najvidsieho prvodéisla p, budeme hladat najmensie zlozené &islo n také, ze 210 — n je
prvodislo. Plati 210 = 2-3-5-7. Ak by n bolo delitelné ¢islom 2, 3, 5 alebo 7, tak aj 210 — n by bolo delitelné
tymto ¢islom, a teda 210 — n by nebolo prvoéislo. Dalsie najmensie mozné zloZené éislo je teda 112, ktoré implikuje
p =210 — 121 = 89. Cislo 89 je teda hladané prvoéislo.

Uloha 19J /9S. V jednej nemenovanej zakladnej skole sa rozhodli kipit uréity pocet ceruziek a rozdaf ich ziakom
prvého roénika. Ziaci st rozdeleni do tried 1.4, 1.B a 1.C. Ak by ich rozdali vietkjm prvdkom, kazdy by dostal 9
ceruziek. Ak by ich rozdali iba v 1.A, kazdy ziak z 1.A by dostal 30 ceruziek. Nakoniec ak by ich rozdali iba v 1.B,
kazdy ziak z 1.B by dostal 36 ceruziek. Kolko ceruziek by rozdali kazdému ziakovi 1.C, ak by sa rozdavalo iba v tejto
triede?

Vysledok. 20
Riesenie. Oznacme T celkovy pocet ceruziek a a, b, ¢ pocty ziakov v jednotlivych triedach. Zo zadania vieme, ze
T=9a+b+¢), T = 30a, aT = 36b. Hladdme pomer T'/c. Dosadenim a = T7/30 a b = T/36 do prvej rovnice
dostavame
_ 3 1
T = ET + ZT + 9c,
9 _
%T = 9C7
L = 90.

. =

Uloha 20J / 10S. Najdite vietky 4-ciferné é&isla, ktorych prvé dve cifry, posledné dve cifry a samotné &islo st nenulové
Stvorce. Na mieste desiatok moze byt aj nula.

Vysledok. 1681
Riesenie. Pre k > 50 plati nerovnost (k+1)2 — k% > 100, preto 50% = 2500 je jediny stvorec za¢inajici s 25 (podobne

412 = 1681, ktory jasne spliia podmienky zadania.

Uloha 21J /11S. Vodi¢ jazdi po dialnici medzi dvoma mestami konstantnou rychlostou. Bohuzial, niektoré casti
dialnice opravovali, takze v tychto miestach musel rychlost znizif o $tvrtinu. Preto mal za ¢as, za ktory bezne ddjde do
ciela prejdenych len 6/7 vzdialenosti medzi mestami. Aku Gast z cesty, ktort doteraz presiel, jazdil po opravovanych
Castiach dialnice?
Vysledok. 4/7
Riesenie. Nech x je ¢as, ktory stravil vodi¢ na tseku dialnice, ktory sa opravuje. Potom 1 — z je ¢as, ktory stravil na
zvysku dialnice. Cim dostdvame

6 3

=77 +1-—z,
z ktorého vyplyva, ze © = 4/7.

Uloha 22J /128. Obdlznik s celo¢iselnymi dizkami je rozdeleny do 12 stvorcov s dizkami: 2, 2, 3, 3,5, 5, 7, 7, 8, 8,
9, 9. Aky je obvod tohto obdlznika?

Vysledok. 90

Riesenie. Séitanim obsahov $tvorcov dostévame obsah obdiznika, ktory je 464 = 2% - 29. Dizky jednotlivych stran
obdlznika st aspon 9, nakolko v fiom mame stvorec s dlzkou strany 9. Takze jediny vhodny rozklad je 16-29, pre ktory
je obvod obdlznika 90.

Pozndmka: Ze takyto rozklad existuje, vidime na priloZzenom obréazku:




Uloha 23J /13S. Stvorcovy list papiera je zlozeny tak, e jeden z jeho vrcholov lezi na protilahlej strane. Ako vidno
na obrazku, maly trojuholnik presahuje. Di7ka jeho strany, ktora susedi so stranou listu papiera je 8 cm a dlzka druhej
takto susediacej strany je 6 cm.

Aka je dlzka strany $tvorcového papiera?
Vysledok. 36 cm

Riesenie. Kontrolou uhlov vidime, %e vetky trojuholniky na obrazku sti pravouhlé a vzajomne podobné. Dlzky stran
trojuholnika v pravom dolnom rohu st 6z, 8z a na zaklade Pytagorovej vety 10z. Vzhladom k tomu, Ze strana s dlzkou
10z vznikéa prelozenim strany stvorca, dizka strany Stvorca je 18z. To znamena, ze lavy dolny trojuholnik ma jednu
stranu dlzky 18z — 62 = 122, ako je vidiet na nasledujiicom obrazku. Ostatné strany tohto trojuholnika majt dizky 9z
a 15z, vzhladom k pomeru podobnosti 3/2. Dizka strany daného $tvorca je tiez 15x + 6, ¢o dava x = 2. Dlzka strany
papiera je teda 36 cm.

10z

8x

12x 6x

Uloha 24J /14S. Stary parnik sa pohybuje pozdlz kanala konstantnou rychlostou. Simon chce zistit jeho dlzku.
Kym parnik pomaly postupuje, Simon kraéa popri vode konstantnou rjchlostou od zadnej asti parnika k jeho &elu a
napocita 240 krokov. Potom sa okamzite oto& a ide spif az k zadnej ¢asti parnika a napocita 60 krokov. Aké je dlzka
parnika v krokoch?

Vysledok. 96

Riesenie. Ked sa Simon vratil k zadnej ¢asti lode, urobil 300 krokov a lod sa posunula o 240 — 60 = 180 krokov.
Preto v ¢ase, v ktorom Simon spravi 60 krokov, lod urobi 180 : 5 = 36 krokov vpred. Avsak Simon sa dostane k zadnej
¢asti lode po 60 krokoch, takze dlzka lode musi byt 60 + 36 = 96 krokov.

Uloha 25J /15S. Cislo 137641 = 3712 je najmensie Sestciferné é&islo také, Ze z neho je mozné vyskrtnit tri navzajom
rozne &islice tak, aby sme dostali jeho druhét odmocninu: ¥37641. Najdite najvicsie Sestciferné éislo s touto vlastnostou.
Vijsledok. 992016 = 9962

Riesenie. Nech (1000 —n)? je hladané &islo (n > 1). Spoc¢itame druhé mocniny pre n = 1,2,3,4, ... pouzitim vztahu
(1000 — n)% = 1000 - (1000 — 2n) + n? a dostdvame 9992 = 998001, 9982 = 996004, 9972 = 994009, 996> = 992016,
.... Ostéva si v&imnut, Ze &islice 2, 0, 1 st po dvojiciach rozne a ze 992016 = 996 je odmocninou &isla 992016. Takze
992016 je hladané éislo.

Uloha 26J /16S. Linda napisala nieco na kalkulacke a na displeji sa objavilo trojmiestne ¢islo. Patrik, ktory sedel
oproti nej, si v§imol, Ze z jeho pohladu (teda dole hlavou) to vyzeralo presne tak, ako trojmiestne ¢islo, ktoré je o 369
vicésie ako to zadané. Aké bolo ¢islo, ktoré Linda napisala?

Poznamka: Kalkulacka mé sedemsegmentovy displej, teda ¢islice vyzeraju takto:

U 1244956 185

Vysledok. 596



RieSenie. Vsimnime si, Ze ak obratime ¢islice hore nohami, potom sa bud nemenia (0, 2, 5, 8), alebo sa menia (6 <> 9),
alebo sa z nich nestane ¢islica vobec (1, 3, 4, 7). Preto ak obratime rad zlozeny z 0, 2, 5, 8 dole hlavou, dostaneme
rovnaké ¢islo, ako keby sme obratili poradie jeho éislic. Rozdiel tychto dvoch trojmiestnych &isel je delitelny 99, pretoze
(a +10b+ 100¢) — (¢ + 10b 4 100a) = 99(c — a). KedZe 99 1 369, tak vieme, Ze Lindino ¢islo musi obsahovat 6 alebo 9.

V pripade, Ze éislo obsahuje 9 na prvej pozicii, potom jeho verzia dole hlavou bude obsahovat 6 na poslednej pozicii,
a tak posledna cislica Lindinho ¢isla by bola 7, pretoze rozdiel ¢isel je 369. Teda to nie je mozné, pretoze 7 nevieme
otocit hore hlavou. Tym istym spésobom mézeme vylaéit z pévodného Lindinho ¢isla hodnotu 9 na poslednom mieste
a hodnotu 6 na prvej a strednej pozicii. Posledné dve ostavajice moznosti st 9 na druhej pozicii a 6 na poslednej
pozicii, pri¢om tieto dve hodnoty priptstaju jediné rieSenie, a to 596.

Uloha 27J /17S. Na ostrove Na-Boi zijt tri rodiny, z ktorych kazd4 ma dvoch synov a dve dcéry. Kolkymi sposobmi
moze tychto 12 Tudi vytvorit 6 manzelskych parov, ak st zakdzané sobase sirodencov?

Vysledok. 80

Riesenie. Oznafme rodiny ako A, B a C. Ak si synovia z rodiny A vezmu dve dcéry z nejakej inej rodiny (bez ujmy
na vSeobecnosti z rodiny B), potom dcéry z rodiny A si musia vziat synov z rodiny C' (inak by si aspoii jeden syn z C
vzal svoju vlastnt sestru). Z toho vyplyva, Ze synovia z B si vezmu dcéry z C. Tym ziskavame 2 - 23 = 16 sposobov —
existuja dva sposoby poparovania rodin a potom kazda dvojica dcér ma dve moznosti pre vydaj za syna z prepojenej
rodiny.

Ak sa na druhej strane synovia z A rozhodnii ozenit sa za dcéry z rdznych rodin, ich sestry musia urobit to isté,
aby sa zabranilo tomu, Ze vznikne manzelstvo medzi stirodencami. Obaja synovia dohromady maji na vyber osem
manzeliek a to isté plati aj pre dcéry. Po poparovani v rodinach B a C' existuje prave jeden syn a jedna dcéra, ktori
ostali slobodni. To déva jeden jediny spdsob ako dokoncit manzelski schému. Preto tento systém mé 8-8 = 64 moznosti.

Dogli sme k zéaveru, Ze existuje 16 + 64 = 80 sposobov, ako sa Iudia mozu vziaf.

Uloha 28J /18S. Janko a Marienka si upiekli velmi velkii pizzu, ktort rozkrajali na 50 rovnako velkych kiiskov
trojuholnikového tvaru. Na kusky pizze poukladali 1,2,3,...,50 oliv postupne v smere hodinovych ruciciek. Teraz
chctt rozdelif pizzu na dve rovnaké polovice rovnym rezom tak, aby Janko dostal dvakrat tolko oliv ako Marienka.
Urcte celkovy pocet oliv na styroch platkoch priliehajacich k rezu.

Vysledok. 68, 136

Riesenie. Podme odislovat platky poctom oliv, ktoré st na nich poloZzené. VSimnime si, Ze nemdZzeme rezat pizzu
medzi platkom 1 a 50 (a teda medzi 25 a 26), pretoze je jasné, Ze

2 (1424 +25) < 26427+ -+ 50.

Preto mozno predpokladat, ze n, n + 1, n + 25, n + 26 su ¢&isla platkov prilahlych k rezu, kde 1 < n < 24. Stdcet
tychto &isel je 4n + 52. Teraz pocitame (n + 1) + (n 4+ 2) 4+ -+ + (n 4 25) = 25n + 5 - 25 - 26 = 25(n + 13) a
142+---+50= % -50 - 51 = 25 - 51. Potom méme dve moznosti:

1 2
25(n+13) = 52551 =25-17 alebo 25(n+13) = 52551 =25-34.

Prva moznost je n = 4 a stcet je 4n + 52 = 68. Z druhej moznosti ziskavame n = 21 a 4n + 52 = 136. Celkovo existuji
dve riesenia, a sice 68 a 136.

Uloha 29J /19S. Na&jdi vSetky prvocisla p s takou vlastnostou, ze 19p + 1 je tretia mocnina celého &isla.
Vysledok. 421

Riesenie. Ak p je prvoéislo spliiajice dantt podmienku, potom existuje prirodzené ¢islo k > 2 a k% = 19p + 1. Takto
dostévame rovnicu
Wp=k—1=((k-1)K+k+1).

KedZe k > 2, oba ¢leny na pravej strane st delitelné 19p. KedZe 19p je stéin dvoch prvodisel, dostdvame bud k—1 = 19
alebo k2 + k41 = 19. V prvom pripade dostdvame k = 20 a p = 400420+ 1 = 421, ¢o je prvoéislo. V druhom pripade
dostédvame kvadratickt rovnicu k% + k — 18 = 0, ktora nema celo¢iselné riesenie. Preto p = 421 je jediné riesenie.

Uloha 30J /20S. V rovnobeiniku ABCD lezi bod E na strane AD tak, ze 2 - |AE| = |ED| a bod F lezi na
strane AB tak, Ze 2 - |AF| = |FB|. Usecky CF a CE pretinaji uhlopriecku BD v bodoch G' a H. Akt ¢ast obsahu
rovnobeznika ABCD tvori piatuholnik AFGHE?

Vijsledok. s



Riesenie. Obsah dtvaru budeme oznacovat hranatymi zatvorkami. KedZze trojuholniky EHD a C'HB st podobné,

dostédvame rovnost
|BH| |BC|  |AD| 3

|HD| ~ |ED| 2.1AD| 2

Z podobnosti trojuholnikov F'BG a C DG dostavame, Ze % = % Odtiarl

DH| = |BG| = %~|DB\ a|HG| = %-|DB|.
Vzhladom k tomu, Ze

[ECD] = %[AC’D] = % . %[ABCD] = [FBC(]
dostavame, ze
[AFGHE) = [AFCE] - [GCH] = (1 _ L ;) [ABCD] = 3—70[ABC’D].

Uloha 31J /21S. Najdi najviicsie pitciferné ¢islo bez nulovych &islic, ktoré splita nasledujtice vlastnosti:
e Prvé tri cifry tvoria ¢islo, ktoré je 9-nasobkom c¢isla tvoreného poslednymi dvoma ciframi.

e Posledné tri cifry tvoria c¢islo, ktoré je 7-nasobkom ¢isla tvoreného prvymi dvoma ciframi.

Vysledok. 85595

Riesenie. Nech abcde je pifciferné ¢islo také, ze abc = 9 - de a cde = 7 - ab. Potom mame

63-de="T7-abc="70-ab+ Tc=10-cde + 7c = 1007¢ + 10 - de,

takze de = 1%%7‘3 = 19c¢. Analogicky dostaneme ab = 17c. Ak ¢ > 6, potom &isla 17¢ a 19¢ st viésie ako 100. Z toho

vyplyva, Ze maximéalna mozna hodnota c je 5, teda maximalna mozna hodnota 17119¢ je 85595.

Uloha 32J / 22S. Za kruhovym stolom sedi dvanést bystrych muzov, ktori so sebou majt devit prazdnych kariet a
tri Specidlne — oznacené J, @ a K. Kazdy z nich ndhodne dostal jednu z tychto dvanastich kariet. Kazdy sa pozrel na
svoju kartu a potom ju odovzdal susedovi sediacemu po jeho pravej ruke a takto pokracovali dalej. Po kazdom pozreti
sa na kartu boli poziadani, aby zdvihli ruku ak vedia, kto v danej chvili drzi ktortl $pecidlnu kartu (ruky dvihajt
naraz). Ani jeden z nich nezdvihol ruku po tom, ¢o videl §tyri karty. Presne jeden muz zdvihol ruku po tom, ¢o uvidel
svoju piatu kartu. Nésledne x muzov zdvihlo ruku po tom, ¢o uvideli Sest kariet a y muzov po siedmich kartéch. Uréte
Ty.

Vysledok. 42

Riesenie. Prvy muz, ktory zdvihol ruku bol prvy, kto videl vSetky tri Specidlne karty. Tento muZ musel dostat jednu
Specialnu kartu ako svoju piatu, pretoze inak by mohol zdvihnif ruku skoér. Okrem toho musel dostat jednu Specidlnu
kartu na zacdiatku, pretoZe inak by jeho sused po Tavej ruke videl vSetky $pecidlne karty po predchadzajicom kole.
Oznac¢me prva kartu ako Cq, piatu kartu ako C3 a Cy zostavajucu $pecidlnu kartu, ktortt muz dostal medzitym. Po
dalgich pohladoch na svoje karty si muzi, ktori dostali Cs a aspoii jednu dalsiu kartu, vedia alebo mézu odvodit pozicie
aj oznacenia vSetkych troch Specidlnych kariet — pozicie C; a C3 st zname kazdému, ale ich oznacenia nie. Je Tahké
vidiet, Ze existuje Sest takych muzov, ktori videli Sest kariet a sedem muZzov, ktori videli sedem kariet, takZe odpoved
je 42.

Uloha 33J / 23S. Do rovnoramenného pravouhlého trojuholnika s dizkou zdkladne 1 je umiestnenych sedem kruhov
ako na obrazku:

Aky je celkovy obsah kruhov?
Vysledok. 773_3‘/5 = 71_(17:1/5)2 =

1
- 7T4(3+2\/§)

1
4(14+v/2)?



Riesenie. Ak je rovnoramenny pravouhly trojuholnik rozdeleny na dva rovnaké trojuholniky, potom st podobné
povodnému trojuholniku s pomerom 1 : v/2, a v takom pomere si aj polomery vpisanych kruznic. Preto kazda
nové vpisana kruznica mé poloviény obsah poévodnej. Inymi slovami, celkovy obsah vpisanych kruznic sa nezmeni
pri rozdelovani velkych trojuholnikov. Teda staéi uréit obsah vpisanej kruznice velkého trojuholnika, ktorej polomer
poéitame pouzitim rovnakych doty¢nic. Kedze dizka odvesny velkého trojuholnika je rovna g podla Pytagorovej vety

a kolmice zo stredu odvesien tvoria stvorec, dostaneme, ze polomer je g — %, takze obsah je rovny

3—2v2
WT.

Uloha 34J /24S. Najdite vietky prvodisla p také, ze p + 11 deli p(p + 1)(p + 2).
Viysledok. 7,11, 19, 79

Riesenie. Ak p je prvoéislo, je bud rovné 11 (¢o jasne spliia danti podmienku) alebo je nestidelitelné s p+11. V druhom
pripade je vysledok delitelny p + 11 prave vtedy, ked (p + 1)(p + 2) je delitelné p + 11. Jednotlivé zatvorky st o 10 a o
9 mensie ako p + 11. Stéin zvyskov je (—10) - (—9), teda p + 11 | 90. To je splnené pre p € {7,19,79}.

Uloha 35J / 25S. Ziziavky oby¢ajné (Porcellio scaber) maji trnast noh. Matka ziziavka m4 velké zasoby rovnakych

ponoziek a topanok a pripravuje svoje deti na nastdvajice chladné obdobie. Vysvetluje malej ziziavke Kubovi, ze si
moze daf ponozky a topanky na nohy v fubovolnom poradi, ale je treba mat na paméti, Ze na kazda jednu nohu je
treba navliect ponozku pred topdnkou. Kolkymi réznymi postupmi sa moze maly Kubo obut?

Vijsledok. 2%
Riesenie. Spdsob, akym si Kubo obuje nohy je reprezentovany 28 kusmi skladajacimi sa zo 14 ponoziek a 14 topanok.

Ponozka patriaca ku konkrétnej nohe je v pozicii, ktora predchiddza topanke na tej istej nohe. Pre prvy par ponozky a

nohy existuje (228) moznosti. Pre druhy par existuje 28 —2 = 26 miest, teda (226) moznosti. Pokracujiac tymto spdsobom

nam zostava len (3) = 1 pre posledny par. Z tohto dévodu je vysledok
28 26 24 2\ 28!
2 2 2 2) 2’

Uloha 36J /26S. Nech z je reélne ¢islo také, ze 2° + 4z = 8. Zistite hodnotu vyrazu 7 + 64x2.
Vysledok. 128

Riesenie. Staci 2% = 8 — 42 dosadit do daného vyrazu nasledovne

2"+ 6427 =z - (2%)? + 642% = (8 — 4x)? + 642” = 64x + 1627 = 16(2® + 4z) = 128.

Uloha 37J / 27S. Majme rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou AB. Priese¢nik osi uhla AC'B so stranou
AB ozna¢me D a prieseénik osi uhla BAC' s BC ozna¢me E. Najdite velkost uhla BAC, ak |AE| =2-|CD|.

Vysledok. 36°

Riesenie. Nech F je taky bod na BC, ze AE | DF. Potom |DF| = 1|AE| = |CD|, takze trojuholnik FCD je
rovnoramenny so zakladiiou F'C. Oznacme ¢ = | BAC|. Potom

14 AEC| = |$DFC| = |4 FCD| = |3 DCA| = 90° — .

Nakoniec kedze | CAE| = 1o méme (pouzitim AAEC)

1 o o
59+ 3(90° — ) = 180°,

takze ¢ = 36°.
C
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Uloha 38J / 28S. Majme postupnost realnych é&isel (a,,) takd, Ze a; = 2015 a a; +ag + - - - + a, = n? - a,, pre kazdé
n 2 1. NéJdlte a2015-
Vysledok. Tlos
Riesenie. Ak od¢itame vyjadrenia pre n a n — 1, dostaneme a,, = n?-a, — (n — 1)? - a,,_1, ¢o mozeme zjednodusit
na a, = %an_l. Preto

2(11
n(n+1)

n—1 n—2 n—3 2 1
n+1 n n—1 4 3

Ay = a; =

3 __ 22015 __ 1
Pre 2015 Vdee a2015 — 5015.2016 _ 1008°

Uloha 39J /29S. Ivka a Janka si vymysleli hru: Ofarbia steny dvoch 12-stennych kociek aztirovou, purpurovou a
zltou farbou tak, Ze kazda farba je aspon na jednej stene kazdej z kociek. NavySe st na prvej kocke prave styri zlté
steny. Ak hodia kockami a obe kocky ukazuji rovnaka farbu, Ivka vyhra, inak vyhra Janka. Predpokladajme, Ze farby
st rozdelené tak, ze diev€atd maji rovnaké Sance na vyhru. Kolko stien purpurovej farby musi byt na druhej kocke?

Vysledok. 1,9

Riesenie. Oznacme aq, p1, 21, a2, P2, 22 pocet stien ofarbenych jednotlivymi farbami na kocke. Vieme, ze a1 +p1+21 =
12, ag +po+ 22 = 12 a z; = 4. Navyse z celkového mnozstva 122 = 144 moznych visledkov po hode kockami je polovica
takych, Zze na oboch kockach padla rovnaka farba, a teda

a1az +pip2 + 2122 = 72.
Upravou lavej strany len pre neznidme aq, as a pp vyuzitim vztahov popisanych vyssie dostavame
aras + (8 —ay)ps +4(12 — ag — pa) = 72,

aijaz — aip2 — 4CL2 + 4])2 + 48 = 72,

respektive
(Cll — 4)(0,2 — pg) = 24

Vyuzitim ohraniceni —3 < a; —4 <3 a —9 < ay — p2 < 9 mdzeme predpokladat, ze as — p2 je bud 8 alebo —8. To
spolu s 0 < z3 = 12 — ay — po déva, Ze py je bud 1 alebo 9. Skiiskou dostavame, Ze obe tieto moznosti mozu nastat.

Uloha 40J / 30S. Okolo velkého okrithleho stola sedi n > 24 Zien, pri¢om kazda hovori iba pravdu alebo iba klame.
Kazda zo zien tvrdi nasledovné:

e Som pravdovravna.
e Té, ¢o sedi o 24 miest dalej po mojej pravici, je klamarka.

N4jdite najmensie mozné n, pre ktoré toto mohlo nastat.
Vysledok. 32

Riesenie. Vyberme nejakt Zzenu, potom t o 24 miest dalej po jej pravici, potom dalsiu o 24 dalej, atd. Po urcitom
pocte krokov, povedzme s, sa dostaneme spéit k povodnej zene. Toto s je uréite najmensie kladné celé ¢islo také, ze
24s je nasobok n. Preto s = n/d, pri¢om d je najvii¢si spoloény delitel n a 24.

Vsimnime si, ze pravdovravnost zien sa musi striedat. Presnejsie, Zena je pravdovravnd préave vtedy, ked Zena
sediaca o 24 miest dalej po jej pravici je klamérka. Keby s bolo neparne, viedlo by to ku sporu. Preto n musi byt
delitené vyssou mocninou dvojky ako je éislo 24. Najmensie také n je 32. Lahko overime, Ze spliia vietky podmienky

zadania.

Uloha 41J /31S. Dva s$tvorce majt spoloény stred a vrcholy mensieho $tvorca lezia na stranich viéieho $tvorca.

.....

Ak4 je velkost (v stuprioch) najmensieho z vnitornych uhlov trojuholnika?
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Vysledok. 15°

Riesenie. Oznacme a, b odvesny a ¢ preponu vo vytvorenych trojuholnikoch a predpokladajme, ze a < b. Jedno-

.....

jedného z trojuholnikov je jedna osmina obsahu mensieho Stvorca, ktory je

1 1,
§ab—§c .

Nech «a je najmensi vnutorny uhol v trojuholniku. Potom a = ¢sina a b = ccosa, a tak
2 _ _ 2 : . 2 .
¢® = 4ab = 4c¢” sin a cos a = 2¢” sin 2a,

respektive

1
sin 2a = —.
2
KedZze o < 45°, z toho vyplyva, ze 2a = 30°, a teda o = 15°.

Uloha 42J / 32S. Kruznice wy, wy s polomermi 1 a 2 sa vnitorne dotykaji kruznice ws s polomerom 3. Kruznice wy
a w9 sa navyse dotykaja zvonku. Body A, B st na kruznici ws umiestnené tak, ze tisecka AB je spolo¢nou doty¢nicou
w1 a we. Uréte dlzku usecky AB.

Vysledok. %\/ 14

Riesenie. Oznacme O1, Oz, O3 stredy kruznic wy, wa, ws, a nech T3, T, T3 st péty kolmic z O1, Oz, O3 na usecku
AB (teda T1 a Ty st dotykové body AB s kruznicami wq, ws). Kedze O1T || OxTs || OsT5, |O1T1| = 1, |O2T5| = 2
a |0103] = 2|0203], kde O1, O2, O3 lezia na jednej priamke, na zaklade podobnosti trojuholnikov dostavame, ze
|O5T3| = g Pouzitim Pytagorovej vety pre trojuholnik AO3T3 dostavame, Ze

2
|AB| = 2|AT;| = 24/32 — (2) = gx/ﬂ.

Uloha 43J /33S. Jedného dita, Oidipus, neohrozeny hrdina stretol sfingu, ktord mu polozila nasledujici rébus:
hlad4 prirodzené dvojciferné ¢islo S. Oidipus mohol vybrat tri jednociferné ¢isla a < b < ¢ a opytat sa, ¢i je S nimi
delitelné. Pre kazdé z tychto ¢isel dostal odpoved (bud dno alebo nie). Oidipus zaéinal byt zufaly, pretoze existovali
presne dve ¢isla spliajice podmienky delitelnosti. Potom mu sfinga povedala, Ze sa pomylila pri delitefnosti b. To
priviedlo Oidipa k najdeniu ¢isla S. Ak4 bola hodnota S?

Vysledok. 84

Riesenie. Existuji nepochybne tri dvojciferné é&isla, ktoré spliaji obe odpovede tykajice sa delitelnosti a a ¢ (dve,
ktoré zodpovedali po sfinginej prvej odpovedi a jedno, ktoré zodpovedalo po sfinginej oprave odpovede). Navyse
obe odpovede musia byt pozitivne, pretoze negativna odpoved by viedla k viac ako dvom vhodnym dvojcifernym
odpovediam. Preto tieto ¢isla st ndsobkami n(a,c) = m. Z toho vyplyva, ze 25 < m < 33, ale len dve &isla z tohto
rozpétia maji najmensi spoloény ndsobok ako stcin dvoch nestdelitelnych ¢isel, konkrétne 28 = n(4,7) a 30 = n(5, 6).
KedZze ¢ — a > 2, teda mame a = 4 a ¢ = 7. Takze ak b = 5, tak neexistuju dvojciferné ¢isla delitelné a, b a ¢ sticasne.
V pripade, ze b = 6, zdporna odpoved pre b zodpoveda ¢islam 28 a 56, zatial ¢o pozitivna odpoved ¢islu S = 84.
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Uloha 44J / 34S. Styria Iudia jazdia po ceste tym istym smerom, kazdy nejakou konStantnou rychlostou. Prvy
Soféruje auto, druhy motorku, treti sktiter a $tvrty ide na bicykli. Sofér auta stretol ¢loveka na skitri o 12.00, cyklistu
0 14.00 a motorkara o 16.00. Motorkar stretol ¢loveka na skutri o 17.00 a cyklistu o 18.00. Kedy stretol cyklista ¢loveka
na skatri?

Vysledok. 15.20

Riesenie. Kedze relativny ¢as akéhokolvek pozorovatela nezévisi od vybranej vztaznej stistavy, mozeme predpokladat,
7e sa auto nepohybuje vobec. Za tohto predpokladu motorka od svojho stretnutia s autom potrebovala jednu hodinu,
aby sa stretla s ¢lovekom na skutri, zatial ¢o ¢lovek na skitri potreboval pét hodin na prekonanie tej istej vzdialenosti,
teda motorka bola pifkrat rychlejsia. Podobnou tivahou moézeme odvoditf, Zze motorkdr bol dvakrat rychlejsi ako
cyklista, a teda pomer rychlosti ¢loveka na skutri a cyklistu bol 2 : 5.

Ak clovek na skutri potreboval ¢ hodin, aby sa od auta dostal na miesto stretnutia s cyklistom, potom cyklista
potreboval t — 2 hodin. Pomer tychto pozadovanych ¢asov sa rovna prevratenej hodnote pomeru rychlosti, teda

t—2 2

t 5
alebo t = 10/3. Nakoniec, s pouzitim skuto¢nosti, ze ¢lovek na skutri stretol auto o 12.00 vieme odvodit, Ze cyklistu
stretol o 15.20.

Uloha 45J /35S. Podlaha miestnosti je pokryta $tvorcovym kobercom so stranou dizky 22 metrov. Roboticky
vysdval (robovad) ma za tlohu tento koberec povysévat. Pre jeho pohodlie je koberec rozdeleny na 484 rovnakych
§tvorcovych policok. Robovaé, ktory je rovnako Siroky ako poli¢ko, sa pohybuje podla nasledujicich pravidiel:

e Ak raz povysaval policko, uz po niom nemdze prejst znovu.

e Robovacé sa pohybuje jednym smerom az kym nie je niteny zmenit ho kvoli kraju koberca alebo uz povysavanému
policku.

e Ak robova¢ musi zmenit smer a mé viacero moZnosti, moZe si vybrat, ktort chce.

Na zaciatku je robova¢ umiestneny na jednom policku a méZe si vybrat lubovolny povoleny smer. Z kolkych Startovacich
policok vie robovaé vy¢istit cely koberec, ak nemusi skonéit pri kraji?
Vysledok. 20

Riesenie. Ak robovaé nezadina v jednom z rohovych 3 x 3 $tvorcov, vzdy mu ostane ¢ast koberca nevycistena: ked
robovaé opusti okraj koberca (napr. najneskor v svojom siedmom pohybe), rozdeli tym zvysné nepovysavané policka
do dvoch oddelenych oblasti. Mozeme jednoducho overit, Ze podobne je to pre policka so suradnicami (1,2), (2,1),
(2,3), (3,2) a ich symetrie v ostatnych 3 x 3 Stvorcoch. AvSak pre policka so stradnicami (1, 1), (2,2), (3,3), (3,1),
(1,3) a ich symetrie to ide. Preto méame spolu 4 - 5 = 20 vyhovujucich $tartovacich poli¢ok.

® =

1

Uloha 46J / 36S. Nech body A, B, C, D, E, F lezia v smere hodinovych ruéi¢iek na kruznici w. Predpokladajme
dalej, ze AD je priemer kruznice w, BF pretina AD a CE v bodoch G a H, |<FEH| = 56°, |[<DGB| = 124° a
|XDEC| = 34°. Urcte velkost <CEB.

Vysledok. 22°

Riesenie. Veta o odvodovom a stredovom uhle hovori, ze | CDB| = |4 CEB|, takze mozeme vypocitat |[<CDB|.
Ozna¢me X ako prienik AD a CH. V&imnime si, ze 124° + 56° = 180° a 34° + 56° = 90°. Kedze EXGF lezi na
kruznici, tak plati, ze AD | BC. Trojuholnik ABD je pravouhly a | DEC| = |4 DBC], takze | ABC| = 124°.
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Nakoniec, |[SBDA| = |[SDBC| = 34° a |[SCDA| = 180° — |4 ABC| = 56° (ADCB lezi na kruznici), ¢o znadi, ze
|SCEB| = |4CDB| = 56° — 34° = 22°.

Uloha 47J /37S. Desat Iudi, pif zien a ich manzelia, sa zti¢astnilo na E pérty vecierkoch. Vieme, 7e ani jeden
manzelsky par sa nezticastnil na rovnakej party. Dalej vieme, ze kazdy par, ktory nepozostava z manzelov (vratane
parov rovnakého pohlavia) sa zG¢astnil na presne jednej party a prave jedna osoba sa zGcastnila len na dvoch party.
Pre ktoré najmensie E to je mozné?

Vysledok. 14

Riesenie. Oznalme péry (a1, az), (b1,b2), (c1,c2), (d1,dz2), (e1,e2). Bez ujmy na vSeobecnosti povedzme, Ze osoba,
ktora sa zucastnila len na dvoch party bude a; a Ze na prvej tejto party sa ztcastnili aj by, ¢1, di a e7, pricom na druhej
party sa zucastnili ich polovicky. Na kazdej dalSej party sa mohli naraz zucastnif najviac dvaja Iudia z by, ba, . .., e1, €,
takze sa muselo konat eSte aspon 12 dal$ich péarty. Ak sa navySe as zGcastni na Styroch disjunktnych pérty, nastava
presne situacia zo zadania. Preto je najmensia mozné hodnota E = 14.

Uloha 48J / 38S. Studenti dostali ako daréek trojciferné ¢islo abe, kde 0 < a < b < c. Ich tilohou bolo vynésobit ho
¢islom 6 a potom, aby to bolo zdbavné, vymenit cifry na . mieste desiatok a stoviek. Alex to ale nezvladol a vymenil
ich pred nasobenim. Vysledok ale ostal rovnaky! Najdite abc.

Vysledok. 678

Riesenie. K(ﬁe 0<a<b, tak plati b > 2 a 6 - bac > 1200, takze Alexov vysledok musel byt Stvorciferné ¢islo,
povedzme 6 - bac = defg. Na druhej strane vieme, zZe 6 - abc = dfeg. Odc¢itanim tychto dvoch rovnosti dostavame

6(bac — abc) = defg — df eg.

Preto bud 540(b — a) = 90(e — f) alebo 6(b —a) = e — f. Kedze e, f st cifry, mdme e — f < 9. Z toho vyplyva, Ze
e—f=6ab—a=1(b—a>0,pretoze b > a). Dosadenim b = a+ 1 do 6 - bac = defg dostavame

defg = 6(100(a + 1) + 10a + ¢) = 660(a + 1) — 6(10 — c).

To znamena, Ze defg sa musi 1i5if od nejakého nasobku 660 o kladny nasobok 6 mensi alebo rovny 42. Spomeiime si,
7ee—f=6a6|defgauvazujme a = 1,2,...,7. Potom jedin{ kandidati na nase ¢islo sa defg: 1932, 1938, 2604,
3930, 3936, 4602, 4608. Len pre defg = 4608 m4 ¢islo bac = defg/6 = 768 nenulové a navzajom rozne cifry. Staci
overit, ze 6 - abc = 6 - 678 = 4068 = dfeg.

Uloha 49J /39S. Mame mriezku 5 x 3. My$ sediaca v favom hornom rohu sa chce dostat ku kiisku syra v pravom
dolnom rohu zatial, ¢o krab sediaci v Tavom dolnom rohu sa chce dostat k riasam v pravom hornom rohu. Prestvaju
sa sucasne. Kazdu sekundu sa my$ posunie o Stvorec doprava alebo dolu a krab sa presunie o Stvorec doprava alebo
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hore. Kolkymi spdsobmi mézu zvieratd dosiahnut svoj ciel za predpokladu, Ze sa ani raz nestretna?

K &

£

Vysledok. 70

Riesenie. Zvieratd sa mozu stretnif len v strednom riadku mriezky. Okrem toho, cesta kazdého zvierata je jedno-
znacéne uréend Stvorcami, ktoré navstivi v strednom riadku mriezky. Lahko vidno, Ze zvieratd sa nestretni ak sa ich
cesty v strednom riadku nepretinaji. Takze hladdme pocet dvojic disjunktnych casti stredného riadku.

Najskor zratajme pripad, kedy je aspoil jeden nepouZity $tvorec medzi tymito ¢astami. Potom podet parov vypo-
¢itame ako 2 - (g), pretoze jedno zo zvierat si vyberie Styri zo Siestich hran stvorcov v strednom rade a potom zvolime
zviera, ktoré pouzije tsek ohranifeny tymito hranami (druhé zviera vyuziva ¢ast ohranifent zvySnymi hranami). Ak
medzi tymito éastami nie je medzera, dostavame 2 - (g) disjunktnych dvojic, nakolko ¢asti st popisané troma hranami.

Spolu méame 2 - (2) +2- (g) = 70 moznych ciest.

Uloha 50J /40S. Uréte pocet kladnych celych &isel n < 1000 takych, Ze &islo | ¢/n] je delitelom n.
Poznamka: Symbol |x] oznacuje celt ¢ast ¢isla z, t. j. najvécsie celé ¢islo neprevysujice x.
Vysledok. 172

Riesenie. Pozorujeme, %e |¢/n] = k len vtedy, ak k3 < n < (k+1)3 — 1. Z 3k? + 3k + 1 &sel v tomto ohraniceni
je kazdé k-te delitelné k pocéntic k3, ¢ize spolu je takychto ¢isel 3k + 4. Ostéava spocitat to pre vietky ¢isla k také, ze
(k+1)3 —1 <1000 (teda k < 9) a pridat jedno pre ¢islo 1000, ktoré taktiez splita danti podmienku. Vysledny pocet
je teda

©

9-10
1 Bk+4)=1+9-44+3. —— =172,
+D Bkt ) =1+9-4+3 —

k=1

Uloha 51J /41S. Najdi vSetky prirodzené ¢isla m také, Ze korene rovnice
23 —15v22% + ma — 195v2 = 0

su strany pravouhlého trojuholnika.
Viysledok. 281/2

Riesenie. Nech a, b, ¢ st korene danej rovnosti, ktoré st stcasne dlzky stran pravouhlého trojuholnika. Predpokla-
dajme, bez ujmy na vseobecnosti, ze 0 < a,b < c. Preto podla Pytagorovej vety plati rovnost a? + b?> = 2. Podla
Vietovych vztahov (alebo tipravou na tvar (z — a)(z — b)(z — ¢) a potom porovnanim koeficientov) dostavame

15V2=a+b+c, m=ab+ac+bc, 195vV2 = abe.

Umocnenim oboch stran rovnice 15v/2 — ¢ = a + b na druht a jej upravou dostaneme 450 — 30v/2¢ = 2ab.
Vynasobenim ¢ a pouzitim substitacie abc = 195\/5, dostaneme kvadratick(l rovnicu

V22 — 15¢+13v2 =0

s korefimi ¢; = /2 a ¢y = 13v/2/2. Vzhladom na ohranicenia 0 < a, b < ¢ a abc = 195v/2 je riefenim iba ¢ = 13v/2/2.
Hladané m mozeme vypoditat dosadenim do

1
m = ab+ ac+ bc = -((a+b+c)2—202)25-450—02:281/2.

DN | =
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Uloha 52J / 42S. V kosiku mame zelené a ¢ervené jablké, aspon jedno ¢ervené a aspon dve zelené. Pravdepodobnost,

.....

toho, aby sme ich zamieiiali) st obe zelené. Kolko zelenych a kolko ¢ervenych jablk je v kosiku?
Vysledok. 4 zelené a 21 Cervenych

Riesenie. Ozna¢me g pocet zelenych jablk a r pocet ¢ervenych jablk. Zadanie mozeme prepisat do tvaru

(g—1
T o g-(g—1)

g+r (g+7)-(g+r—1)

a po uprave
2+ (g—1)r—42g-(g—1)=0.

Pozrime sa na to, ako na kvadraticka rovnicu s premennou r a parametrom g. Diskriminant
(g—1)2+168g- (g —1) = 169¢> — 170g + 1

musi byt druhou mocninou celého éisla, v opaénom pripade by korene boli iraciondlne. Vzhladom k tomu, ze g > 2,
dostavame nerovnosti

(13g — 6)? = 169¢° — 1569 + 36 > 169g> — 170g + 1 > 169¢ — 208g + 64 = (13g — 8)*.

Odtial dostavame, ze 16992 — 170g + 1 sa musi rovnat (13g — 7). Cim po tiprave dostavame, Ze 12g = 48, a teda g = 4.
Potom korene rovnice st —24 a 21, ale kedZe r > 0, jedinym rieSenim je » = 21. V kosiku je 21 ¢ervenych a 4 zelené
jablka.

Uloha 53J / 43S. Gilbert Bates, velmi bohaty muz, si chce dat postavit novy bazén vo svojej zahrade. Kedze ma
rad symetriu, zahradnikovi prikdzal postavit bazén v tvare elipsy, ktory je umiestneny vo $tvorci 10 m x 10 m ABCD.
Tento bazén sa ma dotykat vSetkych Styroch stran $tvorca, konkrétne na strane AB v bode P, ktory je vzdialeny
2.5 m od bodu A. Zéhradnik, ktory velmi dobre vie ako vytvorit elipsu ak mé uvedené ohniskd a bod leziaci na elipse,
potrebuje uz len vediet vzdialenost ohnisk tejto elipsy. MoZzete mu pomdct vypoditat vzdialenost ohnisk v metroch?

D C
\

Akf B

Vysledok. 10

Riesenie. Vyriesime ttto lohu vieobecne. Nech ABCD je $tvorec so stranou dizky 1 a polohou bodu A v (0,0). Bod
P je na AB a m4 stradnice (b,0), kde 0 < b < 1. Ak ohnisko F} m4 stradnice (f, f), potom ohnisko F, ma stradnice
(1= f,1—f) (obe ohniska lezia na uhlopriecke AC' symetricky vzhladom na druht uhlopriecku).

D 1 c
|
i
!
i
{
i
!
i
!
i
g1 !
|
i
A /NP B

Priamka ¢g; prechadzajica cez P a F} je vyjadrend rovnicou

_ f
y—(x—b)~ﬂ
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a priamka go prechadzajica bodom P a F5 je vyjadrenda rovnicou

fo1

y:(z—b)~b+f7_1.

KedZe priamka prechadzajica bodom P kolma na dotyénicu AB rozpoluje 4 F>PF}, gradient (vektor prvej deri-
vécie) priamky gs je opaény ku gradientu priamky g¢;. Z toho dostavame

f =(-1)- _f-1
f—0 b+f-1

¢o je mozné zjednodusit na

b

fP=f+5=0.

2
Téato kvadratickd rovnost mé 2 riesenia fi 2 = % (1 ++v1 - Qb), zodpovedajice ohniskdm elipsy. Vzdialenost ohnisk,
ktortt mozeme vypocitat pomocou Pytagorovej vety, zodpovedd v/2 — 4b. Kedze b = i a dlzka strany je 10, vzdialenost
ohnisk je |Fy F»| = 10.
Iné riesenie. Podme zmrstit Stvorec aj elipsu pozdlz AC tak, Ze sa elipsa stane kruhom a ozna¢ime si nové body.
Dalej, nech S je stredom AC a T stredom A'B’.

Cl
N
D=D ) B=PR
A7
Ny
A/

Kedze |A'P'| = 1|A’B’|, mame |A'P'| = |P'T|, teda |SA'| = |ST|. Z toho vyplyva, ze |[A'C’| = |B'C’| a trojuholnik
A’'B'C’ je rovnostranny. Preto je pomer zmrstenia

[AC'| V3

lAC| 3

Je jednoduché vypoéitat, ze polomer kruhu (ktory sa zhoduje s dizkou b vedlajsej polosi elipsy) sa rovna 1|AC.
Dizka a hlavnej polosi sa ziska vydelenim vedlajsej polosi pomerom zmrstenia. Pozname dizky a a b, ostéava spoéitat
excentricitu pomocou vzorca e = v/a? — b? a vyndsobif ju dvoma, aby sme dostali vzdialenost ohnisk.

Uloha 54J / 44S. Pre postupnost (a,,) plati, ze a; = 1 a a,, = [\/a1 + az + -+ + a,_1] pre n > 1. Uréte aigoo-
Poznamka: Symbol |x] oznacuje celt ¢ast ¢isla z, t. j. najvicsie celé ¢islo neprevySujice x.
Vysledok. 495
RieSenie. Vypisanim prvych pér ¢lenov postupnosti (1, 1,1, 1,2,2,2,3,3,4,4,4,5,5,6,6,7,7,...) vidime, Ze ¢islo
1 sa opakuje 4-krat, zatialdo ostatné ¢isla iba 2- alebo 3-krat. Ukézeme, Ze 3-kréat sa opakuji len celo¢iselné mocniny
dvojky.

Predpokladajme, ze mame vypisani postupnost az po prvy vyskyt n (n > 1) a postupnost sa chové tak, ako sme
popisali vyssie. Nech k je najvicsie ¢islo také, ze 2 < n. Potom stcet vietkych napisanjch ¢lenov postupnosti je rovny

sp=(142+4n)+(1+2+ - +n—1)+1+2+2>+---+2") + 1 =n?+ 2"
Vzhladom k tomu, ze 2¥t1 = 2.2% < 2n < 2n + 1 = (n + 1)% — n?, tak dostavame s; < (n + 1)2. Z toho vyplyva,
ze dalsi ¢len postupnosti je [(/s1] = n.
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Uréme dalsi ¢len postupnosti. Suma ¢lenov postupnosti od zaciatku az po tento ¢len je so = 51 +n = n? +n+42F+1,
Ak 281 < n + 15 55 < (n+ 1)2, preto ten dalsi ¢len je n. AvSak k je najviicsie ¢islo spliajice podmienku 2F < n,
a teda plati 28T > n. Preto tento pripad nastane iba vtedy, ak 2¢t! = n. Ak n nie je mocninou 2, potom dalsi ¢len
postupnosti je n + 1, pretoze 2! < 2n < 3n + 4, o je ekvivalentné s n? +n + 21 < (n 4 2)2.

Ostava ukazaf, ze ak n = 2¥+1 potom n + 1 bude v postupnosti po troch n. Ak spoéitame nasledujici stcet
53 = sy +n =n?+2n+ 281 = n? 4 3n, dostavame (n + 1)2 < s3 < (n + 2)2, teda indukény krok je kompletny a
dostavame a1000 = 495 (ked’ie 500 = aipolo = aloog).

Uloha 55J / 45S. Uréte pocet vietkych takych tabuliek 4 x 4 vyplnenjch nezadpornymi celymi ¢islami, Ze plati
e kazdy riadok a kazdy stipec obsahuje najviac dve nenulové ¢isla,

e stidet ¢isel v kazdom riadku a v kazdom stipci je 3.

Vysledok. 576

Riesenie. Vsimnime si, ze kazd takiato tabulku vieme dostat sti¢tom dvoch tabuliek, priGom prvd mé prave jednu
1 v kazdom riadku a kazdom stlpci a druhd ma prave jednu 2 v kazdom riadku a kazdom stlpci. Naopak, ak mame
takéto dve tabulky, ich si¢tom dostaneme tabulku splitajicu nase podmienky. Takze dokopy mame (4!)? = 576 roznych
tabuliek.
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