1. Feladat Van egy kocka alaki szikladarabunk, aminek a térfogata 216 m3. Hany négyzetméter lesz a szikla felszine,
miutdn kivagunk bel6le egy 1m x 1 m x 2m méretli téglatestet az abran lathaté médon?

Eredmény. 216

Megoldds. Mivel 63 = 216, a kocka oldalhossza 6 m. A hidnyzé rész nem valtoztatja meg a kocka felszinét, tehat a
felszin 6 - 62 = 216 m?2.

2. Feladat Két jo barat, Csabi és Jani megnyerték a lottdt, és vettek kozosen egy 35 x 25 méteres, téglalap alaku
telket. Egy ikerhdzat akarnak épiteni, és egy kozos kertet. A G-vel jeldlt kert teriilete 300 m2. Az alaprajz terve az
abran lathaté:

G

(Két szomszédos rdcsvonal tédvolsdga 5m.) Mennyivel kell a b falnak belégnia az egyik hdzrészb6l a méasikba, hogy a két
baratnak juté alapteriiletek egyenléek legyenek?

Eredmény. 8.75m

Megoldds. Egy hazrész alapteriilete kiszdamithaté gy, mint 35 m-25m — 300 m? = 575m? fele, ami 287.5 m? lesz. Mivel
a téglalap alaku haz egyik oldala 10 m hosszu, ezért a masik oldalnak 28.75 m hosszunak kell lennie. Igy b = 8.75m a
megoldés.

3. Feladat A kis Marci le akar menni a strandra. A szekrényében az alabbi a csupa kiilonb6z6 kellékek vannak: 5
uszonadrag, 3 szalmakalap, 4 napszemiiveg és 5 polé. Hogy megfeleljen a strandszabélyoknak, kotelez6 fiirdénadragot
felvennie. A szalmakalap, napszemiiveg és pdlo viselése nem kotelezd, de ha mar felvesz valamit, akkor is csak minden
kategoriabdl legfeljebb egyet. Hanyféle megfelel6 mdédon tud Marci megjelenni a strandon?

Eredmény. 600

Megoldds. Vegyiik észre, hogy ha valamelyik kellékbol egyiket sem veszi fel, az is tekinthetd egy tjabb kelléknek. Példdul
a szalmakalapok esetében Marci donthet gy, hogy nem visel kalapot, az els6 kalapot veszi fel, a masodikat vagy a
harmadikat, ami Gsszesen 4 lehet6séget ad a kalapok esetében. Ugyanigy 5 lehetéség koziil valaszthat a napszemiivegeknél,
és 6 lehet6ségbol a pdloknal. Mivel Marcinak kotelezo fiirdénadragot viselnie, ezért Gsszesen 5 -4 -5 -6 = 600 kiilonbozd
megfelel6 6ltozékben jelenhet meg a strandon.

4. Feladat Laura egy es6erddbe ment nyaralni. Minden nap vagy déleltt, vagy délutdn, vagy egész nap esett az esd.
A vakiécié alatt 13 olyan napja volt, amikor nem esett egész nap. Osszesen 11 esSs délelottot és 12 ess délutant élt at.
Hény napig tartott Laura vakacidja?

Eredmény. 18 nap

Megoldas. Legyen v a vakacié hossza. Tudjuk, hogy v — 11 napon nem esett délelétt, és v — 12 napon nem esett
délutan. Mivel nincs esémentes nap, azt kapjuk, hogy

(v—11)+ (v —12) = 13
tehdt v = 18.

5. Feladat Taldld meg a legkisebb nemnegativ egész megolddsit a kovetkez8 egyenletnek: n — 2 - Q(n) = 2016, ahol
Q(n) az n szamjegyeinek Osszege.

Eredmény. 2034

Megoldds. Az n — Q(n) szém mindig oszthaté 9-cel. Mivel 2016 oszthatd 9-cel, ebbdl kovetkezik, hogy Q(n) és emiatt

n is oszthaték 9-cel. Nyilvdn n < 3000, igy Q(n) <2+ 949+ 9, ezért n = 2016 + 2Q(n) < 2074. Igy mér kénnyen
megtaldlhaté a megoldas, ami 2034.



6. Feladat Ha&ny olyan pozitiv egész szam van, amelynek az els6 széamjegye megegyezik a szdmjegyeinek a szdmaval?
Eredmény. 111111111
Megoldds. Ha n egy nullétél kiilonbézé szdmjegy, akkor pontosan 10" ! olyan szdm van, ami n-nel kezdédik, és teljesiti

a feladatban megadott kovetelményt, mivel ezek pontosan az n0...0 és n9...9 kozotti egészek. Igy méar kénnyen
lathatd, hogy

1+10+...4+100000000 = 111111111

ilyen szam van Gsszesen.

7. Feladat Egy feliiletet sok-sok diszkével fedtiink le, és ezek koziil az egyik szabédlyos n-szog alaki, amelyet teljesen
korbe keritiink més diszkdvekkel. Ha ezt a diszkdvet 48°-kal elforgatjuk a kozéppontja koriil, akkor tokéletesen illeszkedik
az eredeti poziciéjaba. Mennyi a minimalis n, amire ez teljesiil?

Eredmény. 15

Megoldds. Egy szabalyos n-szog valamely szoggel valé elforgatasa akkor egybevagdsagi transzformacid, ha a forgatds
szOge az n-szogilink egy oldaldhoz tartozé kozépponti szognek a tobbszorose. Ennek a szognek a nagysdga 360°/n, igy a

legkisebb pozitiv n-t keressiik, amire
48 2
360 ~ 15"
n
egész. Az eredmény n = 15.

8. Feladat Egy napot boldognak neveziink, ha a ddtumot EEE'EHHNN forméban leirva az 8 kiilonb6z6 szamjegybdl
all - itt az NN a napot jeloli, a HH a hénapot és az EFEEFE az évet, és ha a nap vagy a hénap szama 10-nél kisebb,
akkor az els6 szamjegy helyére 0-t frunk. Példaul 1785.04.26 egy boldog nap volt. Mikor lesz a mai naptdl szamolva a
legkozelebbi boldog nap?

Eredmény. 2345.06.17 azaz 2345. junius 17.

Megoldds. Egy boldog nap honapja vagy tartalmaz 0-t, vagy 12 lesz, igy vagy nem tartalmaz az évszam 0-t, vagy
nagyobb lesz, mint 3000. Nézziik az elobbi esetet. Mivel a nap elsé szamjegye a 0, 1, 2, 3 szamok koziil kertl ki, igy az
év legaldbb 2145 kell, hogy legyen, ekkor azonban a nap csak 30 lehet, ami igy iitkézik a hénap szamaval. A masodik

lehetséges legkisebb év a 2345. Mutassuk meg, hogy van boldog nap ebben az évben. A nap els szamjegye csak az 1
lehet, igy az elsé megfelel6 hénap a 06. Végiil, ha a napot 17-nek vessziik, akkor ezzel a datum valéban boldog nap lesz.

9. Feladat Hany olyan stk van, ami egy adott téglatestnek pontosan négy csticsat tartalmazza?
Eredmény. 12

Megoldds. Hat sik van, ami tartalmazza a téglatest lapjait, tovabbd barmely ellentétes oldalparra van két sik, amik
merolegesek ezekre a lapokra, és tartalmazzak valamelyik lapatlot. Osszesen tehat 12 ilyen sik van.

10. Feladat Szandra egy gyonyori félholdat szeretne rajzolni korzével és vonalzéval. ElGszor rajzol egy M; kozépponti
és r1 = 3 cm sugaru kort. Aztan beszirja a korzot ennek a kornek egy My pontjdba, és rajzol egy masodik kort ro
sugarral, amely az elsé kort egy Mi-en atmend atméré két atellenes pontjdban metszi, ahogy az abran lathato.
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Mi az A-val jelolt félhold teriilete cm2-ben szdmolva?
Eredmény. 9

Megoldds. Hogy megkapjuk A teriiletét, vonjuk ki az My kézéppontu rq sugari félkorbol az My kézépponti ro sugari
korszelet teriiletét. A korszelet teriiletét megkaphatjuk az ro sugaru negyedkor teriiletébol kivonva az egyenlészaru
derékszogli hdromszog teriiletét (1 befogéval). Mivel a Pitagorasz tétel szerint 73 = 2r7, kapjuk hogy a keresett teriilet



11. Feladat A Polipkirdly minden szolgaléjanak hat, hét vagy nyolc laba van. A hétldbiak mindig hazudnak, de a hat-
vagy nyolcldbiiak mindig igazat mondanak. Egy napon a Polipkirdly magahoz hivatta négy szolgajat, és megkérdezte
toliik, hogy négyiiknek Osszesen hany ldba van. Az elsé azt allitotta, hogy a labak Gssz-szama 25, a masodik 26-ot, a
harmadik 27-et, a negyedik 28-at mondott. Hany ldba van 0sszesen (ezen négy koziil) a kirdly igazmondé szolgdinak?

Eredmény. 6

Megoldds. A vélaszok koziil csak egy lehet igaz, tehat hdrom vagy négy hazug van a szolgdk k6zott. De ha mind a
négy hazug lenne, akkor Osszesen 28 labuk lenne, tehat az utolsé szolga nem hazudott volna - ellentmondés. Tehét, a
hazudés szolgdknak Osszesen 21 ldba van. Ha az egyetlen igazmondénak 8 14ba lenne, akkor az 6sszeg 29 lenne, ami
nines a valaszok kozott. EbbSl kovetkezik, hogy az igazmonddnak 6 1dba volt. (Tovabba 8 volt a harmadik vélaszold.)

12. Feladat Egy bolt tejcsoki, fehér csoki és étcsoki szeleteket arul azonos aron. Egyik nap a bolt 270 értékben adott
el tejesokit, 189-ért fehér csokit és 216-ért étcsokit. Mi lehet a legkisebb értéke az aznap eladott csokiszeletek szamédnak?

Eredmény. 25

Megoldds. Egy csokiszelet ara kozos osztdja az dllitasban szerepld osszegeknek. Hogy a szeletek szama a lehetd legkisebb
legyen, az ar a lehet§ legnagyobb, azaz a legnagyobb kozos oszté. Mivel LNKO(270, 189, 216) = 27, megdllapitjuk, hogy

az eladott csokiszelek szdma
270 189 216

oyt s
o7 T Tar =

13. Feladat Egy 6tgyermekes apuka siiteményeket akar venni a csalddjanak tedzashoz. Sajnos tapasztalatbdl tudja,
hogy ahhoz, hogy elkeriilje a gyerekek kozti vitat, vagy 6t darabot kell szétosztania ugyanabbdl a fajta siiteménybél,
vagy Ot kiilonboz6 fajta siiteményt kell szétosztania. Egy nap, amikor nem tudtdk eldonteni, hogy milyen siiteményt
vegyenek, a kovetkezd utasitast adta a legkisebb gyermekének: ; Menj el a cukraszdaba, és kérd meg az eladdt, hogy
adjon neked z darab siiteményt véletlenszeriien! Miutdn visszajottél, mindegyik gyerek pontosan egy darab sliteményt
fog kapni, és a tobbi darabot megkapja anya és apa!” Feltéve, hogy a cukraszda tébb mint 6tféle siiteményt ad el, és
mindegyik fajta sliteménybdl béven van készletiik, milyen x szdmot mondhatott az apa a gyermekének, hogy egyszerre
elérje, hogy a gyerekek ne vesszenek Ossze, és a leheto legkevesebb siiteményt kelljen megvasarolniuk?

Eredmény. 17

Megoldas. Ha 16 vagy kevesebb siiteményt rendelnek véletlenszertien, akkor az vitat okozhat a gyerekek kozott:
példaul ha 4 krémest, 4 muffint, 4 zserbot és 4 rétest kapnak, vagy kevesebbet ugyanezekbdl, akkor nem lesz sem 6t
darab ugyanabbdl a fajtdbdl, sem 6t kiilonboz6 fajta. Azonban, ha 17-et rendelnek, akkor a két feltételbdl az egyik
biztosan teljesiilni fog, és a gyerekek boldogok lesznek. Ez kdnnyen belathatd, ha van legalabb 6tféle stitemény, akkor
kész vagyunk, ezért tegyiik, hogy legfeljebb négy kiilonboz6 fajta siitemény van. Ekkor viszont biztosan lesz olyan
stiteményfajta, amibél legaldbb 5 van, tehdt igy is elég lesz a 17. Tehat belattuk, hogy 17 véletlenszertien kivalasztott
stiteményt rendeltek.

14. Feladat Hogyan aranylik egymdashoz egy olyan kor és négyzet teriilete, amelyek keriiletei megegyeznek?
Eredmény. 4:m

Megoldas. Legyen r a kor sugara, és legyen a a négyzet oldala. Mivel 27 = 4a, ebbdl mar megkapjuk a teriiletek

aranyat:
T2 _ 2r-mr 2r - 2a 4

a? a-2a a-mr T

15. Feladat Februdarban Pali igy dontott, hogy meglatogatja a Kokusz-szigeteket a maganrepiilégépén. Az eurdpai
villdjatdl kozép-eurdpai id6 (CET) szerint 10:00-kor szallt fel, és a kovetkezd nap helyi id6 (Kdékusz-szigeteki idé, CCT)
szerint 5:30-kor szillt le a szigeten. A hazatton a CCT szerint 8:30-kor széllt fel, és ugyanazon a napon 17:00-kor széllt
le a CET szerint. Feltéve, hogy az utazasi idé oda és vissza is ugyanannyi volt, mennyi volt az idé a Kdékusz-szigeteken,
amikor Pali hazaérkezett?

Eredmény. 22:30

Megoldds. Legyen d az utazds ideje és s a kozép-eurdpai és a kokusz-szigeteki idé kozotti kiillonbség (érédkban). Az
allitast atirhatjuk egyenletrendszerré a kovetkez6 modon:

d+ s =19.5,
d—s=28.5
amibdl azt kapjuk, hogy d = 14, s = 5.5. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy 22:30 volt a Kdokusz-szigeteken, amikor Pali

hazaérkezett.
Megjegyzés: A Kokusz-szigeteken tényleg a GMT+6:30 id6zénat hasznaljak.



16. Feladat A 14, 20 és n szamok teljesitik a kévetkezd tulajdonsdgot: ha barhogyan kivalasztunk kettét koziiliik és
Osszeszorozzuk, a szorzat oszthato lesz a harmadik szammal. Taldld meg n 6sszes lehetséges értékét, amire igaz ez a
tulajdonsag.

Eredmény. 70, 140, 280

Megoldds. Mivel n osztja 14 - 20 = 23 . 5. T-et, n primfelbontdsédban csak a 2, 5 és 7 primek szerepelhetnek, ezen
belill 5 és 7 legfeljebb egyszer és 2 legfeljebb héromszor. Tovabba, mivel 14 | 20n lathatjuk hogy n a 7 tobbszorose,
hasonl6képpen, 20 | 14n-bdl kovetkezik, hogy 10 | n, tehat 70 | n. Végiil megallapithatjuk, hogy az Gsszes lehetséges
szam: 70, 140, 280 kielégiti a feladat feltételeit.

17. Feladat Egy téglalapot két trapézra osztunk egy z szakasszal a képen ldthaté médon. A PA tévolsdg 10 cm és az
AQ tévolsdg 8cm. A Ty trapéz teriilete 90 cm? és a T teriilete 180 cm?.

P A Q

T

Mekkora az x szakasz hossza cm-ben?
Eredmény. 17

Megoldds. Jeloljiik R-rel és S-sel a téglalap masik két csicsat, B-vel az x masik végpontjat, és M-mel az SR szakasznak
azt a pontjat, amire SM = PA = 10.
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Mivel PQ = 18, és a PQRS téglalap teriilete 180 + 90 = 270, ebbdl kovetkezik, hogy PS = QR =270/18 = 15. A Ty
trapéz teriiletének képlete

180 — %(BR +AQ)- QR

vagyis BR = 16. Ebbél BM = BR — M R = 8 és a Pitagorasz-tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

x=+AM? + BM? = /289 = 17.

18. Feladat Erzsi epret szed a kertjében. Szét akarja osztani az epret a négy fia kozott tgy, hogy mindegyik fiu
legaldbb harom szemet kapjon, és Aladar tobbet kapjon, mint Benedek, Benedek tobbet kapjon, mint Nandor, és
Nandor tobbet kapjon, mint Misi. Mindegyik fiil ismeri a sajat epreinek szamat, az Osszes szétosztott eper szamat és a
fenti feltételeket. Adjunk meg egy szétosztast a négy fit kozott Ggy, hogy Erzsi a lehetd legkevesebb epret ossza ki,
teljesiiljenek az el6bbi feltételek, és egyik fia se tudja meghatdrozni az Osszes testvérérdl, hogy ki mennyi epret kapott?

Eredmény.

(M, N, B, A) = (3, 5, 6, 8)
Megoldds. Jelolje A Aladar epreinek szamét, nyilvan A > 6. Esetvizsgalattal lathatjuk, hogy Erzsi nem oszthat szét
kevesebb, mint 22 epret: Ha A = 6, akkor egyetlen lehet8ség van, (3,4,5,6). Ha A = 7 akkor a lehetséges szétosztdsok
(3,4,5,7), (3,4,6,7), (3,5,6,7) és (4,5,6,7), ezekben mind kiilénb6z6 az eprek szdmanak Osszege, {gy Aladdr meg tudja
hatérozni a szétosztast. Hasonléan, ha A = 8 vagy A = 9, akkor kevesebb mint 22 eperbdl a (3,4,5,8), (3,4,6,8) és
(3,4,5,9) szétosztasok lehetségesek, itt is Aladér el tudja donteni, melyik eset 4ll fenn.

Viszont, ha az Gsszeg 22, a (3,5, 6,8) szétosztds kielégiti a feltételeket: Aladdr és Misi nem tudja megkiilonboztetni
(3,4,7,8)-t8], mig Néndor és Benedek gondolhat a (4,5,6,7) szétosztésra.

Héatramarad megmutatni, hogy 22 eper masféle szétosztdsai nem megfelelék: (3,4, 5,10), (3,4,6,9) és (4,5,6,7)
esetében Aladdr meg tudja hatdrozni a szétosztést, (3,4, 7,8) esetében pedig Benedek tudja, hogy ki mennyit kapott.



19. Feladat Felirjuk az Osszes egész szamot 1-t6]l 1000-ig egymas utdn az éramutatd jardsaval megegyezo iranyban
egy korvonal mentén. Ezutan megjeloliink néhdny szamot: el6szor az 1-est, majd az éramutatd jarasdval megegyezden
haladva a kor mentén minden tizen6todik szdmot megjeloliink (16, 31, és igy tovabb). Ezt {gy folytatjuk egészen addig,
amig olyan szdmot kellene megjelSlniink, amit mér kordbban megjeldltiink. Osszesen hany szam marad jeloletleniil a
fenti eljaras elvégzése utan?

Eredmény. 800

Megoldds. Az els6 kérben minden olyan szdmot megjeldliink, amely 15k + 1 alakui (ahol k egy egész szdm), elsének az
1-gyet, utolsénak a 991-et megjelolve. A kovetkezd kort a 6-tal kezdjiik, és a 996-tal fejezziik be, megjelolve minden
15k + 6 alaki szdmot. Végiil a harmadik kort a 11-gyel kezdjiik, és a 986-tal zarjuk (a 15k 4+ 11 alakd szdmokat
megjelolve), és ez az utolsé szadm, amit megjeloliink. Vegyiik észre, hogy pontosan azokat a szamokat jeloltiik meg,
amelyek felirhaték 5k + 1 alakban, amibdl kovetkezik, hogy pontosan az 6t6dét jeloltiilk meg a koron 1évo szamoknak.
fgy azt kapjuk, hogy 4/5 - 1000 = 800 szadm maradt jeldletleniil.

20. Feladat Adjitok meg fokban az dbran lathaté hétagu csillag hét jelolt bels6 szogének az Gsszegét!

Eredmény. 540°

Megoldds. Jeldljiik a csillag cstcsait az dbran lathaté médon az A, B, ..., G betiikkel, és jelolje X, Y rendre a DFE
szakasz metszéspontjait az AB, AG szakaszokkal.
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Legyen S a kérdéses Gsszeg. Mivel mind az X BC'D négyszog, mind az Y EFG négyszog bels6 szogeinek osszege 360°,
igy lathatjuk, hogy

S+ /BXY +/XYG - /XAY =2-360°.

Azonban /BXY = 180° — LZAXY és ZXYG = 180° — LXY A, igy
IBXY + /ZXYG — LXAY =360° — (LAXY + LXY A+ /XAY) = 180°.
Tehat ebbdl mar kovetkezik, hogy S = 540°.

21. Feladat Diakoknak azt a feladatot adtdk, hogy szamoljak ki az 1, 3, 6, 7, 8, 10 szdmok szamtani kozepét. Luca
egy hibas mddszerrel probalta megoldani a feladatot: eloszor kivalasztott kettot a szdmok kozil, és azoknak vette a
szamtani kozepét. Aztdn az igy kapott eredménynek és egy, még ki nem valasztott szamnak vette a szdmtani kozepét,
és ezt igy folytatta, amig fel nem haszndlta az Gsszes szdmot. Mi a hiba lehetd legnagyobb abszolutértéke (hiba alatt a
Luca altal kapott eredmény és a helyes megoldds kiilonbségét értjik)?

Eredmény. 17/6

Megoldas. Konnyen lathaté, hogy Luca médszere valéjaban a kovetkez6: valamilyen sorba rendezi a szamokat, legyen
ez (a1,as9,as,a4,as, ag), és kiszdmolja a kovetkezd kifejezést:

ai; ax ~az Q4 as Qg

S:¥+¥+274+¥+272+§'
Ezek koziil a sorba rendezések koziil a novekvo sorrendre veszi fel S a legnagyobb értéket, mivel a legnagyobb szamot
2-vel osztjuk, a méasodik legnagyobbat 4-gyel, és igy tovabb. Hasonléan S a legkisebb értéket a csokkend sorrendre



veszi fel. Nyilvan ezen extrém esetek valamelyikében fogja felvenni a hiba a legnagyobb értéket. A megadott szamok
szémtani kozepe 35/6. Ha a novekvé sorrendet vélasztjuk, akkor S = 67/8 lesz az eredmény, amelyre a hiba 61/24. Ha
a csokkend sorrendet vdlasztjuk, akkor S = 3-at kapunk, amire a hiba 17/6 lesz, ez a nagyobb a két érték koziil, és {gy
ez lesz a keresett érték is.

22. Feladat Egy egyenes tutszakasz egyik oldaldan 6t jelzélampa (L1, Lo, L3, L4, Ls) helyezkedik el sorban 12
méterenként. Az it masik oldalan van egy fagyiz6. Ha Géza a fagyizé E-vel jelolt bejaratandl all, akkor az LqLo
szakaszt o = 27° szogben latja. Ha az Ls pontban &ll, akkor az L, F szakaszt szintén 27° szogben latja.

L5 L4 L3 L2 Ll
I

%
E

Mekkora az Ly és E kozotti tavolsag?
Eredmény. 24m

Megoldds. Az ELqLs és ELjLs haromszogek hasonlék, mivel az « és az /L5l E szogek mindkettének belsé szogei.

Ebbél azt kapjuk, hogy
EL,  LsLy

L., EIL,

ami megadja a keresett tavolsagot, ami FL; = 24 m.

azaz FEL? = LyLy - LyL; = 12 - 48 = 576,

23. Feladat Klari 1-t6l 17-ig kivalasztott két kiilonbozd egész szamot, és Osszeszorozta Gket. Meglepddve tapasztalta,
hogy a szorzat megegyezik a megmaradé tizenot szam Gsszegével. Add meg azt a két szamot, amelyet Klari kivdlasztott.

Eredmény. 10 és 13

Megoldds.  Jeloljiik a-val és b-vel a feltételt teljesitd szamokat. Az elsd 17 egész szdm Gsszege 153, ezért a 153— (a+b) = ab
egyenletet kell megoldanunk. Atrendezve, és hozzdadva 1-et mindkét oldalhoz azt kapjuk, hogy 154 =ab+a+b+1 =
(a+1)(b+1). Mivel 1564 =2-7-116s2 < (a+1), (b+1) < 18, igy az egyetlen lehetséges szorzatra bontds a 154 = 11 - 14.
Tehat a kivant szamok a 10 és a 13.

24. Feladat Hény olyan pozitiv egész (a, b, ¢, d, e, f) szamhatos van, ami egyszerre elégiti kiaza >b>c>d >e> f
ésaz a+ f=b+e=c+d= 30 feltételeket?

Eredmény. () = 364

Megoldds. Fejezzik ki a szamokat gy, mint
(a,byc,d,e, f) = (154 2,15+ y,154 2,15 — 2,15 — y, 15 — ),

ahol 0 < z,y,z2 < 15. Az a >b>c>d > e > f feltétel ekvivalens azzal, hogy = > y > z > 0, igy a szdmhatosunkat
egyértelmiien meghatarozhatjuk harom, 15-nél kisebb pozitiv egész kivalasztasaval. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy
(%)) = 364 ilyen szdmhatos létezik.

25. Feladat Egy idézitett bombédhoz egy kijelzot csatlakoztattak, ami a robbandsig hatralévé idét mutatja percben és
masodpercben. A kijelz6 50:00-rdl kezd el visszaszédmolni. Egy villanykoérte villan fel minden egyes alkalommal, amikor
a kijelz6én a hatralévé percek és a hatralévé masodpercek szdma megegyezik (pl. 15:15) vagy amikor a kijelzén 1év§
négy szdmjegy visszafelé olvasva is ugyanaz (pl. 15:51). Akkor hatdstalanithatjuk a bombét, amikor a villanykorte a
hetvenedik alkalommal villan fel. Mennyit fog mutatni ekkor a bomba kijelzoje?

Eredmény. 03:03

Megoldds. A percek és a méasodpercek szima minden percben pontosan egyszer egyezik meg, igy 50 perc alatt ez
50-szer torténik meg. Az az esemény, amikor a kijelzén lathaté szam visszafelé olvasva is ugyanaz, szintén pontosan
egyszer kovetkezhet be minden egyes percben, viszont ez csak akkor kévetkezik be, ha a perceknél a masodik szamjegy
nem haladja meg az 5-6t, igy ez csak 30-szor torténik meg. Ot esetben a két esemény egyszerre kovetkezik be:
00:00,11:11, ..., 44:44. Ennélfogva a villanykorte 50 + 30 — 5 = 75 alkalommal villan fel (beleértve 00:00-t is) miel6tt
felrobbanna. Tehét akkor hatdstalanithatjuk a bombdt, amikor mar csak 5 villands marad (00:00, 01:01, 01:10, 02:02,
02:20), azaz amikor 03:03 van a kijelz6n.



26. Feladat Van &t koriink, amelyek az abran ldthaté médon érintik egymdst. Szamitsuk ki a legkisebb kor sugarét,
ha a legnagyobb kor sugara 2, és a két masik jelolt kozépponti kor sugara 1.

Eredmény. %

Megoldas. Jelolje My, M, és M3 a korok kozéppontjat, ahogy az az abran lathatd és rs3 a méasodik legkisebb kor
sugarat.

\ M

M, M,

Az dbra szimmetrigjabol lathatd, hogy My Ms 1 My M3 és a Pitagorasz-tételt alkalmazva megkapjuk, hogy r3 = £ a

kovetkez6 egyenletbdl:

2
3
MyMZ + My M2 = MoM3  avagy 1+ (2—13) = (1 +73)%

Legyen P az a pont, ami kiegésziti az My, Mo, és M3 kozéppontokat egy téglalappd. Legyenek A, B, és C rendre a
My P, MyP, M3P félegyenesek metszéspontjai a megfelel6 korokkel. Mivel MyM; M3 P egy téglalap, azt kapjuk, hogy
PB:%flzé,PC’:lf%:%ésPA:2fM2M3:2f(l+r3):%.TehétP%tévolségravanazA, B, és C
pontoktdl, emiatt ezek a pontok rajta vannak a P kozépponti % sugard koron. Mivel PMy, PMs és PMs egyenesek,
az A, B, és C pontok a megfelel6 korok érintési pontjai, tehdt a P kozéppontu % sugaru kor a legkisebb kor a feladat
abrajan.

27. Feladat FEgy kaszinéban néhdnyan egy asztalndl ruletteznek. Amikor Erik elhagyta az asztalt, és magaval vitte
16 000 eurdjat, az asztalnal {il6 jatékosok atlagos pénzmennyisége 1000 euréval csokkent. Az dtlag jbol cstkkent 1000
euréval, amikor két masik szerencsejiatékos, Betti és Imi csatlakozott az asztalndl iil6khoz fejenként 2000 euréval. Hany
jatékos iilt az asztal koriil, amikor Erik még jatszott?

Eredmény. 9
Megoldds. Jeloljiik n-nel az emberek szamat, amikor Erik még jatszott, és jelolje x egy jatékos atlagos pénzmennyiségét
anndl az asztalndl. A feladatban adott allitdsokbdl a kovetkezé két egyenletet kapjuk:

-1 -1 2.2
ne 6000 2 —1000 és ne 6000 + 000 2 —9.1000
n—1 n+1

Atrendezve az egyenleteket azt latjuk, hogy
x = 17000 — 1000n és 2000n — 10000 = «,

és innen mar adodik, hogy n = 9. Tehat amikor Erik még jatszott, kilenc ember iilt az asztalnal.



28. Feladat Egy 7 x 7 x 7-es kocka barmely két szomszédos kiskockaja kozott van egy elvalaszté lapka. El akarunk
tdvolitani az elvalaszt6 lapok koziil néhdnyat gy, hogy minden egységkocka Osszekottetésben legyen legaldbb egy kiilsé
kiskockaval. Minimum mennyi elvalaszt6 lapot kell ehhez kivenniink?

Eredmény. 125

Megoldds. Kezdetben 7% egységkocka van. Egy elvalaszt6 lap kiszedésével két egységkocka csatlakozik egyméshoz, igy
a izolalt részek szama a kockéban eggyel csokken. A végén a cél, hogy legfeljebb 73 — 52 Gsszefiiggéségi komponens
legyen (ennyi a kiils§ kiskockdk szdma). Ebbdl kovetkezik, hogy legaldbb 5% = 125 elvélaszt6t ki kell venni, és kénnyen
belathatd, hogy 125 elegends is.

29. Feladat Tudjuk, hogy 20*%16 hétjegyl szam egy egész szam négyzete. Mik a hidnyzd szamjegyek?

Eredmény. 909

Megoldds. Legyen a? egy ...16 alaki négyzetszam. Ez azt jelenti, hogy a® — 16 = (a — 4)(a + 4) oszthaté 100-zal,
gy ha a = 2b, akkor (b — 2)(b + 2) oszthaté 25-tel. Tehat b = 25n + 2 és emiatt a = 50n + 4. Mivel 14042 <

(1.414 - 1000)2 < (1000v/2)2 = 2000000 és 14542 > 14502 = 2102500 > 2100000, {gy az egyetlen lehetdség az a = 1446,
amibdl a2 = 2090916.

30. Feladat Az ABC haromszoget, aminek oldalhosszai AB = AC = 5m és BC = 6m, valameddig megtoltjiik
vizzel. Amikor a haromszoget a BC' oldalara &llitjuk, a vizszint 3 m magasan van a BC oldal felett. Milyen magasan
lesz méterben a vizszint, ha a haromszoget az AB oldalara allitjuk?

A

Eredmény. 18/5

Megoldds. Legyen D a BC szakasz kozéppontja, ekkor ABD egy derékszogii haromszog, és a Pitagorasz-tétel miatt
AD = 4. Tehat a hdromszog azon része, ami nincs feltdltve vizzel, egy olyan haromszdget alkot, amely hasonlé A BC-hez
1/4 ardnyban. Mivel a vizzel fel nem toltott rész és az egész haromszog teriileteinek ardnya nem véltozik attél, hogy
elforgatjuk a haromszoget, igy ugyanez a hasonlésig fog megjelenni a méasodik helyzetben is. Ennélfogva a vizszint
mindig a magassag haromnegyedénél van, azaz mar csak az AB-hez tartozé magassdg hosszat kell kiszamolnunk.
Tudjuk, hogy ABC teriilete 5 - AD - BC = 12, igy azt kapjuk, hogy hap = 2-12/AB = 24/5. Ebbél pedig megkapjuk,
hogy a viz szintje 3/4 - 24/5 = 18/5 magasan van.

31. Feladat Van hat dobozunk, amelyeket megszamoztunk 1-t6l 6-ig és 17 barackunk, amiket valahogy szétosztunk a
dobozok kozott. Egyféle 1épésre vagyunk képesek a barackokkal: Ha pontosan n barack van az n-edik dobozban, akkor
megeszink bel6lik egyet, és a tobbi n — 1-bdl pedig rakunk egyet-egyet a dobozokba 1-t6l n — 1-ig. Hogyan osszuk szét
a dobozok kozt a barackokat, hogy mindet meg tudjuk enni?

Eredmény. 1,1,3,2,4,6

Megoldds. Vezessiik le visszafelé a lehetséges lépéseket: A végs6 allapot (0,0,0,0,0,0), azaz amikor mar az Osszes
barackot megettiik, csak (1,0,0,0,0,0)-b6l érhetd el, amit viszont csak (0,2,0,0,0,0)-bél kaphattunk, és igy tovabb,
ezzel a modszerrel egyértelmiien megkapjuk, hogy az egyes lépések elott melyik dobozban hany barack volt:

M (07 2’ 0707 07 0)’ (]‘72707 07 0’ 0)7 (07 ]‘73’ 07 07 0)7 (1’ ]‘737 07 O’ 0)7 A
Végiil kijon, hogy (1,1,3,2,4,6) volt a kiinduldsi dllapot, azaz ezt a felosztasat kerestiik a 17 baracknak.

32. Feladat Egy hegyen iizemel egy silift rogzitett, kétszemélyes székekkel. 74 ember szeretne felfele utazni, mig 26
ember varakozik a fenti megallénal. Pontosan délben a lift elindul és mindkét allomason beiil két-két ember a liftbe,
ezutan a tobbi varakoz6 utas folyamatosan tolti fel a rendelkezésre all6 helyeket. 12:16-kor az els6 felfelé haladé szék
taldlkozik az utolsd lefelé haladé foglalt székkel, és 12:22-kor az els6 lefelé halado szék talalkozik az utolsé felfelé haladd
székkel. A tavolsag két egymast kovetd szék kozott mindig ugyanannyi, a lift alland6 sebességgel halad, és az utasok
mind parokban hasznéljék liftet. Milyen hosszu ideig tart eljutni a lenti dlloméasrdl a fenti alloméasra?

Eredmény. 26



Megoldds. El6szor is a tavolsdg az elsé és utolsé felfelé haladé foglalt szék kozott haromszor akkora, mint az elsé és
utolsé lefelé halad6 szék kozott. fgy lathatjuk, hogy a feladatban leirt két idopillanat kozott eltelt id6 a kétszerese
annak az id6tartamnak, ami az els6 székek talalkozdsa, illetve az els6 felfelé halado6 és az utolso foglalt lefelé halado
taldlkozdsa kozott eltelt. Ebbdl kovetkezik, hogy az els§ székek 12:13-kor taldlkoztak (pontosan a lift felénél), vagyis az
egész utazdas idOtartama 26 perc.

33. Feladat Legyen ABCD egy rombusz, az M és N pontok rendre az AB és AC oldalakon fekszenek, és nem esnek
egybe az A, B, C csicsokkal. Tudjuk, hogy DM N szabélyos hiaromszog és AD = M D. Hény fokos az ABC' szbg?

Eredmény. 100°

Megoldds. Mivel CD = AD = MD = ND, az AMD és NCD haromszogek egyenlé széruak, alapjaik rendre AM és
NC. Legyen § = ZDAB; ekkor ZABC = ZADC = 180° — 6. Mésrészt, mivel

LDAM = ZAMD = Z/DNC = ZNCD =0,
kapjuk hogy
ZADM = ZNDC = 180° — 20
és
/ADC = ZADM + ZMDN + ZNDC = 420° — 46.

Megallapithatjuk, hogy
420° — 46 = 180° — ¢

vagy 6 = 80°, tehat LZABC = 100°.
N

D A

34. Feladat Hényféleképpen szinezhetjik ki egy 2 x 7-es tablazat celldit a zold és sarga szinekkel gy, hogy ne legyen
se zOld, se sarga L-triminé a tablazatban?

Megjegyzés: L-triminé alatt az abran lathaté alakzatot és az annak elforgatasaval kapott alakzatokat értjik.

Eredmény. 130

Megoldds. Ha barmelyik oszlopot egyszintire szinezziik, akkor a szomszédos oszlop(ok)nak maésszintinek kell lennie,
emiatt az azokkal szomszéd(ok)nak azonos szintinek kell lennie, és igy tovdbb, tehét csak két lehetdség van arra, hogy
ily médon szinezziik ki a tablazatot, attdl fliggden, hogy milyen szintire szineztiik az elsé oszlopot.

Masfeldl, az elébbiek alapjan, ha van olyan oszlop, amelyben mindkét szint felhasznaljuk, akkor a tobbi oszlopban is
fel kell haszndlnunk mindkét szint. Kénnyen lathaté, hogy nem szamit hogyan szinezziik az alsé és fels6 cellakat ebben
az esetben, mivel az igy kapott szinezés mindig megfeleld lesz, tehdt 27 = 128 ilyen szinezés van.

Osszesen 2 + 128 = 130-féleképpen szinezhetjik ki a tablazatot.

35. Feladat Misi gyémantot gyujt, de eddig kevesebb, mint 200 gyémantja van. Felosztotta a gyémantjait néhany
(legaldbb kettd) halomba a kovetkezd médon:

e barmely két halomban kiilonb6z6 szamui gyémant van,
e semelyik halom sem pontosan két gyémantbol all,

e minden halomra igaz, hogy ha akarhogy szétbontjuk két kisebb halomra, akkor az 1j halmok koziil legaldbb
az egyik pontosan akkora lesz, mint egy, mar korabban létez6 halom (itt a szétbonthatésig kérdésénél nem
érvényesek az el6zé szabdlyok).

Legfeljebb hany gyémantja lehet Misinek?



Eredmény. 196

Megoldds. Tegyiik fel, hogy van egy, a feladat feltételeinek megfeleld felosztasunk. Legyen m a gyémantok szama a
legkisebb halomban. Ha m > 3, akkor a legkisebb halom feloszthat6 két 1, illetve m — 1 nagysdgi halomra, amelyek
kozil egyik sem egyforma nagysagu egy masik halommal, tehat m < 2. Mivel 2 nagysagi halom nincs, ezért m = 1.

Kovetkezonek mutassuk meg, hogy a méasodik legkisebb halom 3 gyémantbdl all. Mivel 2 nem lehet, ezért ki kell
zarnunk még az n > 4 esetet. Azonban ez nyilvdn nem lehetséges az n = 2 + (n — 2) felosztds miatt.

Végil indukcidval ldssuk be, hogy ha a felosztds k legkisebb halmai 1,3,...,2k — 1 (k > 1) nagysigtak, akkor a
(k + 1)-edik legkisebb halom (amennyiben létezik) 2k + 1 gyémantbol all. Legyen p a (k + 1)-edik legkisebb halom
mérete. Nyilvan p pédratlan, mivel egy paros szamiu halom felbonthaté két kisebb paros szamira. Ha p > 2k + 3, akkor
ap=2+ (p—2) felbontédssal ellentmondésra jutunk. Megdllapithatjuk tehdt, hogy az egyetlen lehetdség a p = 2k + 1,
ami lathatéan kielégiti a feltételeket.

Lathatjuk, hogy Misi gyéméntjainak a szdma 1+ 3 + --- + (2k — 1) = k? alakd. A legnagyobb 200-nél kisebb
négyzetszam a 142 = 196, ami igy Misi gyémantjainak legnagyobb lehetséges szdma.

36. Feladat A k&-papir-olléban harom alakzat koziil valaszthatunk: K —ko6, P — papir, O — ollé oly mdédon, hogy
O>P,P>K, K>0é6 K=K, P=P,0=0, ahol A > B azt jelenti, hogy 'A legy6zi B-t’ és A = B azt jelenti,
hogy ’amikor A-t jatsszuk ki B ellen, a jéaték dontetlen lesz’. Egy meccs a Kétkezes Ismétlés Nélkiili K6-Papir-Olléban
a Py és Py jatékosok kozott 9 korbdl all. Minden korben mindkét jatékos valaszt egy-egy (b, j;) part, ahol b; és j;
rendre a bal és a jobb kéz altal kijatszott alakzatot jelolik a P; jatékos részérdl. A meccs folyaman mindkét jatékosnak
pontosan egyszer kell kijatszania minden lehetséges part. Egy kor sordn 4 pontot osztunk szét a kovetkezé mddon:
az egyes kézparok (bal és jobb) gybztese 2 pontot kap és a vesztes 0-t, vagy mindkét jatékos 1-1 pontot kap, ha az
adott par esetén dontetlen sziiletik. Tegytik fel, hogy a jatékosok a korok soran véletlenszertien vélasztjdak ki, hogy mit
akarnak kijatszani. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy mind a 9 kor a meccs sordn dontetlennel végzddik (azaz 2:2
pontszamokkal)?

Eredmény. 3!3/9! = 1/1680

Megoldds. Tekintsiik a kovetkezé harom, hdrom parbdl allé6 halmaszt:
DK:{(KvK)v(PaO)v(OvP)}v DP:{(Pvp)v(OaK)v(KvO)}’ DO:{(O’O)ﬂ(KaP)a(PvK)}'

Vegyiik észre, hogy egy kor a meccs soran akkor és csak akkor lesz dontetlen, ha ugyanabbdl a halmazbdl vélasztunk ki
két part, és azokat jatsszuk ki egymas ellen.

A meccs lehetséges kimenetelét a D U Dp U Dg halmaz permutdcidinak Osszes péarositasa adja meg. Akkor és csak
akkor végz6dik minden kor dontetlenre, ha a Dy, Dp, Do halmazok elemei ugyanazokat a helyeket foglaljak el Py
és P, permutécidiban. Vegylink egy tetszoleges permutaciot, és jelolje ez a permutacié a P; jatékos lépéseit az egyes
korokben. Vegytik ekkor a P, 1épéseinek azon sorbarendezéseit, ahol minden kérben dontetlent ér el, és azt kapjuk,
hogy ezek szdma mindig 3! attdl fiiggetleniil, hogy mi a P; jatékos lépéseinek permuticiéja. I,gy a keresett valoszintiség

313 1
91~ 1680°

37. Feladat Egy test haldja 8 szabalyos haromszogbdl és 6 négyzetbol all az dbran lathaté médon:

Tegyiik fel, hogy minden él hossza 1km, mennyi lesz ekkor a test térfogata (km®-ben mérve)?

Eredmény. %\/i

Megoldas. A feladatban koriilirt testet a kovetkez6 modon kaphatjuk meg egy kockabol: A kocka minden sarkat
levagjuk gy, hogy a végas keresztiilmenjen az eltavolitott csicsbél kiindulé élek felez6pontjain. A kocka élhossza /2,
igy a térfogata 2v/2. Az eltavolitott sarkok 8 egybevagé gulat alkotnak, mindegyiknek az alapja egy egyenld szart

derékszogii hdromszég, amelynek szérai /2/2 hossziiak, és a magassaga is v/2/2 mindegyiknek. Igy egy sarok térfogata
13- (V2/2)? - (V2/2) = v/2/24 és ezért a megadott test térfogata 2v/2 — 8 - v/2/24 = 51/2/3.

10



38. Feladat Keressiik meg a 999999995904 egyetlen haromjegy(i primtényezdjét.
Eredmény. 601
Megoldds. Vegyiik észre, hogy
999999995904 = 102 — 2'2 = 212(5'2 — 1)

és

52 —1=(G-1)6+1)0B>+1)(5> =5+ 1)(5> + 5+ 1)(5* = 5% + 1),
de csak az utolsé tényezé nagyobb 100-nal. Mivel tudjuk, hogy létezik hdromjegy(i primtényezd és 5* — 52 + 1 = 601
nyilvan nem oszthaté a 2, 3, 5 szamokkal, ezaltal prim lesz, és ez az altalunk keresett szam.

39. Feladat Tizenharom méh, egy kicsi és tizenkét nagy, egy 37-cellas kaptarban lakik. Minden nagy méh 3 paronként
szomszédos celldt foglal el, és a kicsi méh egy celldt foglal el (lasd az dbrét). Hanyféleképpen tudjuk a kaptart felosztani
13 egymast nem fedd részre ugy, hogy mind a tizenharom méhnek legyen hely a megadott feltételeknek megfelelGen?

Eredmény. 20

Megoldds. Szinezziink sziirkére 13 celldt az abran lathaté moédon:

Minden haromcellds rész pontosan egy sziirke celldt tartalmaz, ezért a kicsi méh valamelyik sziirke cellaban lakik.

Ha ez a kozépsd cella, akkor kétféleképpen tudjuk a kaptér (1ép) tobbi részét 12 nagy méh szektorra bontani (vagy
az elsd képen ldthaté médon, vagy ennek a 60 fokkal elforgatottjaval). A 6 kozbiilsd cella esetén pontosan egy médon
tudjuk a nagy méheket elhelyezni. Végiil, a szélsé sziirke cellak esetén pontosan két médon tudjuk felbontani a maradék
részt (a harmadik dbrén ldthatd, és ennek titkrozottje).

Tehat Osszesen 246 -1+ 6 - 2 = 20 féleképpen tudjuk felbontani a kaptart az eléirt szektorokra.

40. Feladat Az ABC egyenl$ oldald hdromszoget belerajzoljuk az w kiérbe. Az X pont az w (révidebb) BC' korfvén
taldlhatd, és T az AB és C' X szakaszok metszéspontja. Ha AX = 5 és T'X = 3, akkor mennyi lesz a BX szakasz hossza?

Eredmény. 15/8

11



Megoldds. Mivel ZAXB =/ACB =60° és ZAXC = ZABC = 60°, ezért /BXT = 180° — ZAXB — ZAXC = 60°.
Legyen U egy olyan pont AX-en, amire TU || BX.

C

Ekkor TU X egyenl6 oldalia és ATUA ~ ABX A. Ebbél kifoly6lag pedig

TU TX -AX 15
BX_E'AX_T)HAX_?

41. Feladat Legyen ABC egy szabédlyos haromszog. Az ABC egy P bels6 pontjit ragyogdnak nevezziik ha létezik
pontosan 27 P-bél induld félegyenes, amelyek tigy metszik az ABC haromszog oldalait, hogy a haromszoget 27 kisebb,
paronként egyenld teriileti haromszogre osztjak fel. Hatarozzuk meg ABC ragyogd pontjainak a szamaét.

Eredmény. (226) =325

Megoldas. Nyilvan PA, PB, PC a 27 P-bdl indulf félegyenes kézdtt van, hiszen mésképp egy négyszoget is kapnédnk,
és ellentmonddsra jutndnk. Osszuk fel az AABC keriiletét 27 részre tigy, hogy az egyes oldalakat egyenl6 hosszisagui
szakaszokra osztjuk. Osszesen (226) = 325 ilyen felosztas 1étezik, legyen A az els6 osztépont, B-t és C-t pedig szabadon
kivéalaszthatjuk a tobbi 26 koziil. Végiil vegylik észre, hogy minden ilyen felosztds megfelel egy ragyogé pontnak és
viszont: Nyilvan minden egyes ragyogd ponthoz tartozik felosztas. Masfelol, megadva az a, b, ¢ szamokat, amelyek
rendre az egyes oldalak szakaszainak szamét jelolik, legyen P az a pont az AABC belsejében, amire a BC, CA, AB
oldalak P-tél val6 tavolsagénak ardanya rendre a : b : c. Egyszer( szamitdssal megkapjuk, hogy P tényleg ragyogd pont,

és az ebbdl indulé félegyenesek AABC-t a megadott felosztdsnak megfeleléen daraboljak szét.

42. Feladat Hany olyan 2016-nal kisebb, pozitiv osztéja van 20162-nek, ami nem osztéja 2016-nak?

Eredmény. 47

Megoldds. A 2016 = 2° - 32 . 7 primfelbontasbdl azt kapjuk, hogy 20162 = 210 . 3% . 72, Eziltal 20162 pozitiv osztéinak
szama 11-5-3 = 165, amibdl % - (165 — 1) = 82 kisebb mint 2016, és kivéve a 2016-ot az osztdk (x,y) parokba oszthaték

gy, hogy x -y = 20162 és = < 2016 < y. Vegyiik észre, hogy 2016-nak 6 - 3 -2 — 1 = 35 2016-nal kisebb osztéja van,
amelyek természetesen 20162-nek is osztéi. Tehdt a szamunkra megfelelé oszték szdma 82 — 35 = 47.

43. Feladat Legyen
_ dn+4Viéan? -1
S V2n—14+V2n+1

Zn

Szamitsuk ki a Z7 + Zs + - - - + Zag16 Osszeget.
Eredmény. 3(40331/4033 — 1)
Megoldds. Figyeljiikk meg, hogy n € N-re,

dn +V4n? — 1 (V2n+1—-vV2n=1)((vV2n+1)>+ (\2n+ 1)(v2n — 1) + (v2n — 1)?)

Von—1+2n+1 (V2n+1—v2n—1)(V2n+1+2n—1)
= %((\/271 +1)° — (vV2n —1)*).

Ennélfogva,

Zut et oo = (VB = (VIP + (VB) = (VB 4 -+ + (VIOB)® — (VATT)Y)

(4033+/4033 — 1).

N~ N —
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44. Feladat Allitsunk el egy egészekbdl all6 ag, a1, as ... sorozatot az alabbi médon: Ha a; oszthaté harommal,
akkor legyen a; 1 = a;/3, kiilénben pedig a;11 = a; + 1. Hany olyan pozitiv egész ag létezik, amire a sorozat az 1
értéket pontosan tizenegy 1épés alatt éri el (azaz a1 = 1, de ag, ay,...,a10 # 1)?

Eredmény. 423
Megoldas. Legyen p, a P, halmaz elemeinek szama, és legyen f,, g, hy, rendre a 3k, 3k + 1, 3k + 2 alakd szdmok
darabszdma P,-ben. Vegyiik észre hogy n > 3 esetén P, minden tagja nagyobb, mint 3, ezért

® fn11 = pn, mivel minden x € P, esetén 3z € P41,

® gn+1 = hy, mivel a 3k + 1 alaki P, 41-beli szdmokbdl érhetjiik el a 3k + 2 alaki szamokat P,-ben

e h,.1 = f, hasonl6 okokbdl.
Tehat

Pn=fn+ 090 +hy=0Dn_1+Dn_2+DPn_3

minden n > 4-re. A kezdeti szdmolas alapjan p; = 1, po = 2, és p3 = 3, és a t6bbi tag kiszamolhatd a fenti rekurzidbdl.
Ez alapjan a megoldas p11 = 423.

45. Feladat Legyenck ABCD, AEFG és EDHI téglalapok rendre a K, L, J kozéppontokkal. Tegyiik fel, hogy az
A, D, E pontok rendre belsé pontjai a HI, FFG, BC szakaszoknak, és ZAED = 53°. Adjuk meg hany fokos a /JKL
5z0g.

Eredmény. 74°

Megoldds. Mivel KJ a BID haromszdg kozépvonala, kapjuk, hogy KJ || BI, és hasonléan KL | CF. Tehat
/JKL=/IBA+ /DCF. Mivel ZAIE = /ZABE = 90°, ezért a BI AE htirnégyszog. Ebbél kovetkezik, hogy

/IBA =/IEA=90° - ZAED = 37°.

Hasonlé médon levezethetjiik, hogy ZDCF = 37°, tehat LJKL = 74°.

c ... F B

46. Feladat Jakab vilasztott néhdny (nem feltétleniil kiilonb6z6) egész szémot a {—1,0, 1,2} halmazbdl, gy hogy
az Osszeglk 19, és a négyzetosszegiik (négyzeteik dsszege) 99. Mi a lehet legnagyobb érték a Jakab altal valasztott
szamok kobeinek Gsszegére?

Eredmény. 133

Megoldds. Legyen a, b, ¢ a Jakab dltal kivdlasztott —1-esek, 1-esek és 2-esek szdma (a nulldk nem jdtszanak szerepet).
A feladat feltételei felirhaték mint

—a+b+2c=19,
a+b+4c=99.

A célunk maximalizalni —a + b + 8¢ = 19 + 6¢ értékét. Osszeadva a két egyenletet, kapjuk hogy 6¢c = 118 — 2b, ezért
c <19. A ¢ =19 érték elérhet6 az a = 21, b = 2 valasztassal, tehat a keresett maximum 19 4+ 6 - 19 = 133.
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47. Feladat Keressiik meg a legnagyobb 9-jegyli szamot az aldbbi tulajdonsagokkal:
e minden szamjegye kiillonb6zo,
e minden k =1,2,...,9 esetén, ha kitoroljik a szam k-adik szamjegyét, a kapott 8 jegyl szam oszthatd k-val.

Eredmény. 876513240

Megoldds. Jelolje Ay a keresett szam k-adik szamjegyét, tehdt a szam A1 As A3 A4 A5 AgArAgsAg. Mivel 10 lehetséges
szamjegy van, pontosan egyet nem hasznalunk, legyen ez d. Legyen Nj az a szam, amit a k-adik szamjegy kitorlésével
kapunk.

Tudjuk, hogy Ny péros, tehat 2 | Ag. Tovdbbd, N5 oszthaté 5-tel, tehdt Ag is. Ebbdl kovetkezik, hogy Ag = 0.

Az Ny oszthatd 9-cel, tehdt a szamjegyeinek Osszege, 1 +2+3+4+54+6+ 7+ 8+ 9 — d = 45 — d oszthatd 9-cel,
amibdl d = 9.

Az Ng és N, szamok mindketten oszthatbak 4-gyel, emiatt a A7 és Ag szamjegyek parosak. Tovabba, mivel Ng
oszthatd 8-cal, ezért a kétjegyli AgAr oszthatd 4-gyel. Mivel N3 és Ny oszthatéak 3-mal, ezért ezek szadmjegyeinek
Gsszege is. Ez alapjan {A4s, Ag} = {3,6}.

Mivel a leheté legnagyobb szdmot keressiik, tegytik fel hogy A1 = 8, A3 = 6, Ag = 3. Tudjuk, hogy {47, As} = {2,4}
és mivel 4 | AgA7, A7 =2 és Ag = 4.

Elég megnézni, hogy a maradék szamjegyeket csokken6 sorrendbe helyezve a 876513240 szamot kapjuk, ami kielégiti
a maradék feltételeket, azaz N; = 87651340 is oszthatd 7-tel.

48. Feladat A P pont az ABCD téglalap belsejében fekszik, és AB = 12. Az ABP, BCP, DAP haromszogek
mindegyikének a kertilete egyenl6 a tertiletével. Mi a C'D P haromszog kertilete?

D C

Eredmény. 25

Megoldds. Vegyiik észre, hogy egy haromszog teriilete pontosan akkor egyenld a teriiletével, ha a beirt korének
sugara 2. Tehat a BCP és ADP héromszogek egybevigdak, hiszen ha P koézelebb lenne A D-hez mint BC-hez, akkor
ADP beirt korének sugara kisebb lenne, mint BC'P beirt korének sugara. Ez alapjan P az ABCD téglalap egyik
szimmetriatengelyén fekszik.

D C
Y
L~ +Q
\
1
| xr
|
|
.
A M 6 B

Legyen @ a P pont meréleges vetiilete BC-re, és M az AB szakasz felez6pontja, és legyen x = BQ, y = CQ. Az ABP
haromszog teriilete tehdt 6z, és haszndlva a Pitagorasz tételt az M BP haromszogre, kapjuk hogy BP = vz2 + 62.
Mivel az ABP haromszog teriilete és keriilete egyenld

6x =12 + 2v/x2 + 62
ebbél kévetkezden x = 9/2.
Az y hossza hasonléan kaphaté: Mivel BP = 15/2 és CP = \/y? + 62, a feltétel a BC' P hdromszogre adja, hogy

1 9 9 15
2-6-(y+>=y+2+2+\/y2+62

2

ennek egyetlen pozitiv megolddsa y = 5/2.
Végiil megéllapithatjuk, hogy CP = 13/2 és a CDP keriilete 25.
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49. Feladat A tablara fel van irva a (0,0) szdmpér. Minden lépésben &tirjuk az aldbbi médon: Ha (a, b)-van felirva,
lecseréljiik (a 4+ b+ ¢, b+ ¢)-re, ahol ¢ = 247 vagy ¢ = —118 (minden 1épésben megvdalaszthatjuk c értékét) Keressiik
meg a legkisebb (nem nulla) 1épésszdmot, amikor (0,b) lesz a tablén valamilyen b-re.

Eredmény. 145

Megoldas. Legyen c¢; az a ¢ szam amit az i. 1épésben hasznalunk. Az n. 1épés utén a, azaz a par elsé koordinatdja
a=mnc1+(n—1)ca+ -+ ¢, lesz. Fixdljuk le n-et és legyen s = ney + (n — 1)ea + - -+ + &5, ahol g; = 1 ha ¢; = 247, és
€; = 0 kiillonben. Definidljuk a ¢ szamot hasonlé médon, ahol €; = 1 akkor és csak akkor, ha if ¢; = —118. Nyilvan
a = 247s — 118t, tehdt az a = 0 feltétel miatt 247s = 118¢. Mivel a 247 és 118 relativ primek, van olyan k egész szam,
amire s = 118k és t = 247k. Ebbdl kovetkezik, hogy
1
3%k:s+t:1+2+~-+n=fﬁ%il,

és mivel 365 = 5 - 73, kapjuk, hogy n legalabb 2 .73 — 1 = 145.

Hatra van még megmutatni, hogy léteznek olyan ¢; szamok, amikre 247s = 118t és n = 145. Ehhez legyen m a
legkisebb pozitiv egész amelyre

247
14+24+... > (14+2+... .
t24-tm2 o (1+2+---+n)

most legyen ¢; = —118 minden ¢ € {1,...,m} \ {r} esetén és ¢; = 247 kiilonben, ahol

=142+ + 27 (1+2+---+n)
r= m 365 n).

(Valéban, m = 120 és r = 97.) gy megkapjuk, hogy

118 - 247
24Ts =118t = ———— - (1+ 24 +n)

tehat n = 145 megvaldsithaté.

50. Feladat Egy cikcakk két parhuzamos, ellentétes iranyu félegyenesbol, és a kezdépontjaikat Gsszekoto szakaszbol
all. Maximum hany részre oszthatja fel a sikot tiz darab cikcakk?

Eredmény. 416

Megoldds. Béarmely két cikcakk legfeljebb 9 pontban metszheti egymast, és barmennyi cikcakk esetén tudunk rajzolni
olyan elrendezést, hogy minden pér pontosan 9 pontban metszi egymadst (és minden metszéspont csak két egyenesen
van rajta). Helyezziik egy a cikcakkokat a sikon egyesével, az n. elhelyezett cikcakkon 9(n — 1) metszéspont lesz a
korébbiakkal, tehat a cikcakkot 9(n — 1) + 1 szakaszra (és félegyenesre) osztja, és ezek mindegyike egy kordbbi régiét
kettévag. Tehat a sikrészek maximélis szama n cikcakk esetén Z,,, ahol Z1 =2 és Z, = Z,_1 + 9n — 8 ha n > 2. Teljes
indukciéval megkaphaté az éltaldnos képlet, Z,, = %n2 — %n + 1, amibdl latszik, hogy erre a specialis esetre Z1¢9 = 416.
51. Feladat Egy tetraéder minden lapja egy haromszog 1, v/2 és ¢ hosszi oldalakkal, és a tetraéder koréirt gmbjének
sugara 5/6. Mekkora ¢?

Eredmény. ~/23/3

Megoldds. FEgy altalanosabb &llitast latunk be: ha a tetraéder minden lapja egy a, b, ¢ hosszi oldalakkal biré haromszog,
és a koréirt korének sugara o, akkor a? + b? + c? = 80?. Ebbdl behelyettesitéssel megtaldlhatjuk ennek a specialis
esetnek a megolddsat.

frjuk be a tetraédert egy téglatestbe, amelynek oldalhosszai p, ¢, r. A tetraéder élei a téglatest lapatléi, tehat a
Pitagorasz tétel szerint

PP =a, pPPAr=1 & F4r2=c

Tovabbd, a tetraéder koriilirt kore egybeesik a téglatestével, és ennek az atmérdje a téglatest testatldéja. Tehat
1
(20 =p* +¢* +7° = S (a® + 0 + &),

ebbdl atrendezéssel megkapjuk a allitast.
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52. Feladat Egy nagy iinnepségre Hippolyt, a lakdj felsorakoztatott 2016 koktélpoharat egy sorban, mindben izletes
koktél van. Utols6 simitasként le kell takarnia egy poharat egy eziist fedOvel, és ratennie egy szobrot, a lefedetlen
poharakba pedig szétoszt paratlan sok cseresznyét, igy hogy minden poharba legfeljebb egy cseresznye keriilhet.
Hényféleképpen rendezheti el a cseresznyéket és a fed6t, ha tobb cseresznyének kell lennie a fed6 jobb oldaldn, mint a
bal oldaldn?

Eredmény. 2016 - 22013

Megoldas.

El6szor nézzik meg az Osszes lehetséges elrendezését a fedonek, és minden poharba legfejlebb egy cseresznyének,
tovébbi feltételek nélkiil. A fedSt 2016 lehetséges helyre tehetjiik, és 22015-féleképp tehetiink maximum egy cseresznyét
a maradék 2015 poharba, ami alapjin 6sszesen 2016 - 22015 j6 elhelyezés van. A binomidlis tétel szerint

2016 1008 1008
2016 ; 2016 2016
O — _1 1 2016 — _1 7 — _

=0 =0 i=1

ez alapjan azon elrendezések szdma, ahol paros sok cseresznye van, egyenld azzal amikor paros sok. A fed§ és paratlan
sok cseresznye elrendezéseinek halmaza legyen M, ekkor M elemszama % - 2016 - 22015 = 2016 - 22014,

Vegyiik észre, ha valasztunk egy olyan elrendezést, ahol ny cseresznye van a fed6 bal oldalan és ny a jobb oldalan,
akkor ehhez hozzarendelhetjik a megforditottjat, ahol ny cseresznye van baloldalt, és no jobboldalt. Mivel ny + nq
paratlan, ny és no kiillonbozo szamok, azaz semelyik elrendendezésnek nem lehet parja onmaga. Tehat az M-beli
elrendezések fele felel meg a feladat feltételeinek, igy a vélasz 3 - 2016 - 22014 = 2016 - 22013,

53. Feladat Egy fakockanak a feliiletét zoldre festették. Van 33 sik a térben, mind kiilénboz6ek, parhuzamosak a
kocka valamelyik lapjaval, és valahol a kocka két ellentétes lapja kozott helyezkednek el. Ezek a sikok kisebb téglatestekre
vagjak fel a kockdt ugy, hogy ugyanannyi darabnak van zoldre festett lapja, mint ahdny darab teljesen festetlen. Hany
darabra vaghattuk fel a kockat?

Eredmény. 1260 vagy 1344

Megoldds. Konnyen lathatd, hogy mindhdrom lehetséges irdnyban legaldbb 4 vagdsiknak kell lennie. (Mert ha valamilyen
irdnyban legfeljebb 4 szintet kapunk, akkor a festett kockdk szdma nagyobb mint a festetleneké.) Jelolje a sikok szdmét
a hdrom irdnyban a + 3, b+ 3, ¢+ 3, ahol a, b, ¢ pozitiv egészek. Mivel (a + 3) + (b + 3) + (¢ + 3) = 33, kapjuk hogy
a+b+c=24.

A feladat feltétele felirhaté mint

(a+4)(b+4)(c+4)=2(a+2)(b+2)(c+2)

amibél szamolas utdn megkapjuk hogy abc = 240 = 2* - 3. 5. Mivel a + b + ¢ péros szam, vagy pontosan az egyikiik
paros, vagy mindharom paros.

Az els6 esetben az dltaldnossdg megsértése nélkiil feltehetd hogy a az egyediili paros. Ekkor a oszthaté 16-tal, tehdt
csak 16 lehet. Ebbél kovetkezik hogy b+ ¢ = 8 és be = 15, tehdt {b, ¢} = {3,5}. Ebbél kiszdmithats, hogy a kis darabok
szdma (a +4)(b+4)(c+4) =20-7-9 = 1260.

A masodik esetben, ha mindhdrman pdrosak, felteheté hogy a = 4x, b = 2y, ¢ = 2z ahol zyz = 15 és 2x +y+ z = 12.
Ennek az egyetlen megoldédsa © = 3, {y, 2z} = {1,5}, amibél a darabok szdma (a +4)(b+4)(c+4) =16-6- 14 = 1344.

54. Feladat Bérmely n pozitiv egészre legyen p(n) az n nem nulla szdmjegyeinek szorzata. Szamoljuk ki p(1) +--- +
p(999) legnagyobb primosztdjat.

Eredmény. 103

Megoldds. Legyen S =p(1)+---4+p(999). Az A= (04+14+2+---4+9)(0+1+24+---+9)(0+14+24---+9) kifejtésbdl
lathatjuk hogy A lenne az eredmény, ha a nulla szdmjegyekkel is szorozndnk. Ez alapjén S=(1+1+2+---+9)(1 +
1424 4+9)(14+14+2+---+9) — 1 (ebben a kifejtésben felbukkan egy extra 1-es amit nem akarunk szdmolni). Tehdt

S =46 —1= (46 —1)(46° +46+ 1) =3.5-7-103
igy a legnagyobb primoszté a 103.

55. Feladat Legyen (a,)52; egy pozitiv egészekbdl 4116, szigortian névekvd sorozat, amire 9 | agi—2, 14 | agk—1, és
19 | agr minden k pozitiv egészre. Keressiik meg aso16 lehetd legkisebb értékét.

Eredmény. 14478
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Megoldds. Feltehetjiik, hogy minden n-re a,, a legkisebb olyan szam, ami nagyobb a,_1-nél, és teljesiti az oszthatdsagi
feltételt. Vegylik észre hogy adott asp esetén csak két lehetGségiink van asgys-ra: vagy askprs = asg + 19, vagy
ask+3 = agk + 38. Az utébbi akkor és csak akkor fordul el8, ha vannak ¢, d egészek, amikre 5 < d < ¢ <9, 9 | ag, + ¢ és
14 | agg + d, mivel ebbdl kovetkezik, hogy askr1 = ask + ¢ és aspro = asx + 14+ d > agy + 19.

Pontosan (g) = 15 olyan (¢, d) pér 1étezik, amire 5 < d < ¢ < 9. Mivel a 9, 14 és 19 paronként relativ primek, a
kinai maradéktétel garantédlja, hogy minden ilyen (¢, d) parhoz létezik pontosan egy nemnegativ egész agr < 9-14-19
amelyre 19 | asg, 9 | asg + ¢ és 14 | asg + d. Tehdt pontosan 15 alkalommal fordul el olyan asj kisebb mint 9-14 - 19, és
amire agpt3 = asy + 38. Kénny latni, hogy két ilyen specidlis agy, kiillonbsége nem lehet 19 és hogy 9 - 14 - 19 — 19 nem
ilyen szam, ebbdl kovetkezik, hogy asg = 9 - 14 - 19 valamilyen f-re. Mivel asx43 = asg + 38 pontosan 15-sz6r kovetkezik
be, kapjuk hogy £ =9-14 — 15 = 111.

Az agz33 utdn kovetkez6 a,-ekre a 9-es, 14-es és 19-es osztasi maradékok ugyanazok mint a,, _333-re, tehat kapjuk
hogy ant333 = an, +9 - 14 - 19. Kiszamithatjuk, hogy a1g = 114, és ez alapjan

a2016 — 46-333+18 — 6-9-14-19 + 114 = 14478.

56. Feladat Legyen P egy pont az ABC hiromszog belsejében. A D, E, F' pontok rendre a BC, C A, AB szakaszokon
fekszenek, gy hogy a AD, BE, CF egyenesek P-ben metszik egyméast. Tudjuk, hogy PA =6, PB =9, PD = 6,
PE =3, és CF = 20. Adjuk meg az ABC héiromszog teriiletét.

Eredmény. 108

Megoldds. Jelolje [XY Z] egy XY Z haromszog teriiletét. Mivel AP = DP, kapjuk hogy [ABP] = [BDP] és [APC] =
[DCP]. Tovébbé, 3EP = BP-b6l kovetkezik, hogy 3[APE] = [ABP] és

3[CEP] = [BCP] = [BDP] + [DCP] = 3[APE] + [APE] + [CEP],

tehat [CEP] = 2[APE]. Tehat megéllapithatjuk, hogy [ABP] = [BDP] = [APC] = [DCP] azaz BD = CD.

Legyen k = FP : CP. Ekkor mivel AP = DP és ZAPF = ZCPD kapjuk hogy [AFP] = k[DCP], hasonléan
[FBP] = 3k[CEP). Ezt az ismert ardnyokkal kombinélva kapjuk hogy 1/3, tehdt FP =5, CP = 15. Ha kiegészitjiik a
CPB haromszoget egy CPBQ parallelogrammava, észrevehetjiik, hogy BP? 4+ PQ? = BQ?, tehdt ZDPB = 90°.

Tehat végeredményben

MB@:4me=4é.@9:m&

57. Feladat Adjuk meg a tizedesvessz6 elétti utols két szamjegyét (7 + 1/44)29*6-nek.

Eredmény. 05

Megoldds. Elbszor vegyiik észre, hogy 7 — /44 szigortian 0 és 1 kozé esik, tehat (7 — 1/44)2916 is. Tovabba, (7 +
V/44)2016 4 (7 — \/44)?016 ooy egész szdm, mert a binomialis formulét felrva a /44 paratlan kitevds tagjai kiesnek, tehdt

(7 + VAL)2016 | — (7 4 /34)2016 4 (7 — \/34)P016 _ 1.
Kihasznélva, hogy 122 = 44 (mod 100), kapjuk, hogy
(74 V44)?916 4 (7 — V/44)?16 = (7 4 12)2016 4 (7 — 12)*°'6  (mod 100),
tehdt elegendd megtaldlni az utolsé két szamjegyét 192016-nak és 52°16-nak. Az utébbi 25, hiszen 53 = 52 (mod 100).

Hogy megtalédljuk a el6bbit, hasznaljuk megint a binomiélis formulét:

2016 s (2016
(20 — 1)2016 = <2015) 201+ (—1)%015 4 (2016> (—1)%1¢ = _19  (mod 100)
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(az utolsé kettdt kivéve minden tag oszthaté 20%-nel). Végiil megéllapithatjuk, hogy a keresett szamjegyek a —19+25—1 =
05.

Alternativ megoldds. Hasonléan az elébbihez, a (7 4 /44)2016 4+ (7 — \/44)2016 utolsé két szamjegyét kell keresniink.
Mivel 7 + /44 és 7 — v/44a megoldésai a 22 — 14z + 5 = 0 mésodfoki egyenletnek, a (n)n>0, (Bn)n>0 sorozatok,
amiket gy definidlunk, hogy a,, = (7 4+ v/44)" és B, = (7 — V/44)", teljesitik a o, 1o — 14,41 + 5, = 0 rekurziot.
(Ugyanigy felithaté f3,-re is.) Tovabba, az dsszegiik 7, = (7 + V44)" + (7 — \/44)™ is teljesiti ezt a rekurziét. Célunk
kiszamitani 2916 mod 100 értékét.

Legyen %,, = vy, mod 100. A (%,)n>0 sorozatot meghatarozza a J,12 = (149,41 — 5¥,) mod 100 rekurziv képlet, és
a kezddéértékek: 79 = 2, 41 = 14. Ezentil, mivel 7,, csak véges sok értéket vesz fel, és mindig csak az el6z6 két értéktol
fliggnek, a sorozat periodikus lesz. Kiszamolunk a sorozat elején jopar értéket,

2,14, 86,34, 46, 74,6, 14, 66, 54, 26, 94, 86, 34, . . .,

lathatjuk, hogy 42 utdn periodikus, és a periédus hossza 10, tehét 2016 = 76 = 6. A keresett érték ennél eggyel kisebb,
azaz az utolsé két szamjegy 05.
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