Zadanie 1. Dany jest glaz w ksztalcie szeScianu o objetoéci 216 m3. Jakie bedzie pole powierzchni tego gtazu po
odhupaniu od niego prostopadlo$ciennego kawalka o wymiarach 1m x 1 m x 2m, tak jak na ponizszym rysunku?

Wynik. 216m?

Rozwigzanie. Skoro 63 = 216, to dlugosé krawedzi sze$cianu wynosi 6 m. Odlupanie kawaltka nie zmienia pola
powierzchni glazu, wiec wynosi ono 6 - 62 = 216 m?.

Zadanie 2. Pawel i Gawel wygrali w totolotka i zakupili tadna prostokatna dziatke budowlana o wymiarach 35 m
na 25m. Zamierzaja wybudowaé dwa przylegajace do siebie domy i wspétdzielié ogréd G o powierzchni 300 m?. Plan
obiektu jest przedstawiony na obrazku:

G

(Odlegtosé miedzy dwiema sasiednimi liniami siatki wynosi 5m.) Jak daleko $ciana b musi wystawaé z jednej czesci
obiektu i zachodzi¢ w drugg czesé, aby pola powierzchni obu czeéci byly réwne?
Wynik. 8.75m

Rozwigzanie. Pole powierzchni jednego domu jest réwne potowie 35m - 25 m — 300 m? = 575 m?, czyli 287.5m?. Skoro
dtugosé jednego boku prostokatnego domu jest réwna 10 m, to drugi bok musi mie¢ dlugosé 28.75 m. Stad otrzymujemy
b=2_8.75m.

Zadanie 3. Marek chce wybraé sie na plaze. Ma on w swojej szafie nastepujace (rozréznialne) stroje: 5 par kapieléwek,
3 kapelusze stomkowe, 4 pary okularéw przeciwstonecznych oraz 5 podkoszulkéw. Regulamin plazy wymaga zatozenia
kapielowek, jednak noszenie kapeluszy, okularéw przeciwstonecznych i podkoszulkéw nie jest obowiazkowe. Wiadomo
wiec, ze Marek zalozy dokladnie jedne kapieléwki, a takze po co najwyzej jednej z pozostalych czesci stroju. Na ile
sposobow Marek moze przygotowaé strdj zgodnie z powyzszymi warunkami?

Wynik. 600

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze niezalozenie pewnej czesci stroju mozemy traktowaé jako dodatkowa mozliwosé. Jesli
chodzi o kapelusze stomkowe, Marek moze nie zalozy¢ zadnego lub wybraé jedng z trzech mozliwoéci, co daje w sumie
cztery opcje. Dla okularéw przeciwstonecznych dostajemy pie¢ mozliwosci, a dla podkoszulkéw — szes¢. Marek musi
wybraé¢ jedna z pieciu par kapielowek, zatem laczna liczba mozliwoéci to 5-4 -5 -6 = 600.

Zadanie 4. Laura spedzila swoje wakacje w lesie deszczowym. Kazdego dnia deszcz padal albo tylko rano, albo tylko
po potudniu, albo przez caly dzien. W ciagu wakacji Laury bylo dokladnie 13 dni, w ktére nie padalo przez caly dzien,
doktadnie 11 deszczowych porankéw oraz doktadnie 12 deszczowych popotudni. Ile dni trwaly wakacje Laury?

Wynik. 18 dni

Rozwigzanie. Niech v bedzie szukana liczba dni trwania wakacji. Woéwczas v — 11 jest liczba dni, w ktére deszcz nie
padal rano, za$ v — 12 jest liczbg dni, w ktére deszcz nie padal po potudniu. Skoro nie byto zadnego w pelni stonecznego
dnia, to

(v—11)+ (v —12) = 13,

skad v = 18.

Zadanie 5. Wyznacz najmniejsza nieujemnag liczbe calkowita n taka, ze n — 2 - Q(n) = 2016, gdzie Q(n) oznacza
sume cyfr liczby n.

Wynik. 2034

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze liczba n — Q(n) jest podzielna przez 9, a poniewaz 2016 jest liczba podzielna przez 9,

wiec Q(n) jest liczba podzielng przez 9 — to oznacza, ze n réwniez. Oczywiscie n < 3000, stad Q(n) <2+9+9+ 9,
zatem n = 2016 + 2 Q(n) < 2074. Latwo zauwazy¢, ze 2034 jest najmniejsza liczba spelniajaca powyzsze warunki.



Zadanie 6. Ile liczb catkowitych dodatnich & ma te wlasnos$é, ze pierwsza cyfra liczby k jest rowna liczbie cyfr liczby
k (w zapisie dziesietnym)?

Wynik. 111111111

Rozwigzanie. Jezeli n jest cyfra ré7na od zera, to jest doktadnie 107! liczb rozpoczynajacych sie cyfra n i majacych
wlasnosé opisang w tresci zadania, konkretnie sa to liczby od n0...0 do n9...9 wlacznie. Stad wnosimy, ze lacznie
istnieje doktadnie

14104+ ---4100000000 = 111111111
takich liczb.

Zadanie 7. Chodnik sktada sie z wielu plytek, z ktérych pewna ma ksztalt n-kata foremnego i jest ze wszystkich
stron otoczona przez inne plytki. Ptytka ta po obrocie wokoél swojego srodka o 48° przechodzi sama na siebie. Wyznacz
minimalne n, dla ktérego jest to mozliwe.

Wynik. 15

Rozwigzanie. Obroét zachowuje n-kat foremny wtedy, kiedy kat obrotu jest catkowits wielokrotnoscia kata pomiedzy
odcinkami laczacymi dwa sasiednie wierzcholki ze srodkiem n-kata. Ten kat jest réwny 360°/n, wiec szukamy

najmniejszego dodatniego n takiego, ze liczba:
4 2
360 150
w10

jest catkowita. Zatem szukane n jest réwne 15.

Zadanie 8. Drzien nazwiemy szczesliwym, jezeli jego zapis w formacie DD.MM.RRRR zawiera osiem parami réznych
cyfr, gdzie DD oznacza dzien, MM miesiac, a RRRR — rok oraz dla dni i miesigcy o numerach mniejszych od 10 za
pierwsza cyfre przyjmujemy zero. Przyktadowo 26.04.1785 byl dniem szczesliwym. Kiedy nadejdzie najblizszy (liczac
od dzisiaj) szczedliwy dzien?

Wynik. 17.06.2345

Rozwigzanie. Numer miesiaca kazdego szczesliwego dnia zawiera zero lub jest réwny 12, wiec numer roku nie zawiera
zera lub przekracza 3000. Rozwazmy pierwszy z tych przypadkow. Skoro pierwsza z cyfr DD moze by¢ tylko 0, 1, 2, 3,
to najmniejszym mozliwym rokiem jest 2145. Jednak wowczas numer dnia musiatby byé¢ réwny 30, co nie jest mozliwe,
gdyz cyfra zero musi wystapi¢ w numerze miesigca. Kolejnym mozliwym rokiem jest 2345 i okazuje sie, ze w roku tym
jest dzien szczesliwy. Pierwsza cyfra numeru dnia musi by¢ 1, skad pierwszym mozliwym numerem miesiaca jest 06.
Przyjmujac za numer dnia 17, otrzymujemy pelna date najblizszego szczesliwego dnia.

Zadanie 9. Znajdz liczbe réznych plaszezyzn zawierajacych doktadnie cztery wierzcholki prostopadtoscianu.
Wynik. 12
Rozwigzanie. Sze$é plaszczyzn zawierajacych Sciany prostopadloscianu spetnia zadane warunki. Co wiecej, dla kazdej

pary przeciwlegltych Scian sa dokladnie dwie ptaszczyzny prostopadte do tych $cian i zawierajace po jednej przekatnej
kazdej z nich. Lacznie uzyskujemy 12 ptaszczyzn.

Zadanie 10. Mata Kasia chce narysowa¢ piekny pétksiezyc uzywajac cyrkla i linijki. Najpierw rysuje okrag o srodku
w M i promieniu 1 = 3 cm. Potem wbija cyrkiel w punkt My lezacy na tym okregu i rysuje drugi okrag o promieniu
ro, ktéry przecina pierwszy okrag w koncach érednicy przechodzacej przez My, tak jak na rysunku ponizej:
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Jakie jest pole potksiezyca A w cm??

Wynik. 9

Rozwigzanie. Aby uzyskaé pole A, mozemy odjaé pole odcinka kota (o $rodku w M5 i promieniu 72) od pola pétkola
(o $rodku w M i promieniu r1). Zeby otrzymaé pole odcinka obliczamy pole éwiartki kola o promieniu o i odejmujemy
pole tréjkata prostokatnego rownoramiennego o ramieniu ro. Korzystajac z faktu, ze r3 = 2r? (z twierdzenia Pitagorasa),
wnioskujemy, ze poszukiwane pole jest réwne:



Zadanie 11. Kazdy ze stuzacych Krélowej Osmiornicy ma sze$é, siedem lub osiem ndg. Wszyscy stuzacy majacy
siedem nég zawsze klamia, a wszyscy majacy ich sze$é lub osiem zawsze méwia prawde. Pewnego dnia Krélowa
Og$miornica przywolala czterech ze swych stuzacych i zapytata ich, ile nég tacznie ma cala ich czwérka. Pierwszy ze
stuzacych odpowiedzial, ze liczba ta jest réwna 25, drugi udzielil odpowiedzi 26, trzeci stwierdzil, ze 27, a ostatni — ze
28. Jaka jest laczna liczba nég prawdoméwnych stuzacych Krélowej O$miornicy (sposréd tych czterech)?

Wynik. 6

Rozwigzanie. Co najwyzej jedna z czterech udzielonych odpowiedzi mogta by¢ poprawna, wiec wsréd stuzacych jest
doktadnie trzech lub dokladnie czterech ktamcéw. Jednak gdyby wszyscy czterej byli ktamcami, mieliby w sumie 28
noég, co oznaczaloby, ze ostatni z nich nie sktamal. Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, ze kltamliwi stuzacy maja w sumie 21
nég. Gdyby prawdomoéwny stuzacy miat 8 ndg, taczna liczba nég bytaby réwna 29, a taka odpowiedz nie padta. Wobec
tego prawdoméwny stuzacy ma 6 ndg (i udzielil trzeciej z opisanych w tresci zadania odpowiedzi).

Zadanie 12. W pewnym sklepie sprzedawane sg tabliczki mlecznej, biatej oraz gorzkiej czekolady, wszystkie po tej
samej cenie. Pewnego dnia przychdd sklepu ze sprzedazy mlecznej czekolady wyniést 270, ze sprzedazy bialej — 189,
za$ ze sprzedazy gorzkiej — 216. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba tabliczek sprzedanych tego dnia w tym sklepie?

Wynik. 25

Rozwigzanie. Cena jednej tabliczki jest wspdlnym dzielnikiem trzech liczb podanych w tresci zadania. Aby liczba
tabliczek byla najmniejsza z mozliwych, cena musi by¢ jak najwigksza, czyli by¢ najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
danych trzech liczb. Skoro NWD(270, 189, 216) = 27, to laczna liczba sprzedanych tabliczek wynosi

270 189 216 _
2t 27 271 7T

Zadanie 13. Ojciec piatki dzieci chce przygotowaé ciasteczka na podwieczorek dla pieciorga dzieci. Nauczony
bolesnym doswiadczeniem wie, ze musi rozdaé ciasteczka tego samego typu albo wszystkie rézne. W przeciwnym razie
jego dzieci cigzko sie pokldca. Pewnego dnia po dlugich dyskusjach o typach ciasteczek, nie mogac doj$¢ do zgody,
zirytowany powiedzial do najmlodszej corki Ani: ,,Péjdziesz do cukierni i poprosisz o x losowo wybranych ciasteczek.
Kiedy wrécisz do domu, kazde dziecko dostanie ciasteczko, a reszta zostanie dla mamy i taty.” Zakladajac, ze cukiernia
jest zaopatrzona w wiecej niz pie¢ typow ciasteczek, jaka liczbe = wybral ojciec, by mie¢ pewnoéé, ze bedzie mbgt
rozdaé ciasteczka, a jednoczesnie zaptaci¢ jak najmniej?

Wynik. 17

Rozwigzanie. Je$li Ania zaméwitaby 16 lub mniej ciasteczek, to mogloby sie zdarzyé¢, ze otrzymalaby ciasteczka
czterech rodzajéw, a w tym nie wiecej niz 4 ciasteczka kazdego rodzaju. Wowczas tata nie mogltby rozdaé ciasteczek nie
wywotujac kiétni. Na przyklad gdyby przyniosta 4 eklerki, 4 jagodowe babeczki, 4 drozdzéwki i 4 kremoéwki lub jeszcze
mniej ktoérego$ rodzaju, to tacie nie uda sie spokojny podwieczorek. Natomiast jesli Ania przyniesie 17 ciasteczek, to
albo bedzie przynajmniej 5 réznych ciasteczek, albo 5 ciasteczek tego samego typu.

Zadanie 14. Ile wynosi stosunek pola kola do pola kwadratu, jezeli wiadomo, ze ich obwody sg réwne?

Wynik. 4:7

Rozwigzanie. Niech r oznacza promien danego kota, natomiast a bedzie dlugoscia boku kwadratu. Na podstawie
warunkéw zdania widzimy, ze 2nr = 4a, stad

7Tr2_2r-7rr_2r-2a 4

a? a-2a a-mr T

Zadanie 15. W lutym Pawel wybral sie na Wyspy Kokosowe (terytorium zalezne Australii na Oceanie Indyjskim)
swoim prywatnym odrzutowcem. Wystartowal ze swojej posesji w Europie o 10:00 czasu srodkowoeuropejskiego (CET),
a wyladowal na wyspach nastepnego dnia o 5:30 czasu lokalnego (CCT). Wracajac do domu wystartowal o 8:30 czasu
lokalnego (CCT), a wyladowal o 17:00 czasu $rodkowoeuropejskiego (CET), tego samego dnia. Zakladajac, ze oba loty
trwaly tak samo dlugo, ktéra godzina byla na Wyspach Kokosowych, gdy Pawel ladowal w domu?

Wynik. 22:30

Rozwigzanie. Niech d oznacza dlugo$é¢ jednego lotu, a s réznice czasu miedzy Europg a Wyspami Kokosowymi
w godzinach. Mozemy rozwiaza¢ uktad rownan

d+ s =19.5,
d—s=28.5
otrzymujac d = 14, s = 5.5. Zatem Pawel powrécil do siebie o 22:30 czasu kokosowego (CCT).

Wyspy Kokosowe rzeczywiscie uzywaja strefy czasowej GMT+6:30, czyli maja zegary przesuniete o 5,5 godziny wzgledem
naszych.



Zadanie 16. Liczby 14, 20 oraz n spelniaja nastepujacy warunek: Iloczyn dowolnych dwéch z nich jest podzielny
przez trzecia. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych powyzszy warunek jest spelniony.

Wynik. 70, 140, 280

Rozwigzanie. Na mocy warunkéw zadania wiemy, ze n dzieli 14 - 20 = 23 - 5- 7, skad w rozktadzie na czynniki pierwsze
liczby n wystepuja jedynie liczby 2, 51 7, przy czym 5 i 7 wystepuja co najwyzej raz, natomiast 2 co najwyzej trzy
razy. Poniewaz 14 | 20n, wiec n jest wielokrotnoscia 7. Korzystajac z podzielnosci 20 | 14n, wnioskujemy, ze 10 | n.
Laczac powyzsze spostrzezenia, otrzymujemy 70 | n. Pozostaje zauwazyé, ze jedynymi liczbami spelniajacymi powyzsze
warunki sa 70, 140 i 280.

Zadanie 17. Prostokat jest podzielony na dwa trapezy wzdluz odcinka o dlugosci z, tak jak pokazano na rysunku.
Dhugoéci odcinkéw PA i AQ wynosza odpowiednio 10cm i 8 cm. Pole trapezu T jest réwne 90 cm?, natomiast pole
trapezu T» wynosi 180 cm?.

P A Q

Ty

Ile wynosi dlugos¢ odcinka x w cm?

Wynik. 17

Rozwigzanie. Oznaczmy przez R i S pozostale dwa wierzchotki danego prostokata. Niech B bedzie drugim koncem
odcinka o dtugoéci x oraz niech M bedzie takim punktem na SR, ze SM = PA = 10.

P A Q

T

S B M R

Pole prostokata PQRS wynosi 180 4+ 90 = 270 oraz PQ = 18, wiec PS = QR = 270/18 = 15. Na podstawie wzoru na
pole trapezu wiemy, ze

180 = %(BR + AQ) - QR,

wiec BR = 16. Z réwnosci BM = BR — M R = 8 oraz twierdzenia Pitagorasa wnosimy, ze

x =+ AM? + BM? = /289 = 17.

Zadanie 18. Elzbieta zebrata truskawki z ogrodka. Chce teraz rozdaé cze$¢ z nich swoim czterem synom w taki
sposob, by kazdy z nich otrzymal co najmniej trzy owoce, a ponadto Dominik dostal ich wiecej od Czestawa, Czestaw
od Bartka, a Bartek od Adama. Po rozdaniu truskawek, kazdy z synéw wie, ile sam ich dostal, ile w sumie truskawek
zostalo rozdanych, a takze zna przedstawione powyzej warunki. W jaki sposob Elzbieta powinna rozda¢ owoce, aby
oddac¢ ich jak najmniej, a takze by zaden z synéw nie mégt ze stuprocentows pewnosciag ustalié, ile truskawek dostat
kazdy z nich?

Wynik. (A, B, C, D) = (3, 5, 6, 8)

Rozwigzanie. Bartek musi otrzymaé co najmniej pie¢ truskawek, bo inaczej wiedzialby, ze Adam dostal doktadnie trzy.
Najmniejsza mozliwa konfiguracja uwzgledniajaca ten fakt, (3,5, 6,7), nie spelnia warunkéw zadania (Dominik moze
wywnioskowaé liczby rozdanych truskawek), sprawdzmy wiec te z dolozona jedna truskawka. Sa dwie takie konfiguracje:
(4,5,6,7) i (3,5,6,8). Pierwsza z nich nie spelnia warunkéw (podobnie jak poprzednio, Dominik ma pelna informacje),
za$ w przypadku drugiej mozna latwo sprawdzié, ze zaden z braci nie jest w stanie ustali¢ dokladnej konfiguracji.
Zatem (3,5, 6,8) jest szukana odpowiedzia.



Zadanie 19. Na okregu napisane sa, zgodnie z ruchem wskazowek zegara, kolejne liczby catkowite od 1 do 1000.
Poczawszy od 1, zaznaczamy co pietnasta napisana liczbe idac zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (tzn. 1, 16, 31,
itd.). Postepujemy tak az do momentu, kiedy bedziemy musieli zaznaczy¢ liczbe, ktéra juz byla zaznaczona. Jak wiele
liczb pozostanie niezaznaczonych po wykonaniu tej procedury?

Wynik. 800

Rozwigzanie. Podczas pierwszego przejscia okregu zaznaczamy wszystkie liczby postaci 15k + 1 (dla k caltkowitego
z odpowiedniego zakresu), zaczynajac na 1 i koficzac na 991. Kolejny przebieg zaczyna sie liczba 6, a konczy liczba 996
— zaznaczamy liczby postaci 15k + 6. W trzecim przejsciu zaczniemy na 11, a skonczymy na 986, ktéra bedzie ostatnia
zaznaczong liczba (odwiedzamy liczby postaci 15k + 11). Zauwazmy, Ze po tej procedurze zaznaczymy dokladnie
liczby postaci 5k 4 1, ktére stanowia jedna piata liczb napisanych na okregu. Zatem 4/5 - 1000 = 800 liczb pozostanie
niezaznaczonych.

Zadanie 20. Wyznacz sume miar siedmiu katéw zaznaczonych na ponizszym rysunku (w stopniach).

Wynik. 540°

Rozwigzanie. Oznaczmy wierzcholki naszego wielokata przez A, B,...,G (jak pokazano na rysunku). Niech DF
przecina AB i AG w punktach odpowiednio X i Y.

G C
F
D
B
Y
X
A E

Niech S oznacza szukang sume. Poniewaz suma katéw wewnetrznych w obu czworokatach X BC'D oraz Y EFG jest
réwna 360°, wiec

S+ /BXY +/XYG — ZXAY =2-360°.
Jednakze Z/BXY =180° — LZAXY oraz ZXYG = 180° — LXY A, skad

/BXY 4+ /ZXYG — £LXAY =360° — (LAXY + Z/XY A+ LXAY) = 180°.
Oznacza to, ze S = 540°.

Zadanie 21. Uczniowie pewnej klasy jako zadanie domowe mieli policzy¢ srednia arytmetyczna liczb 1, 3, 6, 7, 8
i 10. Niestety, Lucyna zastosowala niepoprawna metode jego rozwigzania: najpierw wybrala dwie spoéréd danych liczb
i policzyta ich érednig arytmetyczna. Nastepnie policzyla Srednia z tej sredniej i ktérejs z pozostatych liczb i powtarzata
ten krok, az uzyte zostaly wszystkie sposréd poczatkowych liczb. Jaki jest najwiekszy blad bezwzgledny (tzn. wartosé
bezwzgledna réznicy uzyskanego i poprawnego wyniku), jaki mogla otrzymaé?
Wynik. 17/6
Rozwigzanie. Yatwo zauwazyé, ze postepowanie Lucyny mozna sprowadzi¢ do wybrania pewnego ustawienia danych
liczb, powiedzmy (a1, as, as, a4, as, ag), i obliczenia wartosci
a a2 as a4 as ae

S:¥+$+274+¥+272+§'
Najwigksza mozliwa warto$é S jest osiagana dla porzadku rosnacego (poniewaz najwigksza liczba jest dzielona przez
najmniejsza, druga najwieksza przez druga najmniejsza itd.). Analogicznie, najmniejsza warto$¢ S jest osiagana dla
ustawienia malejacego. Oczywiscie, najwickszy blad jest osiagany dla ktérejé z tych skrajnych wartosci. Srednia
arytmetyczna danych liczb wynosi 35/6. Dla porzadku rosnacego dostajemy S = 67/8, co daje blad 61/24. Dla
ustawienia malejacego otrzymujemy S = 3, co daje blad 17/6, ktéry jest tez ostatecznym wynikiem.



Zadanie 22. Po jednej stronie prostej ulicy znajduje sie pie¢ latarni Ly, Lo, L3, L4 i Ls w réwnych dwunastometrowych
odstepach. Po przeciwnej stronie stoi sklep z lodami. Wejscie do sklepu oznaczone jest punktem E. Kat trojkata EL; Lo
lezacy naprzeciw boku Lj Lo ma miare o = 27°. Kat tréjkata ELqLs lezacy naprzeciw FL; ma taka sama miare

a = 27°.
L5 L4 L3 L2 Ll
I

%
E

Ile wynosi odlegtoé¢ od Ly do E?

Wynik. 24m
Rozwigzanie. Tréjkaty ELyLs i EL,Ls sa podobne, gdyz oba zawieraja katy réwne o i £Ls L1 E. Mamy stad
EL, LsLy ) 9
= EL7{=LsLy-LsLy =12-48 =
L2L1 EL1 s wiec 1 211 5401 8 576,

zatem szukana dtugos$é¢ odcinka FL; wynosi 24 m.

Zadanie 23. Klara wylosowala dwie rézne liczby naturalne sposréd liczb od 1 do 17 (wlacznie), a nastepnie pomnozylta
je. Niespodziewanie, otrzymany iloczyn okazal sie by¢ rowny sumie pozostalych pietnastu liczb. Znajdz dwie liczby,
ktére wylosowalta Klara.

Wynik. 101 13

Rozwigzanie. Oznaczmy przez a i b liczby spelniajace podane warunki. Skoro suma pierwszych siedemnastu liczb
naturalnych wynosi 153, to trzeba rozwiazaé¢ réwnanie 153 — (a+b) = ab. Zmieniajac kolejno$é wyrazéw i dodajac do obu
stron réwnania liczbe 1, otrzymujemy 154 = ab+a+b+1 = (a+1)(b+1). Skoro 154 =2-7-11i2 < (a+1), (b+1) < 18,
to jedyny mozliwy rozklad na czynniki to 154 = 11 - 14. Dlatego szukanymi liczbami sa 10 i 13.

Zadanie 24. Wryznacz ile jest széstek (a,b, ¢, d, e, f) liczb catkowitych dodatnich takich, ze a >b>c>d>e> f
oraz a+ f=b+e=c+d=307

Wynik. (%) = 364

Rozwigzanie. Zapiszmy dowolng szdstke jako

(a,b,c,d,e, f) = (154 2,15+ y,154 2,15 — 2,15 — y,15 — ),

gdzie 0 < x,y,z < 15. Warunek a > b > ¢ > d > e > f jest rbwnowazny zaleznosci x > y > z > 0, wiec kazda szdstka
jest wyznaczona jednoznacznie przez wybor trzech liczb catkowitych dodatnich mniejszych od 15, ktérego mozemy
dokonaé¢ na (134) = 364 sposobow.

Zadanie 25. Bomba zegarowa jest wyposazona w wyswietlacz elektroniczny pokazujacy czas do wybuchu w minutach
i sekundach. Odliczanie rozpoczelo sie od wartosci 50:00 na wyswietlaczu. Swiatetko zapala si¢, gdy na wyswietlaczu
liczba minut jest réwna liczbie sekund (np. 15:15) lub gdy mozemy czytaé cyfry w odwrdconej kolejnosci nie zmieniajac
wyniku (np. 15:51). Mozemy rozbroi¢ bombe w momencie, gdy $wiatetko zapali si¢ po raz 70. Jaki czas bedzie wtedy
pokazywal wys$wietlacz?

Wynik. 03:03

Rozwigzanie. Liczba minut jest réwna liczbie sekund raz w kazdej minucie, wiec zdarzy sie to 50 razy, a mozliwosé
czytania od konca pojawia sie raz w kazdej minucie z cyfra jednosci mniejsza od 6, a wiec 30 razy. Ponadto pieciokrotnie
mamy jednoczesnie oba powody $wiecenia (00:00, 11:11, .. .,44:44). Zatem $wiatelko zapala sie lacznie 75 razy (wliczajac

moment wybuchu). Moment na rozbrojenie bomby jest odpowiedni, gdy pozostanie jeszcze 5 mrugnieé (00:00, 01:01,
01:10, 02:02, 02:20), a wiec, gdy wyswietlone jest 03:03.

Zadanie 26. Danych jest pie¢ stycznych okregéw jak pokazano na rysunku. Znajdz promien najmniejszego okregu,
jesli promien najwiekszego okregu wynosi 2, natomiast promienie dwéch okregdw z zaznaczonymi srodkami sa rowne 1.



Wynik. %
Rozwigzanie. Oznaczmy przez My, Mo, i M3 $rodki okregéw jak na rysunku oraz przez rs oznaczmy promien okregu

z drugim najmniejszym promieniem.

A -~
\ Ms
|
PROC
B
M, M,

Dzicki symetrii wiemy, ze M; My L M Ms. Twierdzenie Pitagorasa daje nam réwnosé
M M3 + MyM3 = MoM; lub 1+ (2 —73)? = (14 73)%,

€O oznacza, ze 13 = %

Niech P bedzie takim punktem, ze czworokat M;MsPMs jest prostokatem. Oznaczmy przez A, B i C' punkty
przeciecia odcinkéw PMy, BMy i CMs (w tej kolejnosci) z odpowiednimi okregami (tak jak na rysunku). Poniewaz
czworokat Ms My M3 P jest prostokgtem, wiec PB = %—1 = %, PC = 1—% = % oraz PA=2—MyMs =2—(1+4r;3) = %
Zatem odlegto$é¢ punktu P od punktéw A, B i C' wynosi % Oznacza to, ze punkty A, B i C lezg na okregu w o
$rodku w punkcie P i promieniu réwnym % Definicja punktéw A, B i C pozwala stwierdzié, ze sa to punkty stycznosci
odpowiednich okregéw z w — oznacza to, ze okrag w o promieniu % jest szukanym okregiem w zadaniu.

Zadanie 27. W kasynie, przy jednym z wielkich stotéw, toczy sie gra w ruletke. Gdy Eryk opuscit gre z zetonami
wartymi 16 000 euro, $redni majatek przy tym stole zmalat o 1000 euro. Gdy jakis czas p6zniej do stolu dotaczyty
hazardzistki Ola i Jola, kazda z majatkiem wartym 2000 euro, ponownie przecietny wynik przy stole spadl o 1000
euro. [lu graczy siedzialo przy stole zanim Eryk opudcil gre?
Wynik. 9
Rozwigzanie. Oznaczmy przez n poczatkowa liczbe graczy, zas przez x przecietny majatek gracza (réwniez poczatkowy).
7 tredci zadania otrzymujemy nastepujace rownania:

nm—160002x_1000 oraz nx_16000+2'2000:x—2~1000.

n—1 n+1

Po przeksztatceniu dostajemy

z = 17000 — 1000n i 2000n — 10000 = =,

skad latwo wynika n = 9. Zatem zanim Eryk odszed! od stolu, bylo przy nim dziewiecioro graczy.

Zadanie 28. W szescianie 7 x 7 x 7 kazde dwa sasiadujace ze soba jednostkowe szeSciany sa oddzielone od siebie
przegroda. Chcemy usunaé pewna liczbe przegréd, tak aby kazdy jednostkowy sze$cian zostal polaczony z co najmniej
jednym zewnetrznym szescianem jednostkowym. Jaka jest najmniejsza liczba przegréd, ktére trzeba usunaé?

Wynik. 125

Rozwigzanie. Na poczatku zauwazmy, ze szescianéw jednostkowych jest 73. Poprzez usuniecie jednej przegrody taczymy
ze soba dwa szeSciany jednostkowe i liczba oddzielonych obszaréw w obrebie calego szeScianu zmniejsza sie o jeden.
Chcemy otrzymaé co najwyzej 73 — 53 oddzielonych obszaréw (jest to liczba zewnetrznych szedcianéw jednostkowych).
Wiynika stad, ze potrzebujemy usunaé co najmniej 5% = 125 przegréd. Latwo zauwazy¢, ze 125 wystarcza.

Zadanie 29. Wiadomo, ze 20xxx16 jest siedmiocyfrowym kwadratem pewnej liczby naturalnej. Jakie trzy cyfry
zostaly pominiete?

Wynik. 909

Rozwigzanie. Niech a? bedzie kwadratem koficzacym si¢ dwiema cyframi 16. Oznacza to, ze a? — 16 = (a — 4)(a + 4)
dzieli sie przez 100, zatem a = 2b oraz (b — 2)(b + 2) dzieli sie przez 25. Tak wiec b = 25n + 2 i w konsekwencji
a = 50n + 4. Skoro 14542 > 1450% = 2102500 > 2100000 oraz 14042 < (1.414 - 1000)? < (1000v/2)? = 2000000, to
jedyna mozliwoécia jest a = 1446, czyli a? = 2090916.



Zadanie 30. Tréjkat ABC, w ktérym AB = AC = 5m oraz BC = 6m, jest czeSciowo wypekliony woda. Gdy
tréjkat lezy na boku BC, poziom powierzchni wody znajduje sie 3 m ponad bokiem. Na jakiej wysokoSci w metrach
znajduje sie powierzchnia wody, gdy trojkat lezy na boku AB?

A

Wynik. 18/5

Rozwigzanie. Niech D bedzie srodkiem BC, wtedy AABD jest trojkatem prostokatnym, zatem z twierdzenia
Pitagorasa otrzymujemy AD = 4. Czeé¢ tréjkata niewypelniona przez wode jest wiec tréjkatem podobnym do AABC
ze skala podobienistwa 1/4. Skoro stosunek pdl (niewypelnionej czedci i calego trdjkata) zachowuje sie po obrocie
tréjkata, takie samo podobieristwo musi zachodzié réwniez w nowej sytuacji. Zatem poziom wody lezy zawsze w 3/4
wysokosci, wiec wystarczy obliczyé dlugosé wysokosci opuszczonej na AB. Wiedzac, ze pole AABC jest réwne
1.AD - BC =12, otrzymujemy hap = 2-12/AB = 24/5. Dochodzimy do wniosku, ze wysoko$¢ powierzchni wody jest
réwna 3/4 -24/5 = 18/5.

Zadanie 31. Mamy 6 pudelek ponumerowanych od 1 do 6, w ktérych umieszczono tacznie 17 brzoskwin. Mozemy
wykonywaé ruchy zgodnie z nastepujaca zasada: Jesli jest dokladnie n brzoskwin w pudetku o numerze n, to mozemy
zjesé jedng brzoskwinie, a pozostate n— 1 roztozy¢ po jednej w pudetkach od 1 do n— 1. Jak rozmieszczono 17 brzoskwin,
aby mozliwe bylo zjedzenie wszystkich zgodnie z powyzsza zasada?
Wynik. 1,1,3,2,4,6
Rozwigzanie. PrzeSledZzmy rozmieszczenie od korica: Stan (0,0,0,0,0,0), tj. gdy wszystkie brzoskwinie sa zjedzone,
mégl byé osiagniety jedynie z (1,0,0,0,0,0), ktéry mdgt powstaé wylacznie z (0,2,0,0,0,0) i tak dalej.

W ten sposéb otrzymujemy jednoznaczny ciag rozmieszczen

...(0,2,0,0,0,0), (1,2,0,0,0,0), (0,1,3,0,0,0), (1,1,3,0,0,0), ...
ktory koriczy sie na (1,1,3,2,4,6), gdy mamy 17 brzoskwii.

Zadanie 32. Prosty wyciag krzesetkowy z dwuosobowymi siedzeniami pracuje na stoku. 74 osoby planuja wjazd na
gbre, podczas gdy 26 oséb czeka u gory, aby zjecha¢ w dot. Dokladnie w poludnie para oséb siada na krzesetko na obu
przystankach. Nastepnie pozostali pasazerowie kolejno siadajg na kolejne krzesetka. O 12:16 pierwsze krzesetko jadacych
do géry mija ostatnie zapelnione krzesetko podrézujacych w doét, a o 12:22 pierwsze krzesetko jadacych w dot mija
ostatnie zajete krzesetko jadacych w gore. Odleglos¢ pomiedzy kazdymi dwoma krzesetkami jest taka sama, a wyciag
pracuje ze stala szybko$cig oraz wszyscy pasazerowie jada parami. Jak dlugo trwa podréz z dolnego przystanku wyciagu
do goéry (w minutach)?

Wynik. 26

Rozwigzanie. Po pierwsze zauwazmy, ze w dét chee jechaé 13 par, a wigc mamy 12 odlegloéci migdzy krzesetkami,
a w gore 37 par, czyli 36 odcinkow miedzy krzesetkami — trzykrotnie wiecej. Stad czas pomigdzy podanymi w zadaniu
momentami jest dwukrotnie dluzszy od czasu migedzy momentem spotkania pierwszych zapelnionych krzesetek do 12:16.
Stad wnosimy, ze pierwsze zapelnione krzesetka spotkaly sie o 12:13, a byto to dokladnie w polowie drogi, a wiec czas
podrézy wynosi 26 minut.

Zadanie 33. W rombie ABCD punkty M i N rézne od punktéw A, B i C leza na odcinkach odpowiednio AB, BC
tak, ze trojkat DM N jest réwnoboczny oraz AD = M D. Znajdz ZABC (w stopniach).

Wynik. 100°

Rozwigzanie. Poniewaz CD = AD = MD = ND, wiec trojkaty AMD i NCD sg réwnoramienne o podstawach
odpowiednio AM i NC.
Niech § = ZLDAB; wtedy LABC = ZADC = 180° — 6. Jednakze

/DAM = /AMD = /DNC = Z/NCD =0,
wiec

LADM = ZNDC = 180° — 20

LADC = LZADM + ZMDN + ZNDC = 420° — 46.



Otrzymujemy wiec, ze 420° — 46 = 180° — € lub 6 = 80°, zatem LABC = 100°.

N
C B

D A

Zadanie 34. Kazde pole szachownicy 2 x 7 kolorujemy na zétto lub zielono. Ile jest mozliwych kolorowan szachownicy
takich, ze na szachownicy nie wystepuje z6tty lub zielony L-trimino?

L-trimino jest ponizszym (lub obréconym) ksztaltem:

Wynik. 130

Rozwigzanie. Jesli ktoras kolumna szachownicy jest jednokolorowa, to wtedy sasiednie kolumny musza mie¢ inny kolor,
a nastepne kolumny musza mieé¢ ten sam kolor co pierwsza itd., wiec sa dwie mozliwosci pokolorowania szachownicy
w ten sposdb, w zaleznosci od koloru uzytego do pokolorowania pierwszej kolumny.

7 drugiej strony, z poprzedniego akapitu wynika, ze jesli jest kolumna pokolorowana obydwoma kolorami, to do
pokolorowania kazdej kolumny zostaly uzyte oba kolory. Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku nie ma znaczenia ktory
kolor bedzie na gérze, a ktéry na dole, bo kazde takie kolorowanie bedzie spelnialo warunki zadania, wiec jest 27 = 128
takich kolorowan.

W sumie jest 2 4+ 128 = 130 mozliwych kolorowan szachownicy.

Zadanie 35. Michal jest zapalonym zbieraczem diamentéw, ale na razie posiada ich mniej niz 200. Podzielit je na
kilka stos6w (przynajmniej dwa), w taki sposéb, ze:

e kazde dwa stosy skladaja sie z réznej liczby diamentow,
e w zadnym stosie nie ma dokladnie dwéch diamentow,

e jesli ktérykolwiek stos podzielimy na dwa mniejsze, to przynajmniej jeden z nich bedzie zawieral tyle samo
diamentow, co juz istniejacy.

Jaka jest najwieksza liczba diamentow, ktére moze posiada¢ Michal?
Stos sklada sie z niezerowej liczby diamentéw.
Wynik. 196

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze mamy podzial na stosy zgodny z opisem w zadaniu. Niech m oznacza liczbe diamentéw
w najmniejszym stosie. Jedli m > 3, to mozna go podzieli¢ na dwie mniejsze o wielkoéciach 1 i m — 1, réznych od juz
istniejacych. A zatem m = 1, bo nie ma stosu, w ktorym sg dokladnie 2 diamenty.

Kolejny najmniejszy stos musi zawiera¢ dokladnie 3 diamenty. Gdyby bowiem zawieral ich n > 4, to rozmiary 2
i n — 2 bylyby wolne.

Dalej rozumujemy przez indukeje: jesli stosy o wielkosciach 1,3,...,2k —1 (k > 1) stanowia k najmniejszych stoséw,
to kolejny najmniejszy (jesli istnieje) musi zawiera¢ 2k + 1 diamentéw. Niech p oznacza rozmiar tego stosu. Gdyby
p bylo parzyste, to mozna taki stos podzieli¢ na mniejsze o parzystych rozmiarach. Jesli zag p > 2k + 3, to podzial
p =2+ (p—2) réwniez da dwa rozmiary, ktére wczesniej nie wystepowaly. Natomiast widzimy, ze p = 2k + 1 spelnia
warunki zadania.

Stad wnosimy, ze liczba diamentéw Michata musi byé postaci: 1 4+ 3 + ...+ (2k — 1) = k2. Najwickszy kwadrat,
ktéry jest mniejszy niz 200, to 142 = 196, a wiec tyle diamentéw posiada Michat.



Zadanie 36. W grze w ,papier, kamien, nozyce” mozna pokaza¢ trzy symbole: P — papier, K — kamien oraz N —
nozyce, ktore sg powiazane zaleznosciami N > P, P> K, K > Noraz K =K, P= P, N = N, przy czym A > B
oznacza ,A pokonuje B”, zas A = B oznacza ,,gdy A i B sa grane przeciwko sobie, runda konczy sie remisem”. Turniej
Dwurecznego Marynarza Bez Powtérzen miedzy graczami Gy i Go sklada si¢ z 9 rund opisanych powyzej. W kazdej
rundzie kazdy z graczy wybiera pare (¢;, p;), gdzie ¢; oraz p; oznaczaja odpowiednio symbole pokazane przez lewa oraz
prawa dlon gracza G;. Podczas caltego turnieju kazdy z graczy musi wybraé¢ kazda z mozliwych par doktadnie raz.
W kazdej rundzie miedzy graczy rozdzielane sg dokladnie 4 punkty w nastepujacy sposéb: dla kazdej pary grajacych ze
soba dloni (lewe/prawe) zwyciezca dostaje 2 punkty a przegrany 0 punktéw lub obaj gracze dostaja po jednym punkcie
jesli jest remis (na danej parze dloni). Przypusémy, ze gracze wykonuja ruchy losowo. Jakie jest prawdopodobienistwo,
ze kazda z 9 rund turnieju zakoriczy si¢ remisem (tzn. z wynikiem 2:2)7

Wynik. 3!3/9! = 1/1680

Rozwigzanie. Rozwazmy trzy zbiory, z ktérych kazdy zawiera trzy z mozliwych do zagrania par w jednej rundzie:
Rp = {(P,P), (K7N)7 (N,K)}, Ri = {(KaK)a (va)a (P,N)},

Ry = {(N’N)v(P’K)v(KaP)}'

Zauwazmy, ze pojedyncza runda turnieju konczy si¢ remisem wtedy i tylko wtedy, gdy dwie pary nalezace do tego samego
zbioru sposréd Rp, Ry, Ry sa grane przeciwko sobie. Kazdy z mozliwych przebiegdéw calego turnieju mozna zakodowaé
(wzajemnie jednoznacznie) przez pare permutacji elementéw zbioru Rp U Ri U Ry pierwsza permutacja odpowiada
wyborom gracza G; w kolejnych turach, zas druga — wyborom gracza G5. Wszystkie rundy koicza sie remisem wtedy
i tylko wtedy, gdy elementy kazdego ze zbioréw Rp, Ry, Ry zajmuja te same trzy pozycje w permutacjach graczy
G oraz (o, czyli pary z poszczegélnych zbioréw byly grane w tych samych turach. Rozwazmy dowolna permutacje
oznaczajaca kolejno$¢ ruchow gracza G w kolejnych turach. Liczba ulozen ruchéw Gy w calym turnieju, prowadzacych
do remisu w kazdej z rund, jest réwna 3!3, niezaleznie od wybranej permutacji gracza G;. Stad wynika, ze szukane
prawdopodobienstwo jest rowne

313 1

9! 1680

Zadanie 37. Dana jest bryta, ktérej siatka zawiera osiem tréjkatéw réwnobocznych i sze$¢ kwadratéw, tak jak na
ponizszym rysunku:

Zakladajac, ze dlugos$é kazdej z krawedzi wynosi 1km, jaka jest objetosé bryly (w kmg)?

Rozwigzanie. Bryle t¢ mozna otrzymac z szeScianu w nastepujacy sposéb: Scinamy kazdy wierzcholek plaszczyzna
przechodzaca przez srodki krawedzi przylegtych do usuwanego wierzchotka. Diugos$é krawedzi tego szeScianu wynosi
V2, wiec jego objetoéé to 2v/2. Kazdy z usunietych kawalkéw to ostrostup tréjkatny, ktérego podstawa jest tréjkat
réwnoramienny prostokatny o dtugosci przyprostokatnej réwnej v/2/2. Wysokoéé ostrostupa réwniez wynosi v/2/2.
Zatem jego objetos¢ to 1 - 1 - (v/2/2)% - (V2/2) = V/2/24, a objetos¢ calej bryly jest réwna 2v/2 — 8 - v/2/24 = 51/2/3.

Zadanie 38. Znajdz jedyny trzycyfrowy dzielnik pierwszy liczby 999 999 995 904.
Wynik. 601
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

999 999995904 = 10'? — 212 = 212(512 _ 1)
oraz

52 1=6-D)6+DGEE+D)G -5+ 1)GBE+5+1)(5* - 52 +1),

ale tylko ostatni czynnik jest wiekszy od 100. Skoro wiemy, ze trzycyfrowy dzielnik pierwszy istnieje i 5% — 5% + 1 = 601
na pewno nie jest podzielne przez 2, 3 1 5, to jest liczba pierwsza, wiec jest poszukiwanym dzielnikiem.
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Zadanie 39. Trzynadcie pszczol: pszezdtka Maja i dwanadcie duzych pszczol mieszka w plastrze miodu sktadajacym
sie z 37 komorek. Kazda duza pszczota zajmuje trzy parami sasiednie komérki, a Maja zajmuje doktadnie jedna komorke
(tak, jak na rysunku). Na ile sposob6w mozemy podzielié¢ plaster miodu na 13 rozlacznych czesci, tak zeby kazda
pszczola zajeta dokladnie jedna czes¢?

Wynik. 20
Rozwigzanie. Pokolorujmy 13 komoérek na szaro, tak jak na obrazku:

Kazda trzykomoérkowa czesé musi zawiera¢ doktadnie jedna szara komérke, wiec Maja musi zajaé jedno z szarych
pol.
Jedli bylaby to srodkowa komérka, to reszte pdl mozna by podzieli¢é na dokladnie dwa sposoby na 12 czesci
wydzielonych dla duzych pszczél (jeden z nich jest pokazany na rysunku, a drugi powstaje z pierwszego przez obrédt o 60
stopni). Dla kazdej ze ,$rodkowych” komérek istnieje dokladnie jeden sposéb, zeby pomiescié duze pszczoly w plastrze.
Wreszcie, dla kazdej ze skrajnych szarych komoérek sa doktadnie dwa sposoby na podzielenie pozostalych pdél na czesci
skladajace sie z trzech komérek (tak jak na rysunku ponizej oraz symetrycznie).

W sumie uzyskujemy 2+ 6 -1+ 6 - 2 = 20 sposobdw na podzial plastra zgodnie z zalozeniami.

Zadanie 40. Trojkat réwnoboczny ABC jest wpisany w okrag w. Punkt X lezy na krétszym tuku BC' okregu w,
proste AB i CX przecinaja sie w punkcie 7T'. Ile wynosi dtugo$¢ odcinka BX, jesli AX =5 oraz TX = 37

Wynik. 15/8

Rozwigzanie. Wiemy, ze ZAXB = LZACB = 60° oraz ZAXC = ZABC = 60°, a wiec /BXT = 180° — ZAXB —
ZAXC = 60°. Niech U bedzie punktem lezacym na prostej AX takim, ze TU || BX.
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Wtedy TUX jest trojkatem réwnobocznym i ATUA ~ ABX A. Zatem otrzymujemy:

TU TX -AX 15

BX = —- == —.
AU TX +AX 8

Zadanie 41. Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym. Punkt P lezacy we wnetrzu trojkata ABC nazywamy
blyszczgeym, jesli mozemy znalezé 27 polprostych o poczatku w P przecinajacych boki tréjkata ABC' tak, ze ten tréjkat
bedzie podzielony przez te péiproste na 27 mniejszych tréjkatéw o réwnym polu. Wyznacz liczbe blyszczacych punktow
wewnatrz trojkata ABC.

Wynik. (%) = 325

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze PA, PB, PC znajduja sie wsréd 27 pélprostych wypuszczonych z P: w przeciwnym
przypadku, otrzymaliby$my czworokat, co prowadzitoby do sprzecznosci. Podzielmy obwdéd AABC na 27 odcinkéw
takich, ze kazdy bok jest podzielony na odcinki o réwnej dtugosci; w sumie jest (226) = 325 takich podzialéw, skoro jesli
wybierzemy A jako pierwszy punkt podzialu, mozemy wybra¢ B i C' z pozostalych 26 punktow. Wreszcie zauwazmy, ze
kazdy taki podzial odpowiada dokladnie jednemu blyszczacemu punktowi. Kazdy blyszczacy punkt wyznacza przez
wychodzace z niego polproste taki podzial obwodu. Z drugiej strony, jesli podzielimy odpowiednie boki na a, b, ¢
odcinkéw, to wystarczy wzia¢ jako P jedyny punkt wewnatrz AABC' taki, ze odlegloéci P od bokéw BC, CA, AB
sa w stosunku a : b : c. Proste obliczenia pokazuja, ze P jest rzeczywiscie blyszczacym punktem, a polproste z niego
wychodzace dziela AABC zgodnie z zadanym podziatem.

Zadanie 42. Ile jest dodatnich dzielnikéw 20162 mniejszych od 2016, ktére nie sa dzielnikami 20167

Wynik. 47

Rozwigzanie. Rozkladajac na czynniki pierwsze liczbe 2016 = 2° - 3% - 7, uzyskujemy rozklad 20162 = 2'0.3%.72. Zatem
20162 ma 11-5-3 = 156 dodatnich dzielnikéw, z ktérych % - (165 — 1) = 82 sa mniejsze niz 2016, poniewaz dzielniki
20162 — wylaczajac 2016 — mozemy podzieli¢ na pary (z,y) takie, ze z -y = 20162 i 2 < 2016 < y. Zauwazmy, ze
2016 ma 6 -3 -2 — 1 = 35 dzielnikéw mniejszych od 2016, ktére oczywiscie sa réwniez dzielnikami 20162. Stad szukana
liczba dzielnikéw jest réwna 82 — 35 = 47.

Zadanie 43. Niech
dn ++4n? — 1

Ly = .
V2n—1+4++2n+1

Oblicz Z1 + Z2 + -+ Z2016.
Wynik. 1(4033/4033 — 1)

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dla n € N,

dn +V4n2 —1 (V2n+1—v2n—1)(V2n + 1) + V2n + 1v2n — 1+ (v2n — 1)?)

V2n—1+vV2n+1 (V2n+1—vV2n—1)(vV2n+1++2n—1)
= %((\/Qn +1)%2 - (vV2n —1)3).

Zatem,

Zy 4+ Zaors = %((\/3)3 — (VI + (V5)® = (VB)® + -+ + (V4033)® — (v4031)%)
= %(4033\/4033 ~1).

Zadanie 44. Ciag liczb calkowitych ag, a1, as, ... konstruujemy zgodnie z zasada: Jesli a; jest podzielne przez 3, to
ai+1 = a;/3, w przeciwnym wypadku a;11 = a; + 1. Dla ilu calkowitych dodatnich wyrazéw poczatkowych ag ciag
osiaga wartos$¢ 1 pierwszy raz dokladnie po 11 krokach (tj. a1 = 1, ale ag, a1, ...,a10 # 1)?

Wynik. 423

Rozwigzanie. Liczba 1 moze by¢ w jednym kroku osiagnieta wytacznie z liczby 3, ktéra z kolei moze powstac z 2 lub 9.
2 moze powstaé z 1 albo z 6, ale 1 nie chcemy liczy¢. Liczba 9 mogla powsta¢ z 8 lub 27. Niech P, oznacza zbior liczb
catkowitych dodatnich takich, ze ciag a, osiaga 1 dokladnie w n krokach wtedy i tylko wtedy, gdy ag € P,.

Niech p,, oznacza liczbe elementéw P,. Ponadto oznaczmy przez x,, yn, 2, liczby elementow P,, ktore daja reszte
z dzielenia przez 3 odpowiednio 0, 1, 2.

Zauwazmy, ze aby otrzymaé P, ze zbioru P, dla n > 3 bierzemy 3z dla kazdego x ze zbioru P,, oraz x — 1 dla
kazdego x ze zbioru P, takiego, ze x — 1 nie dzieli si¢ przez 3. Zauwazmy, ze wszystkie elementy P, dla n > 3 sg
wigksze od 3. Mamy zatem

12



® z,.1 = Py, bo dla kazdego x € P, mamy 3z € P, 41,
® Yni1 = Zp, bo liczby postaci 3k +1 w P, powstaja dokladnie z liczb postaci 3k + 2 w P, oraz
® 2,.1 = &, z podobnego powodu.

Mamy zatem
Pn =Tn +Yn + 2n =DPn—1+Pn—2+Pn-3 dla n > 4.

Poczatkowe rachunki daja p;1 = 1,p2 = 2,p3 = 3, a kolejne wyrazy obliczamy tatwo ze znalezionej zaleznoéci
rekurencyjnej, otrzymujac p11 = 423.

Zadanie 45. Niech ABCD, AEFG i EDHI beda prostokatami, ktérych srodkami sa odpowiednio punkty K, L, J.
Zalézmy, ze A lezy na HI, D lezy na FG, E lezy na BC oraz ZAED = 53°. Podaj miare ZJK L (w stopniach).

Wynik. 74°
Rozwigzanie. Poniewaz K jest $rodkiem BD i J jest $rodkiem DI, wiec KJ || BI i podobnie KL || CF. Zatem
ZJKL =/IBA+ /DCF. Skoro ZAIE = ZABE = 90°, to na czworokacie BI AE mozna opisa¢ okrag. Dalej,

ZIBA=/IEA=90° - ZLAED = 37°.

Analogicznie Z/DCF = 37°, zatem /JKL = 74°.

H

Zadanie 46. Jakub wybral pewna liczbe (niekoniecznie réznych) liczb pochodzacych ze zbioru {—1,0, 1,2} w taki
sposoOb, ze ich suma jest réwna 19, a suma ich kwadratéw jest réwna 99. Jaka jest najwigksza mozliwa wartosé¢ sumy
szesciandéw liczb wybranych przez Jakuba?

Wynik. 133

Rozwigzanie. Zalézmy, ze Jakub wybral dokladnie a liczb réwnych —1, b liczb réwnych 1, ¢ liczb réwnych 2 (oczywiscie
liczby réwne 0 nie graja zadnej roli). Warunki z tresci zadania mozna zapisaé jako

—a+b+2c=19,
a+b+4c=99.
Naszym celem jest zmaksymalizowanie wartoéci —a + b + 8¢ = 19 + 6¢. Dodajac wyzej zapisane réwnosci, otrzymujemy

zalezno$¢ 6¢ = 118 — 2b, z ktorej wynika, ze ¢ < 19. Warto$¢ ¢ = 19 mozemy otrzymac ustalajac a = 21 i b = 2, zatem
szukane maksimum jest réwne 19 + 6 - 19 = 133.

Zadanie 47. Podaj najwieksza liczbe dziewieciocyfrowa taka, ze
e wszystkie jej cyfry sa rézne

e dlak=1,2,...,9, jesli wykreslimy k-ta cyfre, to otrzymamy liczbe osSmiocyfrowa podzielng przez k.

Wynik. 876513240
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Rozwigzanie. Oznaczmy k-t cyfre szukanej liczby przez Ay, a przez Ny, liczbe oSmiocyfrowa powstaly przez wykreslenie
Aj. Szukana liczba to zatem A; Ay A3 AsAsAgA7AsAg. Niech d bedzie jedyna cyfra, ktéra nie wystepuje w szukanej
liczbie.

Poniewaz Nj jest parzysta, a N5 dzieli sie przez 5, wiec Ag = 0.

Liczba Ny jest podzielna przez 9, a wigc réwniez A1+ Ao+ As+As+As+Ag+A7+Ag = 142434+4+54+6+7+8+9—d =
45 — d dzieli sie przez 9. Stad d = 9. Z podzielnosci przez 3 liczb N3 i Ng wynika tez, ze {As, Ag} = {3,6}.

Liczby Ng i Ny sa podzielne przez 4, wiec cyfry Ay i Ag musza by¢ parzyste, a ponadto pierwsza z tych liczb dzieli
sie przez 8, a wiec dwucyfrowa liczba AgA7; jest podzielna przez 4.

Majac powyzsze na uwadze i chcace uzyskaé jak najwiekszg liczbe mozemy przyja¢ A; = 8, Az = 6, Ag = 3. Wowczas
{A7, As} = {2,4} i ze wzgledu na podzielnosé 4 | AgA; musimy ustawié¢ je w porzadku A7 = 2 i Ag = 4. Teraz
sprawdzamy, ze wpisujac pozostale cyfry poczynajac od najwiekszej otrzymujemy liczbe 876513240, ktora spelnia
ostatni warunek, tj. podzielnos¢ Ny = 87651340 przez 7.

Zadanie 48. Punkt P lezy wewnatrz prostokata ABCD w ktérym AB = 12. Kazdy z tréjkatéw ABP, BCP, DAP
ma obwdd réwny swojemu polu. Ile wynosi obwdd trojkata CDP?

D C

Wynik. 25

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze pole i obwdéd w danym tréojkacie sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy promien okregu
wpisanego w ten tréjkat jest réwny 2. Zatem tréjkaty BCP i ADP sa przystajace. Istotnie, jesli punkt P jest blizej
boku AD niz BC, to promien okregu wpisanego w tréjkat ADP jest mniejszy niz promienn okregu wpisanego w tréjkat
BCP. Oznacza to, ze punkt P lezy na jednej z osi symetrii prostokata ABCD.

D C
Y
L *Q)
\
1
| X
\
\
¢
A M 6 B

Niech @ bedzie rzutem prostokatnym punktu P na BC' i niech M bedzie srodkiem odcinka AB. Polézmy z = BQ,
y = CQ. Pole tréjkata ABP wynosi 6z. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie M B P, wnioskujemy, ze
BP = vz? + 62. R6wno$¢ pola i obwodu w tréjkacie ABP przyjmuje postaé

6z = 12 + 2v/x2 + 62,

wige z = 9/2.
Warto$¢ y znajdujemy analogicznie. Mamy BP = 15/2 oraz CP = /y? + 62, wiec réwno$é pola i obwodu tréjkata

BCP implikuje, ze
1 9 9 15 5 5
§~6- y—|—§ =y+§+?+\/y + 62,

stad y = 5/2.
Ostatecznie widzimy, ze CP = 13/2, wigc obwéd tréjkata CDP jest réwny 25.
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Zadanie 49. Para (0,0) jest napisana na tablicy. W kazdym kroku zamieniamy ja w nastepujacy sposéb: Pozostala
na tablicy pare (a,b) zamieniamy na (a + b+ ¢,b+ ¢), gdzie ¢ = 247 lub ¢ = —118 (mozemy wybraé¢ ¢ w kazdym kroku).
Wyznacz najmniejsza niezerowa liczbe krokéw po ktérych na tablicy zostanie para postaci (0,b) dla pewnej liczby
catkowitej b.

Wynik. 145

Rozwigzanie. Niech ¢; oznacza liczbe ze zbioru {247, —118} uzyta jako ¢ w kroku numer i. Po n krokach liczba a,
czyli pierwsza wspoélrzedna uzyskanej pary, bedzie réwna dokladnie a = ne; + (n — 1)ea + - - - + ¢,,. Ustalmy n i niech
s=ney+ (n—1eg + - +ep, gdzie ¢; = 1 jesli ¢; = 247 oraz ; = 0 w przeciwnym razie. Definiujemy ¢ w analogiczny
sposéb tzn. g; = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; = —118. Oczywisdcie a = 247s — 118¢, wiec rownos¢ a = 0 oznacza, ze
247s = 118t, a poniewaz liczby 247 i 118 sa wzglednie pierwsze, wigc istnieje liczba catkowita k taka, ze s = 118k oraz
t = 247k. Oznacza to, ze
n(n+1)

5 :
7 rownoéci 365 = 5 - 73 widzimy, ze n > 2 - 73 — 1 = 145. Pozostaje pokazaé, ze istnieja liczby c¢; takie, ze 247s = 118t
z n = 145. W tym celu oznaczmy przez m najmniejsza liczbe calkowita taka, ze

365k=s+t=1+2+---+n=

247
1+24--- > (14+2+---
T2+ dm2 o (1+2+---+n)

oraz polézmy ¢; = —118 dla i € {1,...,m} \ {r} i ¢; = 247 w przeciwnym razie, gdzie

247
=14+24+... - . (14+24+-..
r +24+---4+m 365 1+24---+n)

(tak naprawde m = 120 and r = 97.) W ten sposéb dostaniemy pozadane réwnosci

118 - 247

2475 = 118¢ =
s 365

(1+2+4--+n).

Zadanie 50. Zygzak sklada si¢ z dwoch réwnoleglych potprostych o przeciwnych zwrotach i odcinka taczacego ich
poczatki. Na ile maksymalnie czesci moze podzieli¢ plaszczyzne dziesigé zygzakéw?

Wynik. 416

Rozwigzanie. Kazde dwa zygzaki moga sie przecina¢ w co najwyzej dziewieciu punktach. Przy kazdej liczbie zygzakdw
latwo mozemy uzyskac¢ konfiguracje, w ktérej kazde dwa zygzaki przecinaja sie dokladnie w dziewieciu punktach i zadne
trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Rozwazmy dokladanie zygzakéw jeden po drugim: n-ty w kolejnosci dodawania
zygrak jest podzielony przez 9(n — 1) punktéw przeciecia z n — 1 juz istniejacymi zygzakami na 9(n — 1) + 1 odcinkéw,
z ktérych kazdy dzieli istniejacy juz wcze$niej region na dwie czesci. Zatem najwieksza liczba regionéw, ktére mozna
uzyskaé uzywajac n zygzakéw, Z,, spelnia 2, =21 Z,, = Z,_1 +9n — 8 dla n > 2. Ogdlny wzor Z, = %n2 —In+42
tatwo wynika z indukcji matematycznej, w szczegdlnoséci Z19 = 416.

Zadanie 51. Kazda ze $cian pewnego czworoécianu jest tréjkatem o bokach diugoéci 1, v/2 oraz ¢, za$ promieni sfery
opisanej na tym czworoscianie jest réwny 5/6. Znajdz c.
Wynik. +/23/3
Rozwigzanie. Udowodnimy nastepujacy, ogélny fakt: Jezeli kazda ze Scian czworoscianu jest tréjkatem o bokach
dhugosci a, b, ¢, za$ promien sfery opisanej na czworoécianie jest réwny 7, to a? + b? + ¢ = 8r2. Zadany wynik
otrzymujemy po bezposérednim zastosowaniu tego faktu dla danych z tresci zadania.

Whpiszmy czworoscian w prostopadloscian o krawedziach dlugosci p, g, r w taki sposéb, aby krawedzie czworoscianu
byly przekatnymi Scian prostopadtoscianu. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy wiec

P+ =ad pP+ri=b> oraz ¢ +r?P=ch

Co wiecej, sfera opisana na czworoscianie jest tozsama ze sferg opisang na prostopadtoscianie, ktorej $rednica jest
przekatna prostopadloécianu. Wobec tego

1
7(012 erQ +62),

(2)° =p* + 0+ = 3

co po obustronnym pomnozeniu przez 2 daje postulowang réwnos¢.
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Zadanie 52. Przygotowujac wielkie przyjecie powitalne, kamerdyner Jarek ustawil w rzedzie 2016 kieliszkéw
koktajlowych, z ktérych kazdy zawiera przepyszny koktajl wisniowy. Aby zakonczy¢ przygotowania, Jarek musi jeszcze
przykry¢ jeden z kieliszkéw srebrnym wieczkiem przyozdobionym statuetka, a nastepnie rozdzieli¢ nieparzysta liczbe
wisienek do nieprzykrytych kieliszkéow, w kazdym umieszczajac co najwyzej jedna. Ile jest mozliwych rozmieszczen
wieczka oraz wisienek, jezeli po prawej stronie kieliszka z wieczkiem ma by¢ w sumie wiecej wisienek niz po jego lewej
stronie?

Wynik. 2016 - 22013

Rozwigzanie. Rozwazmy najpierw wszystkie mozliwe rozmieszczenia wieczka i pewnej liczby wisienek (co najwyzej
jednej w kazdym nieprzykrytym kieliszku) bez narzucania dodatkowych warunkéw. Jest 2016 mozliwych polozen
wieczka oraz 2201 mozliwosci dodania wisienek do pozostatych 2015 kieliszkéw, co daje taczng liczbe 2016 - 22015
rozmieszczen. Nastepujace rozwiniecie wzoru dwumianowego

2016 1008 1008
2016 4 2016 2016
= (-1 12016:§ _1122 _E

=0 1=0 =1

pokazuje, ze liczba rozmieszczen, w ktérych jest parzysta liczba wisienek jest réwna liczbie rozmieszczen, w ktérych
jest nieparzysta liczba wisienek. Stad wniosek, ze zbior M wszystkich rozmieszczen wieczka oraz nieparzystej liczby
wisienek ma £ - 2016 - 2291% = 2016 - 220 elementéw.

Zauwazmy teraz, ze kazdemu elementowi (ny,ng) zbioru M, reprezentujacemu ulozenie n; wisienek po lewej stronie
od kieliszka z wieczkiem oraz ns wisienek po prawej stronie, odpowiada dokladnie jeden element M, ktéry mozna
zakodowaé jako (ng,nq), otrzymywany przez obrot stolu z kieliszkami o 180°. Te ulozenia sa z pewnoscia rézne, gdyz
n1 # no wobec nieparzystosci sumy nq +no. Co wiecej, w kazdej ze skojarzonych powyzej par rozmieszczen jest dokladnie
jedno spelniajace warunek zadania, aby po lewej stronie od kieliszka z wieczkiem bylo mniej wisienek niz po prawej
stronie, gdyz jedna z liczb ny, ns jest Scisle wicksza od drugiej. Stad otrzymujemy odpowiedz § -2016-220M = 2016-22013,

Zadanie 53. Powierzchnia drewnianego sze$cianu pomalowana jest na zielono. Wiemy, ze 33 rézne plaszczyzny,
z ktorych kazda potozona jest miedzy dwiema przeciwleglymi §cianami szescianu i do nich réwnolegla, rozcinaja szescian
na male prostopadtosécienne klocki w taki sposéb, ze liczba klockéw z co najmniej jedna $ciana zielona jest réwna liczbie
klockéw bez zadnej zielonej Sciany. Wyznacz wszystkie mozliwe taczne liczby klockéw, na ktére podzielony jest szescian.

Wynik. 1260 lub 1344

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze w kazdym z trzech mozliwych kierunkéw musza byé co najmniej cztery plaszczyzny
(gdyby w pewnym kierunku bylo mniej niz pie¢ warstw klockéw, liczba klockéw z co najmniej jedna Sciana zielona
bylaby $cisle wieksza od liczby klockéw znajdujacych sie calkowicie wewnatrz szeScianu). Mozemy wiec oznaczy¢ liczby
plaszczyzn w poszczegdlnych kierunkach przez a + 3, b + 3, ¢ + 3, gdzie a, b, ¢ s liczbami catkowitymi dodatnimi.
Otrzymujemy wéwczas (a +3) + (b+3) + (¢ +3) =33, skad a + b+ ¢ = 24.

Warunek zadania mozemy przepisaé¢ jako

(a+4)(b+4)(c+4)=2(a+2)b+2)(c+2),

co po uproszczeniu prowadzi do réwnosci abe = 240 = 2% -3-5. Skoro a+ b+ c jest liczba parzysta, to albo (1) dokladnie
jedna, albo (2) wszystkie trzy sposréd liczb a, b, ¢ sa parzyste.

W przypadku (1) jedna z liczb a, b, ¢ (bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze liczba ta jest a) musi by¢ podzielna przez
16, a skoro a + b+ ¢ =24 < 216, to a = 16. Wynika stad, ze b + ¢ = 8 oraz bc = 15, skad {b,c} = {3,5}. Laczna
liczba klockéw w tym przypadku jest wiec réwna (a +4)(b+4)(c+4) =20-7-9 = 1260.

W przypadku (2) mamy bez straty ogélnosci a = 4z, b = 2y, ¢ = 2z, gdzie xyz = 15 oraz 2z + y + z = 12. Latwo
przekonujemy sie, ze jedyna mozliwoscia jest = 3, {y,z} = {1,5}, co daje (a +4)(b+4)(c+4) =16 -6 - 14 = 1344.

Zadanie 54. Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, niech p(n) oznacza iloczyn jej niezerowych cyfr. Wyznacz
najwiekszy dzielnik pierwszy liczby p(1) + - -+ 4+ p(999).
Wynik. 103

Rozwigzanie. Niech A=0+1+2+--4+9O0+1+2+---+9)(0+1+2+---4+9). Widzimy, ze A byloby suma
z tresci zadania, gdybySmy domnazali rowniez cyfry réwne 0. Modyfikujac lekko ten pomyst, mozna zauwazy¢ ze suma
jest rowna

S=(1+14+2+-+9A+1+2+--+9)(A+1+2+---+9)—1

(odejmujemy jedynke, ktéra niepotrzebnie policzyliémy dla liczby 0). Liczac dalej, otrzymujemy

S =46% —1 = (46 —1)(46> +46 + 1) = 3%-5-7-103.
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Zadanie 55. Niech (a,)22; bedzie Scisle rosnacym ciagiem liczb catkowitych dodatnich takim, ze 9 | asg—2, 14 | asg—1
oraz 19 | asy dla wszystkich liczb calkowitych dodatnich k. ZnajdZ najmniejsza mozliwa warto$é aspig-

Wynik. 14478

Rozwigzanie. Mozemy zalozy¢, ze dla wszystkich n, a, jest najmniejsza liczbg catkowita wieksza od a,_1, ktora
spelnia warunki podzielnosci z tresci zadania. Zauwazmy, ze dla danego asy sa tylko dwie mozliwe wartosci asg3:
albo ask4+s = asg + 19, albo ask+3 = asx + 38. Ta ostatnia mozliwo$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
takie liczby calkowite ¢, d, 5 < d < ¢ <9, ze 9 | agp + ¢ oraz 14 | as + d, skoro wtedy aspr1 = asr + ¢ oraz
agg+2 = agi + 14 4+d > as, + 19.

Jest dokladnie (g) = 15 par liczb (¢, d) speliajacych 5 < d < ¢ < 9. Poniewaz liczby 9, 14 oraz 19 sa parami
wzglednie pierwsze, wiec chifiskie twierdzenie o resztach gwarantuje nam, ze dla kazdej takiej pary (¢, d) istnieje
doktadnie jedna liczba calkowita nieujemna asj, mniejsza od 9 - 14 - 19 taka, ze 19 | asgg, 9 | asg + ¢ oraz 14 | asy, + d.
Zatem jest dokladnie 15 liczb asr mniejszych od 9 - 14 - 19, dla ktérych asg43 = asi + 38. Latwo zauwazy¢, ze réznica
kazdych dwdch takich liczb nie jest réwna 19 oraz 9 - 14 - 19 — 19 nie jest taka liczba, wiec age = 9 - 14 - 19 dla pewnego
L. 7 faktu, ze asp+s = asr + 38 zachodzi dokladnie 15 razy wnioskujemy ¢ =9 -14 — 15 = 111.

Dla wyrazow a, przekraczajacych agss, reszty z dzielenia przez 9, 14 i 19 sa takie same jak dla a,_333, wiec
otrzymujemy réwnosé a, 4333 = an + 9 - 14 - 19. Latwo mozemy obliczy¢, ze a1s = 114, zatem

2016 = G6.333+18 =6 -9 - 14 -19 + 114 = 14478.

Zadanie 56. Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC. Punkty D, E, F' leza odpowiednio na odcinkach BC,
CA, AB tak, ze proste AD, BE, CF przecinaja sic w P. Znajdz pole trojkata ABC, jesli PA =6, PB =9, PD =6,
PE=3iCF =20.

Wynik. 108

Rozwigzanie. Oznaczmy przez [XY Z] pole tréjkata XY Z. Wiemy, ze AP = DP, a wiec [ABP] = [BDP] i [APC| =
[DCP]. Dalej, z 3EP = BP wynika 3[APE]| = [ABP)] oraz

3[CEP] = [BCP| = [BDP] + [DCP] = 3[APE| + [APE|] + [CEP),

zatem [CEP] = 2[APE)]. Widzimy, ze [ABP] = [BDP] = [APC| = [DCP), w szczegdlnosci BD = CD. Zauwazmy, ze

DP | EP | FP _[BCP|+[ACP|+[ABP] _
AD " BE ' CF [ABC)| T

zatem F'P =5 i w konsekwencji C' P = 15. Zauwazmy, ze jesli dopelnimy tréjkat CPB do réwnolegloboku C PBQ, to
BP? + PQ? = BQ?, wiec ZDPB = 90°.

Dochodzimy do wniosku, ze:

1
[ABC] = 4[BDP]=4- 69 = 108.

Zadanie 57. Wyznacz ostatnie dwie cyfry przed przecinkiem liczby (7 + /44)2016,

Wynik. 05

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze liczba 7 — /44 jest $cisle wigksza od 0 oraz $cisle mniejsza od 1, a zatem taka
samg wlasno$é ma liczba (7 — 1/44)2016. Co wigcej, liczba (7 4 1/44)29%6 4 (7 — 1/44)2016 jest catkowita, o czym mozemy
przekonaé sie korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona (nieparzyste potegi v/44 sie redukuja), a zatem

(7 + VEDS19] = (74 VA 4 (7 VIO — 1

Korzystajac z faktu, ze 122 = 44 (mod 100), otrzymujemy

(7 + V/44)2016 (7 — /44)2016 = (7 4 12)?9%6 4 (7 — 12)216  (mod 100),
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wiec wystarczy znalezé dwie ostatnie cyfry kazdej z liczb 192016 oraz 52016, W przypadku drugiej z nich, cyfry te to

25, gdyz 5% = 52 (mod 100). Aby uporaé sie z pierwsza z tych liczb, ponownie korzystamy ze wzoru dwumianowego,
otrzymujac
2016 _ (2016 1 2015 2016 2016 _

(20 —1) = <2015> 2207 - (—1) + <2016>( 1) =-19 (mod 100)
(wszystkie sktadniki oprécz ostatnich dwéch sa podzielne przez 202). Ostatecznie wnosimy, ze szukanymi dwiema
cyframi sa —19+ 25 — 1 = 05.
Alternatywne rozwigzanie. Podobnie jak w poprzednim sposobie rozwiazania, zajmiemy sie szukaniem ostatnich dwéch
cyfr liczby (7 + +/44)2916 4 (7 — \/44)2016_ Poniewaz 7 + /44 oraz 7 — v/44 to pierwiastki réwnania kwadratowego
2?2 — 1o +5 = 0, wiec ciagi (n)n>0 oraz (Bn)n>0, zdefiniowane jako a, = (7 +/44)" oraz B, = (7 — /44)", spehiaja
zaleznoéci rekurencyjne: oy, o — 14ay, 41 + daw, = 0 oraz analogiczng dla 3,,. Co wiecej, ta sama zaleznosé zachodzi
dla ciagu sum odpowiednich wyrazéw tych ciagéw v, = (7 + /44)™ + (7 — v/44)". Naszym celem jest wyznaczenie
Y2016 mod 100.

Przyjmijmy oznaczenie 4, = v, mod 100. Ciag (9n)n>0 jest jednoznacznie okredlony przez zaleznosé¢ rekurencyjng
Ant2 = (149541 — 5%5,) mod 100 orz wartosci poczatkowe 49 = 2, 41 = 14. Ponadto, skoro 4,, przyjmuje tylko skoriczenie
wiele wartosci, a jego kazdy wyraz zalezy tylko od dwéch poprzednich, ciag ten musi byé okresowy. Obliczajac kilkanascie
poczatkowych wyrazéw tego ciggu:

2,14, 86, 34, 46, 74, 6, 14, 66, 54, 26, 94, 86, 34, . . .,

zauwazamy, ze od Jo otrzymujemy ciag okresowy z okresem 10. Stad mamy 2016 = Y6 = 6, a skoro szukana liczba jest
o jeden mniejsza, otrzymujemy odpowiedz 05.
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