Uloha 1. Majme balvan v tvare kocky s objemom 216 m®. Aky je povrch balvana v m? potom, ¢o z neho vysekneme
blok s rozmermi 1 m x 1m X 2m tak, ako je zobrazené na obrazku?

Viysledok. 216

Riesenie. Kedze 63 = 216, strana kocky je 6m. Vyseknuty blok nezmeni velkost povrchu kocky, a teda povrch kocky
je 6- 62 =216m?>.

Uloha 2. Dvaja priatelia, Peto a Tomas, vyhrali jackpot a kupili si krasny obdlznikovy pozemok s rozmermi
35m x 25m. Chceli na fiom postavit dvojdom a mat pri iom spolo¢nt zéhradu G s rozlohou 300m?. Podorys zdhrady
a domov je na obrazku. (Vzdialenost medzi dvomi susednymi ¢iarami siete, v ktorej je zakresleny pddorys zahrady a
domov je 5m).

G

Aké dlha musi byt stena b z jedného domu do druhého aby plochy domov boli rovnaké?
Viysledok. 8.75m

Riesenie. Plocha jedného domu je polovica z 35m - 25 m — 300m? = 575 m?, teda 287,5m?. KedZe jeden z rozmerov
poddorysu domu je 10 m, druhy rozmer je 28,75m. A teda b= 8,75 m.

Uloha 3. Mala Janka chce ist na plaz. K dispozicii méa nasledovné rozlisitelné plazové outfity: 5 plaviek, 3 slamené
klobtky, 4 slne¢né okuliare a 5 tri¢iek. V sulade s pravidlami plaZe, musi mat na sebe plavky. Nosenie slneénych
okuliarov, klobtuka a tricka nie je povinné. AvSak na sebe moéZze mat najviac jeden kus z kazdého. Kolko je roznych
outfitov, v ktorych Janka méze vyjst na plaz?

Vysledok. 600

RieSenie. Janka si musi vybrat medzi moZnostou nemat na hlave klobiik vobec, mat na hlave prvy klobuk, druhy,
alebo treti klobtuik, ¢o dava spolu 4 moznost{ sithrnne pre klobtuky. Rovnako tak existuje 5 moznosti pre slne¢né okuliare
a 6 moznosti nosenia tricka. Vzhladom k tomu, ze Janka musi mat vzdy nejaké plavky, spolu to je 5 -4 -5 -6 = 600
moznosti, v ¢om moze vyjst na plaz.

Uloha 4. Katka stravila dovolenku v dazdovom pralese. Kazdy deni bud prsalo iba dopoludnia, iba popoludni, alebo
prsalo cely deni. Katka mala pocas dovolenky 13 dni, ked neprsalo po cely deii. Pocas 11 dnf prsalo dopoludnia a 12
dni prsalo popoludni. Ako dlho bola Katka na dovolenke?

Vysledok. 18 dni

Riesenie. Oznac¢me v podet dni Katkinych prazdnin. Potom v — 11 je pocet dni ked neprsi dopoludnia a podobne
v — 12 je po&et dni ked neprsi popoludni. KedZe pocas Katkinych prazdnin nebol deti kedy neprsalo, tak

(v—11)+ (v —12) = 13,
respektive v = 18.

Uloha 5. Najdite najmensie nezaporné celo¢iselné riesenie rovnice n — 2 - Q(n) = 2016, kde Q(n) oznacuje ciferny
sucet Cisla n.

Viysledok. 2034

Riesenie. Cislo n — Q(n) je vzdy delitelné 9. Kedze ¢islo 2016 je delitelné 9, tak aj Q(n) a aj n musi byt delitelné
9. Hladame najmensie ¢islo, tak zjavne najdeme také, Ze n < 3000, a teda Q(n) <2+ 9+ 9+ 9. Odtial dostavame
n=2016 +2Q(n) < 2074. Jediné celo¢iselné riesenie je 2034.



Uloha 6. Kolko kladnych celych &isel ma vlastnost, Ze jeho prva cifra (zlava) je rovna poétu cifier daného &isla?
Viysledok. 111111111

Riesenie. Ak n je nenulové &islo, potom je presne 107! &isel zaéinajucich n. Ide o &isla medzi n0...0 a n9...9.
Spolu teda mame

14+10+---4100000000 =111111111
¢isel spliajucich zadanie.

Uloha 7. Dlazba sa sklada z dlazdic roznych tvarov, z ktorych jedna ma tvar pravidelného n-uholnika. Ak tuto
dlazdicu vytiahneme a oto¢ime o 48° okolo jej stredu, tak zapasuje presne na pévodné miesto. Aké je najmensSie n, pre
ktoré je to mozné?

Vysledok. 15

Riesenie. Pravidelny n-uholnik zachoviame po rotécii vtedy, ak ho oto¢ime o nésobok uhla ktory je medzi stredom a
dvoma susediacimi vrcholmi n-uholnika. Tento uhol je 360°/n, takZze hladame najmensie celé ¢islo n také, ze
48 2

= ——n

360 15
n
je celé ¢islo. Najmensie také n je n = 15.

Uloha 8. Dei nazyvame 3tastny, ak jeho datum v tvare DD.MM.RRRR (DD oznacuje deii, MM oznacuje mesiac a
RRRR oznaduje rok) pozostava z 6smych roznych &islic. Ak je dei alebo mesiac &slo mensie ako 10, doplni sa nulou na
dvojciferné ¢islo. Napriklad 26.04.1785 bol §tastny defi. Kedy najbliZsie, od dnes, bude $tastny deii?

Viysledok. 17.06.2345

Riesenie. Mesiac §tastného dia je bud 12, alebo obsahuje nulu, takze rok je viac ako 3000 alebo neobsahuje nulu vo
svojom zéapise. Uvazujme druhy pripad, teda mesiac obsahuje nulu a rok za¢ina dvojkou. Prva cifra diia by mohla
byt 0, 1, 2, alebo 3, ale 0 sme pouZili v mesiaci a 2 v roku, preto to bude 1, alebo 3. Ak by bola prva cifra dia 3,
druh& musi byt 1 a najmensi kandidat na rok je az 2456. Nech je teda prva cifra dita 1, ¢omu prislacha rok 2345 a prvy
mozny mesiac 06. Ostéva doplnit druhu cifru diia, a kedZe datum ma byt ¢o najmensi, den bude 17.

Uloha 9. Kolko roznych rovin obsahuje préave styri vrcholy daného kvadra?
Visledok. 12

Riesenie. Mame 6 rovin, ktoré obsahuju steny kvadra. Dalej pre kazdu dvojicu protilahlych stien, mame dve roviny
kolmé na tieto steny, ktoré obsahuju ich stenové uhlopriecky. Spolu je to 12 rovin.

Uloha 10. Mala Sandra chce nakreslit prekrasny polmesiac len pomocou pravitka a kruzidla. Najprv nakresli kruh
so stredom M; a polomerom r; = 3 cm. Potom zapichne kruzidlo do bodu M5 na obvode kruhu a nakresli druhy kruh
s polomerom 73, ktory pretina prvy kruh v protilahlych bodoch. Usecka spajajica tieto body je priemerom prvého
kruhu cez bod M, ako je zobrazené na obrazku.
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Aky obsah ma polmesiac A v cm??
Vysledok. 9

Riesenie. Aby sme ziskali obsah A, musime odé&itat obsah kruhového odseku (so stredom Ms, polomerom 73) od
obsahu polkruhu (so stredom M, polomerom 7). Pre obsah odseku vypocitame najprv obsah stvrtkruhu s polomerom
r9 a od¢itame obsah rovnoramenného pravouhlého trojuholnika s odvesnou re. VyuZitim faktu, Ze r3 = 2r? (Pytagorova
veta), potom odvodime, Ze hladany obsah je

2 2
r r
721 - (2 —7”2) =7r? =9cm?.



Uloha 11. Sluhovia krala Chobotnicu maji Sest, sedem, alebo osem chapadiel. Ti, ktori maji sedem chapadiel
vzdy klami, zatial o ti, ktori maju Sest alebo osem chapadiel vzdy vravia pravdu. Jedného diia kral Chobotnica
zavolal Styroch svojich sluhov a spytal sa ich, kolko chapadiel maja oni Styria spolu. Prvy sluha odpovedal, Ze celkovo
maju spolu 25, dalsi tvrdil 26, treti povedal 27 a posledny vyhlasil, ze 28. Kolko chapadiel maju kralovi pravdovravni
sluhovia (z tychto Styroch) dokopy?

Viysledok. 6

Riesenie. Iba jedna z odpovedi moze byt spravna, takze si tu bud traja alebo $tyria klaméri medzi sluhami. AvSak,
ak by boli v8etci Styria klamari, tak by mali 28 chapadiel celkovo. To by ale posledny sluha neklamal, ¢o je spor. Takze
ti, ¢o klamu maja 21 chapadiel dokopy. Ak by mal jediny pravdovravny sluha osem chapadiel, tak by bolo celkovo 29
chapadiel, ¢o nebola ani jedna z odpovedi. Z toho vieme vydedukovat, Ze pravdovravny sluha mal Sest chapadiel. (a
bol treti, ktory odpovedal na otédzku o pocte chapadiel).

Uloha 12. V obchode predavaju tabulky mliecnej, bielej a tmavej ¢okolady za rovnakia cenu. Jeden deii v obchode
zarobili 270 eur za predaj mliecnej ¢okolady, 189 eur za predaj bielej ¢okolady a 216 eur za predaj tmavej ¢okolady.
Aké najmensie mnozstvo tabuliek ¢okolady mohli v danom obchode v ten deni predat?

Vysledok. 25

Riesenie. Cena jednej tabulky ¢okolady je spolo¢ny delitel siim, ¢o v obchode zarobili za predaj jednotlivych druhov
dokolady. Aby tabuliek predali ¢o najmenej, cena jednej tabulky musi byt ¢o najvicsia, teda to musi byt najvacsi
spolo¢ny delitel. Kedze NSD(270, 189,216) = 27, moZeme pocet predanych tabuliek vypocitat ako

270 189 216
27 27 21 T

Uloha 13. Otec piatich deti chce kupit pedivo pre svoju rodinu na ¢ajovy vedierok. Po zlych skusenostiach vie, Ze
potrebuje pre svoje deti bud pét rovnakych, alebo péat roznych druhov peciva. Jedného dia povedal svojej najmladsej
dcére Anne: ,,Chod do cukrarne a od predavacky si pytaj x ndhodnych kiskov peciva!l Po tvojom navrate domov,
dostane kazdé dieta jeden kus peciva a zvys$né kusy budi pre mamu a otca.* Za predpokladu, Zze obchod predéva viac
ako pat druhov peciva a je vidy dobre zasobené kazdym druhom peéiva, aké ¢islo x musi otec zvolit, aby medzi detmi
zarucene nevznikli hadky kvoli peéivu a zaroven kupil ¢o najmenej peciva?

Vysledok. 17

Riesenie. Pokial by Anna doniesla 16 alebo menej kiiskov peciva z ktorého si maji deti odobrat namatkovo po jednom
kuse, moZe sa stat Ze medzi tymito pe¢ivami budt napr. 4 jablkové Satocky, 4 ¢ucoriedkové muffiny, 4 pudingové buchty
a 4 tvarohové kolace, pripadne z niektorych aj menej kusov. V takomto pripade tam nebude ani 5 réznych druhov
peciva, ale ani 5 rovnakych druhov peciva. Ak prinesie 17 nahodnych kusov, tak ak tam bude existovat pét alebo viac
roznych druhov peciva v nejakych mnozstvach, tak je dobre. V opa¢nom pripade st tam maximalne Styri rdzne typy
peciva, ¢o tieZ vyhovuje, nakolko asponi z jedného druhu peciva tam bude miniméalne pat kusov. Teda otec navrhol
Anne poziadat predavacku o 17 ndhodne vybranych kuskov pediva.

Uloha 14. Uréte pomer obsahu kruhu k obsahu §tvorca, ak ich obvody maja rovnaka dizku.
Vysledok. 4 :m
Rieenie. Nech r je polomer kruhu a a je dlzka strany stvorca. Kedze 2mr = 4a, vypocitame pomer obsahov ako

7Tr2_2r-7rr_2r-2a 4

a? a-2a a-mr T

Uloha 15. Vo Februari sa Pal'o rozhodol navstivit Kokosové ostrovy svojou sikromnou stihackou. Vzlietol od svojho
sidla v Eurépe o 10.00 stredoeurépskeho ¢asu (SEC) a pristal na Kokosovych ostrovoch nasledujici dei o 5.30 miestneho
Gasu (CCT). Ked sa vracal domov, vzlietol o 8.30 CCT a pristal v Eurépe o 17.00 SEC ten isty defi. Oba lety trvali
Palovi rovnako dlho. Aky bol ¢as na kokosovych ostrovoch, ked sa Palo vratil domov?

Vysledok. 22.30

Riesenie. Nech d je dlzka letu a s je rozdiel medzi ¢asom v Europe a ¢asom na Kokosovych ostrovoch (obe veli¢iny v
hodinéch). Vztahy zo zadania si vieme prepisat do stustavy rovnic

d+s=19,5,
d—s=28,5

s rieenim d = 14, s = 5,5. Z toho usidime, Ze sa Palo vratil domov o 22.30 CCT.
Poznamka: Kokosové ostrovy pouzivaju ¢asovi zonu GMT+6.30.



Uloha 16. Cisla 14, 20 a n spliiaji nasledovni podmienku: Ked vynasobime Tubovolné dve z nich, vysledok je
delitelny tretim ¢islom. Najdite vSetky kladné celé &isla n, pre ktoré je splnend uvedena podmienka.

Vysledok. 70, 140, 280

Riesenie. Kedze n musi delif 14 - 20 = 23 -5 - 7, v prvoéiselnom rozklade ¢isla n sa mozu vyskytnut iba prvoéisla 2, 5,
a7 s tym, Ze ¢isla 5 a 7 sa mozu vyskytnat najviac raz a ¢islo 2 najviac trikrat. Z toho, Ze 14 | 20n vidime, Ze n je
néasobok 7, a podobne z toho, Ze 20 | 14n, dostavame 10 | n, takZe 70 | n. Lahko overime, Ze vietky mozné &isla 70, 140,
280 vyhovujt podmienke zo zadania.

Uloha 17. Obdlznik je rozdeleny na dva lichobezniky deliacou &iarou z ako na obrazku. Vzdialenost PA je 10cm a
AQ je 8cm. Obsah lichobeznika T} je 90 cm? a obsah lichobeznika Tb je 180 cm?.

P A Q

Aka je dlzka deliacej Giary = v cm?
Vysledok. 17

Riesenie. Oznacme R, S zvysné dva vrcholy obdiznika a B druhy prieseénik deliacej ¢iary x s obdlznikom. Dalej
oznaéme M bod na SR, ktory spliia podmienku |SM| = |PA| = 10.

P A Q

S B M R

Ked7e |PQ| = 18 a obsah obdlznika PQRS je 180 + 90 = 270, znamena to, ze |PS| = |QR| = 270/18 = 15. Vzorec pre
obsah lichobeZnika T5 hovori, Ze

180 = %(|BR| +14Q|) - |QR|

teda |BR| = 16. Dostavame, ze |BM| = |BR| — |M R| = 8 a vyuzitim Pytagorovej vety dostavame, ze

x=+/[AMZ + [BM[? = /289 = 17.

Uloha 18. Betka zbierala jahody vo svojej zahradke. Chcela ich rozdelit medzi svojich §tyroch synov tak, Ze kazdy
dostane aspon 3 jahody a Vlado dostane viac ako Bohus, Bohu§ dostane viac ako Fero a Fero dostane viac ako Marek.
Kazdy zo synov vie svoj pocet jahod, celkovy pocet jahod ktoré sa delili a vySsie spominané podmienky rozdelenia
jahod. Ako moze Betka rozdelit jahody za predpokladu, Ze chce rozdelit ¢o najmenej jahdd a Ziaden zo synov neméa
vediet celé rozdelenie ako Betka jahody delila?

Vysledok. (M, F, B, V)= (3,5, 6, 8)

Riesenie.

Bohus, Fero a Marek musia dostat spolu aspoii 14 jahdd, lebo inak by Vlado vedel celé rozlozenie ((3,4,5,V), resp.
(3,4,6,V)). Keby Vlado dostal 7 alebo menej jahod, tak by vedel, Ze poé¢ty jahod ostatnych troch st tri rozne &isla od
3 do 6. A z celkového po¢tu jahod by uZ l'ahko vypodital, ktoré to si. Preto Vlado musi dostat aspoini 8 jahod. To
znamend, Ze najmenej musi Betka rozdelit 22 jah6d. Aby to mohlo byt préave 22, do ivahy pripadaja len rozdelenia
(3,4,7,8) a (3,5,6,8). V prvom pripade to vie zistit Bohu§, ale v druhom to nevie nikto, preto (3,5, 6, 8) je hladanou
odpovedou.



Uloha 19. Postupne v smere hodinovych ruéiciek pozdlz obvodu kruhu napiSeme vietky celé &isla od 1 do 1000
Potom oznaime niekol'ko ¢isel: Zacneme ¢islom 1 a néasledne v smere hodinovych rudiciek oznacime kazdé 15-te ¢islo
(t. j. 16, 31 atd.). Tymto sposobom oznacujeme &isla dovtedy, kym nie sme niteni oznadit ¢islo, ktoré sme uZ oznadili.
Kol'ko &isel ostane neoznadenych po tomto procese?

Vysledok. 800

Riesenie. 'V prvom prechode ozna¢ime vSetky ¢isla v tvare 15k + 1 (pre nejaké celé ¢isla k) od ¢isla 1 po ¢islo 991. V
nasledujicom prechode ozna¢ujeme ¢isla od 6 po 996 v tvare 15k + 6. Nakoniec v trefom prechode oznacujeme ¢isla v
tvare 15k + 11 od 11 po 986, ¢o je posledné ¢islo, ¢o oznacime (dalsie ¢islo, ktoré by sme oznacovali by bolo ¢islo 1 a to
uz oznacené je). VSimnime si, Ze sme oznacili v8etky ¢isla v tvare 5k + 1, ktoré zahffiaju presne pétinu vSetkych &fsel
na kruhu. Z toho dostavame, ze 4/5 - 1000 = 800 ¢isel ostalo neoznacenych.

Uloha 20. Najdite stuéet siedmych vyznacenych vnttornych uhlov tejto 7-cipej hviezdy (v stupiioch)!

Vysledok. 540°
Riesenie. Oznac¢me jednotlivé cipy hviezd ako A, B, ..., G (pozri obrazok), navyse ozna¢me X, Y postupne priese¢niky
usec¢ky DFE s useckami AB a AG.

G C

B!

Y

X

A B

Nech S je vysledny stcet zo zadania tlohy. KedZe sucet vnutornych uhlov v §tvoruholnikoch X BCD a Y EFG je 360°,
dostévame, ze
S+ |4£BXY|+ |[£LXYG| - |£XAY|=2-360°.
Avsak, |£/BXY| =180° — |[LAXY | a |[£ZXYG| = 180° — |£XY A|, takze
|/BXY |+ |[£XYG|— |£XAY | =360° — (|LAXY |+ |[£LXY A| + |[£X AY|) = 180°.

To znamena, ze S = 540°.

Uloha 21. Ziaci dostali nasledujtcu dlohu. Mali spoéitat aritmeticky priemer ¢isel 1, 3, 6, 7, 8 a 10. Av8ak Lucia
zvolila zly postup: Najprv zobrala dve ¢isla a vypoéitala ich aritmeticky priemer. Potom zobrala vysledok a d'alsie
z &sel a vypocitala ich aritmeticky priemer. Takto postupovala kym nepouzila vietky &sla. Cisla pritom brala v
lubovolnom poradi. Aka je najvicsia hodnota chyby (t.j. rozdiel medzi vysledkom ktory dostala Lucia a spravnym
vysledkom) ktory Lucia mohla dostat?

Vysledok. 17/6
Riesenie. Uvedomme si, ze Luciin postup bol nasledovny. Zobrala v nejakom poradi urcéené ¢&isla, oznac¢ime ich v
poradi v akom ich pouzivala ako (a1, as,as, a4, as, ag), a spocitala nasledovné
a a2 as 1 as ag

Zo v8etkych moznych usporiadani najvyssia hodnota Luciinho aritmetického priemeru je v pripade vzostupného
usporiadania, pretoze najvicsie ¢islo je vydelené najmensou mocninou 2, druhé najvécsie ¢islo druhou najmensou
mocninou dvojky atd. Naopak najmensia hodnota S je ak st &isla usporiadané v zostupnom poradi. TakZe najvacsia
chyba nastane pre jednu z tychto extremalnych moZnosti. Aritmeticky priemer tychto &isel je 35/6. V pripade, Ze
usporiadanie ¢isel je vzostupne, dostaneme S = 67/8, ¢im dostaneme chybu 61/24. V pripade, Ze usporiadanie je
zostupné, dostaneme S = 3 s chybou 17/6, ¢o je viac a teda najvicsia hodnota chyby je 17/6



Uloha 22. PozdlZ jednej strany cesty je pat pouli¢nych 1amp L1, Lo, Ls, L4, a Ls leziacich na priamke a rovnomerne
rozmiestnenych kazdych 12m. Na druhej strane cesty je obchod so zmrzlinou. Ak Julia stoji pred vchodom F
zmrzlinového obchodu, vidi z tohto bodu lampy Ly a Ly pod uhlom « = 27°. Ak stoji pri lampe L5, vidi lampu L a
vchod F tieZ pod uhlom 27°.

L5 L4 L3 L2 Ll
I

%
E

Aké4 je vzdialenost od lampy L k vchodu E?
Viysledok. 24m

Riesenie. Trojuholniky ELiLs a ELyLs st podobné, lebo a a uhol LsL; E st vnutornymi uhlami v oboch trojuhol-
nikoch. Preto moézZeme pisat

|ELi|  |Ls||L1]

= kti EL|? = |Ly||Ly| - |Ls||Li| = 12 - 48 = 57
|L2||L1| |EL1‘ I respe e | 1| | 2|| 1| | 5” 1‘ 8 5 67

z ¢oho dostaneme pozadovanu vzdialenost |EL;| = 24 m.

Uloha 23. Dominika si vybrala dve prirodzené &isla z ¢isel od 1 to 17 (zahfhajice aj 1 a 17) a vynasobila ich. Na
prekvapenie, vysledok ktory dostala bol rovny suctu zvysnych 15-tich ¢isel. Aké dve ¢isla si Dominika vybrala?

Vysledok. 10 a 13

Riesenie. Oznacme a a b Cisla ktoré si Dominika vybrala. Vieme, Ze sucet prvych 17-tich ¢&isel je 153 a teda
nagou tlohou je vyriesit rovnicu 153 — (a + b) = ab. Upravami a pridanim 1 na obe strany rovnice dostavame
154=ab+a+b+1=(a+1)(b+1). Vyuzitim toho, ze 154 =2-7-11 a2 < (a + 1), (b + 1) < 18 dostavame jediny
vhodny rozklad a to 154 = 11 - 14. A tak Dominikine ¢isla sa 10 a 13.

Uloha 24. Kolko roznych 6-tic (a,b,c, d, e, f) kladnych celych éisel spliia podmienky @ > b > c>d >e > f a
zérovehn a+ f =b+e=c+d =307
Vysledok. (134) = 364

Riesenie. Vyjadrime si ¢isla ako
(a,b,c,dye, f) =154+ 2,154+ y,15+ 2,15 — 2,15 — y, 15 — x),

kde 0 < z,y,z < 15. Podmienka a > b > ¢ > d > e > f je ekvivalentnad podmienke x > y > z > 0, takZe 6-tica

je jednoznaé¢ne urcenéd vyberom troch kladnych celych ¢isel mensich ako 15. Z toho dostavame, Ze réznych 6-tic je
14

(%) = 364.

Uloha 25. Casovana bomba je vybavena displejom zobrazujucim ¢as pred vybuchom v mintutach a sekundéch.
Odpocitavanie zacne na ¢ase 50:00. Ziarovka blikne, ak podet zostavajucich minat sa rovna poc¢tu zostavajucich sekiund
zobrazenych na displeji (napr. 15:15), alebo ked sa $tyri ¢islice zobrazené na displeji daju preéitat rovnako odpredu i
odzadu (napr. ¢as 15:51). Bombu moéZeme zneskodnit ked Ziarovka blikne po 70. raz. Aky ¢as bude na displeji bomby
v tej chvili?

Vysledok. 03:03

Riesenie. Pocet minut je rovny poctu sekind raz pocas kazdej minity, takze za 50 minat sa to stane 50-krat. Stav,
kedy sa ¢isla na displeji ¢itaju rovnako odpredu aj odzadu, nastane tiez raz pocas minuty, ale len pocas takej mintuty,
ktora na mieste jednotiek ma ¢islo najviac 5. Pocas 50 minut tento stav nastane 30-krat. V piatich pripadoch tieto dva
stavy nastant naraz: 00:00,11:11,...,44:44. Takze kym bomba vybuchne, ziarovka blikne celkom 50 + 30 — 5 = 75-krat
(vratane ¢asu 00:00). Bombu mozeme zneskodnit, ked ostava pat bliknuti ziarovky (00:00, 01:01, 01:10, 02:02, 02:20),
teda vtedy, ked displej ukazuje 03:03.



Uloha 26. Pét kruznic sa vzajomne dotyka tak ako je znazornené na obrazku. Najdite polomer najmensej kruznice
ak polomer najvicsej kruznice je 2 a zvysné dve kruznice s vyznacenymi stredmi maji polomer 1.

Vysledok. %

Riesenie. Ozna¢me My, My a Mj stredy kruznic tak ako na obrazku a r3 ozna¢me polomer druhej najmensej kruznice.

A -~
/ \ M3
PR e
M, M,

Vzhladom k symetrickosti celého obrazku My My 1 M; Mz a s vyuzitim Pytagorovej vety dostavame, Ze r3 = % na
zéklade rovnosti

| My || Ma|? + | My ||M3|* = |Ms||M3|?, respektive 1+ (2—r3)? = (1+1r3)>

Nech P je bod, ktory doplni stredy kruznic M;, My a M3 na obdlznik. Ozna¢me A, B a C postupne priesecniky priamok
PM;i, PMy a PM3 s kruznicami ako na obrazku. Kedze MyM;M3P je obdlznik dostavame, Ze |PB| = % —1= %7
PC=1-2=1al|PAl=2—M;M;=2—(1+r3)= 3. Takze P je vzdialenés od kazdého z troch bodov A, B a C.
Vzhladom na tento fakt tieto body leZia na kruznici so stredom v bode P a polomerom % Kedze PM;, PM> a PM;y
st priamky, body A, B a C st dotykové body k prislusnym kruzniciam a kruznica so stredom v bode P s polomerom %

3
je najmensia z kruznic na obrazku.

Uloha 27. V kasine sedi niekolko Tudi okolo velkého stola a hra ruletu. Ked Matus opusti stol, odnaga si vyhru vo
vyske 16 000 a priemerny zostatok zvySnych hracov, ktor{ ostana pri stole, sa znizi o 1000 eur. Znovu sa znizi o 1000
eur, ked sa pridaju do hry dvaja hraci Riso a Dorka, kazdy so vstupnym vkladom po 2000 eur. Kolko hracov sedelo
okolo stola, pokial pri iom sedel aj Matas?

Vysledok. 9

Riesenie. Nech n je pocet I'udi okolo stola na zaciatku, ked hral aj Matas a x oznacuje priemerny obnos penazi ktory
mal kazdy z hrac¢ov. Na zaklade predpokladov zo zadania dostdvame dve rovnice:
nz — 16 000 a nr — 16000+ 2-2000

=x—1000 =x—2-1000
n—1 n+1

Ich tpravami dostaneme

z = 17000 — 1000n a 2000n — 10000 = =,

a 7 toho dostdvame, Ze n = 9. Pokial Matas hral za stolom v kasine, okolo stola bolo spolu s nim devat Tudi.



Uloha 28. V kocke 7 x 7 x 7, st kazdé dve susedné jednotkové kocky oddelené zatvorenymi dverami. Chceme otvorit
niekolko dvier tak, aby sa z kaZzdej jednotkovej kocky dalo dostat do aspon jednej vonkajsej jednotkovej kocky. Aky
najmensi pocet dveri musime otvorit?

Viysledok. 125

Riesenie. Na zadiatku mame 72 jednotkovych kociek. Odstranenim jednej priehradky spojime dve jednotkové kocky
a pocet izolovanych oblasti klesne o jedna. Na konci chceme mat najviac 72 — 5% izolovanych oblasti (¢o je pocet
vonkajsich jednotkovych kociek). Z toho dostévame, Ze potrebujeme odstranit najmenej 5% = 125 priehradiek. Lahko
vidiet, Ze odstranenie 125 priehradiek nam staéi.

Uloha 29. Je zname, ze 20%%x16 je 7-ciferna druha mocnina prirodzeného &isla. Aké tri cifry maja byt namiesto
hviezdiciek?
Vysledok. 909

Riesenie. Ozna¢me a? mocninu prirodzeného &isla, ktord konéi ...16. To znamena, ze a® — 16 = (a — 4)(a + 4) je
delitelné 100 a ak a = 2b tak (b — 2)(b+ 2) je delitelné 25. Takze b = 25n 4+ 2 a z toho plynie, Ze a = 50n + 4. Kedze
14042 < (1,414 -1000) < (1000v/2)% = 2000000 a 14542 > 14502 = 2102500 > 2100000, jedinym rieSenim je
moznost a = 1446, a z toho plyntce a? = 2090 916.

2

Uloha 30. Trojuholnik ABC s |[AB| = |AC| = 5m a BC = 6m je &iastoéne naplneny vodou. Ked trojuholnik lezi
na strane BC, voda siaha do vysky 3m. Do akej vysky siaha voda ak trojuholnik lezi na strane AB?

A
C

Vysledok. 18/5

Riesenie. Oznafme D stred strany BC. Trojuholnik ABD je pravouhly a z Pytagorovej vety |AD| = 4. Cast
trojuholnika nevyplnené vodou je trojuholnik podobny trojuholniku ABC s pomerom 1/4. KedZe pomer obsahov
(vyplnenej a nevyplnenej ¢asti trojuholnika) ostava i po otoceni nemenny, analogicka podobnost plati i po rotacii. Voda
je opat v 3/4 vysky a tak staéi vypocitat vySsku vap na stranu AB. Obsah trojuholnika ABC je % -AD - BC =12,
preto vap = 2-12/AB = 24/5. Voda teda siaha do vysky 3/4-24/5 = 18/5.

Uloha 31. Majme Sest Skatuliek oéislovanych od 1 do 6 a 17 broskyf rozdelenych nejako v tychto skatulkach. V
jednom tahu smieme urobit nasledovné: Ak sa v n-tej krabici nachadza prave n broskyii, zjeme jednu z nich a zvy$nych
n — 1 broskyn rozdelime po jednej do krabic 1 az n — 1. Aké je rozloZenie broskyn za predpokladu, Ze vieme postupne
zjest vSetky broskyne?

Vysledok. 1,1, 3,2,4,6

Riesenie. K rieSeniu tlohy pristiapme popisanim krokov od konca. Vysledné rozdelenie do krabic je (0,0,0,0,0,0),
teda ak chceme aby boli vietky broskyne zjedené, predchadzajuci stav musi byt (1,0,0,0,0,0), ktorému zase predchadza
stav (0,2,0,0,0,0) atd. Takymto sposobom skonStruujeme rozdelenie broskyn

...(0,2,0,0,0,0), (1,2,0,0,0,0), (0,1,3,0,0,0), (1,1,3,0,0,0), ...

ktoré konéi rozdelenim (1,1, 3,2,4,6). Podla tohto rozdelenia mame v 6 $katulkach spolu 17 broskyi a aj postup ako
budeme vyberat jednotlivé katulky z ktorych budeme broskyne konzumovat.

Uloha 32. V lyziarskom stredisku je prevadzkovany dvojmiestny lyZiarsky vlek. Cestu hore na svah na fiom planuje
74 Tudi, zatial ¢o 26 cestujicich ¢aka uz v hornej stanici na cestu dole. Na poludnie za¢ne vlek premévat a nasadne doi
v oboch staniciach prva dvojica I'udi. Dalsf postupne nastupuji. O 12.16 Tudia sediaci na prvych sedadlach smerom
hore mifiaji posledné obsadené sedadlé, ktoré §li dole. O 12.22, I'udia na prvych obsadenych sedadlach, ktoré §li smerom
dole mifiaji posledné obsadené sedadla ktoré idui smerom hore. Vzdialenost medzi kazdymi dvoma dvojsedadlami na
lanovke je rovnaka a lanovka udrzuje konstantna rychlost. Obsadené st vzdy obe sedadla. Ako dlho trva jazda z dolnej
stanice do hornej (v minatach)?

Vysledok. 26



Riesenie. Vzdialenost medzi prvou a poslednou hore idicou dvojsedackou je trikrat vicsia ako vzdialenost medzi
prvou a poslednou dvojsedackou idiicou dole. Doba medzi dvoma momentami popisanymi v zadani je dvojnasobok
¢asu ktory uplynie medzi stretnutim prvej dvojsedacky iducej zdola s prvou dvojsedackou idicou zhora a ¢asu kedy sa
mini posledna obsadené dvojsedacka idica zhora s poslednou obsadenou dvojsedackou idiacou zdola. Predné stolicky
sa stretli v 12.13 (presne uprostred vytahu), a preto je ¢as potrebny na prejst cela vleku je 26 mindt.

Uloha 33. Nech ABCD je kosostvorec a body M, N, rozne od bodov A, B, C, lezia postupne na tseckach AB, BC
tak, ze DM N je rovnostranny trojuholnik a AD = M D. Uréte velkost uhla ABC' (v stupiioch).

Vysledok. 100°

Riesenie. Kedze |CD| = |AD| = |MD| = |ND|, tak trojuholniky AMD a NCD st rovnoramenné so zékladiiami
AM a NC. Ozna¢me 0 = |ZDAB|. Potom |ZABC| = |£ZADC| = 180° — 6. S vyuzitim toho, zZe

|£DAM| =|£ZAMD| = |£DNC|=|4NCD| =4,
dostévame
|ZADM| =|£ZNDC| = |180°| — 26

a zaroven

|Z/ADC| = |ZADM| + |ZMDN| + |ZNDC| = 420° — 40.

Spojenim oboch vztahov dostdvame
420° — 460 = 180° — ¢

alebo po tuprave § = 80°, takze |ZABC| = 100°.

C B

D A

Uloha 34. Kolkymi spésobmi moézeme zafarbit policka tabulky 2 x 7 zelenou a Zltou farbou tak, aby sa v tabulke
nenachéadzalo ani zelené, ani zI1té L-ko?

Poznamka: L-ko je l'ubovolne natodeny nasledujtici utvar:

Vysledok. 130

Rieenie. Ak nejaky stipec tabulky je jednofarebny, tak susedny stipec musi byt zafarbeny druhou farbou, dalsi
stIpec musi byt zafarbeny zas prvou farbou atd. Takymto spésobom vieme tabulku zafarbit dvoma sposobmi podla
toho, ktorou farbou sme zafarbili prvy stipec.

Z predchadzajtcej uvahy taktiez vyplyva, ze ak jeden stipec zafarbime oboma farbami, tak vietky zvy3né stipce
musia byt tiez zafarbené oboma farbami. Dahko vidiet, ze v kazdom stlpci mozeme dve farby rozmiestnit nezavisle na
ostatnych stipcoch. Kazdé také zafarbenie bude vyhovovat zadaniu, takze takychto zafarbeni mame 27 = 128.

Spolu méme 2 + 128 = 130 zafarbeni tabulky.

Uloha 35. Miso je vasnivy zberatel diamantov, ale vlastni zatial menej ako 200 diamantov. Rozdelil vetky svoje
diamanty na niekolko (aspoii na dve) kopok tak, aby

e kazdé dve kopky obsahovali rozny pocet diamantov,
e ziadna z kopok neobsahovala prave dva diamanty,

e pre kazdu z kopok platilo: ak ju rozdelime na dve mensie kopky, tak aspon jedna z novych kopok bude obsahovat
rovnako vela diamantov ako niektora z pdovodnych kopok.

Aky najvacsi pocet diamantov moze Miso vlastnit?

Poznamka: Kopka pozostéva s nenulového poctu diamantov.



Vysledok. 196

Riesenie. Predpokladajme, Ze mame rozdelenie diamantov na kopky podla zadania. Nech m je poet diamantov
na najmensej kopke. Ak by m > 3, tak mozeme najmensiu kopku rozdelit na kopky (réznych) velkosti 1 am — 1, z
ktorych Ziadna nemé4 rovnaki velkost ako niektora povodna. Preto musi platit m < 2, ale kedZe podl'a zadania Ziadna
kopka neobsahuje prave dva diamanty, tak nam ostdva m = 1.

Dalej ukaZeme, Ze na druhej najmensej kdopke musia byt 3 diamanty. KedZe 2 diamanty tam byt nemo6zu, staci nam
vylacit pripad, ked obsahuje n > 4 diamanty. AvSak to nie je mozné kvoli rozdeleniu na kopky s 2 a (n — 2) diamantmi.

Tieto avahy zovSeobecnime, a matematickou indukciou dokdZeme, Ze ak na k (k > 1) najmensich kopkach je
postupne po 1,3,...,2k — 1 diamantoch, tak na (k + 1)-vej najmensej kopke (ak taka existuje) je 2k + 1 diamantov.
Nech p je pocet diamantov na (k + 1)-vej najmensej kopke. Zjavne p musi byt neparne, lebo inak by sme ju mohli
rozdelit na dve kopky parnej velkosti. Ak p > 2k + 3, tak rozdelenie p = 2 + (p — 2) vedie ku sporu. Ostava nam tak
jedina moznost p = 2k + 1, o ktorej Tahko vidiet, ze spliia podmienky zo zadania.

Ukazali sme teda, Ze pocet MiSovych diamantov musi byt tvaru 1+ 3 + - -- 4+ (2k — 1) = k2. Najvicsi §tvorec mensi
ako 200 je 142 = 196, ¢o je najvicsi pocet diamantov, ktory méze Miso moze vlastnit.

Uloha 36. Pripomefime si, Ze v hre Kameii, papier, noznice mame tri symboly: K — kamef, P — papier a N — noznice,
pre ktoré plati N > P, P> K, K > Na K=K, P=P, N = N, kde A > B znameni ,,A pordza B*“ a A = B
znamena, ,,A hralo proti B, hra skon¢ila remizou”. Turnaj v hre Dvojruky Kame, papier, noZnice bez opakovania medzi
hra¢mi Py a P> pozostava z 9 hier. V kazdej hre si kazdy hrac¢ vyberie dvojicu (¢;,7;), kde £;, resp. r; je symbol, ktory
hra¢ P; ukdZe na pravej, resp. lavej ruke. Podas celého turnaja si musi kazdy hra¢ vybrat kazda dvojicu symbolov
prave raz. Nasledne sa zvlast vyhodnotia symboly hracov na lavych rukach a symboly na pravych rukach (podla
pravidiel hry Kamen, papier, noZnice). Hra¢ dostane za kazda vyhru 2 body, za kazda remizu 1 bod a za kazda prehru
0 bodov. V jednej hre sa teda celkom rozdelia 4 body. Predpokladajte, Ze obaja hréaci volia dvojice symbolov ndhodne.
Ak4 je pravdepodobnost, Ze kazda z deviatich hier v turnaji skoné¢i remizou (t. j. so skore 2:2)?

Vijsledok. 313 /9! = 1/1680

Riesenie. Definujme tri mnoziny po troch paroch symbolov:
DK:{(KvK)a(PvN)a(NaP)}a DP:{(P’P)a(NaK)’(KvN)}v DN:{(NvN)v(KvP)v(PvK)}'

Vsimnime si, Ze hra v turnaji skon¢i remizou prave vtedy, ked hraci zahraju proti sebe dva pary z rovnakej mnoziny z
D K, D P, D N-

Vsetky mozné priebehy turnaja sa tvorené vSetkymi dvojicami permutéacii prvkov mnoziny Dxg U Dp U Dy. Vsetky
hry skonéia remizou prave vtedy, ked prvky kaZzdej z mnoZin Dy, Dp, Dy st umiestnené na rovnakych miestach v
permutaciach hracov Py a P,. Zoberme Tubovolni permutaciu uréujicu poradie tahov hraca Py v jednotlivych hrach.
Podet permutacii tahov hrac¢a Py, ktoré vedu k remizam vo vietkych hrach je rovny 3!3, a to bez ohladu na to, ktord
permutaciu dvojic hral hra¢ P;. Preto pravdepodobnost, Ze vSetky hry skodia remizou, je

313 1
91~ 1680°

Uloha 37. Plast telesa je zloZeny z 6smych rovnostrannych trojuholnikov a Siestich §tvorcov, ako je vyznacené na
obrazku:

Predpokladajte, 7e dlzka kazdej z hran telesa je 1km, aky je objem celého telesa (v km®)?

Vijsledok.  5v/2

Riesenie. Popisané teleso ziskame z kocky nasledovnym spésobom: Kazdy roh kocky odstranime tak, ze rez ide
stredmi hran susediacich s odstrafiovanim vrcholom. Hrana kocky ma dizku /2, teda jej objem je 21v/2. Odstranené
rohy predstavuji osem pyramid s podstavou tvorenou rovnostrannym trojuholnikom a stenami tvorenymi pravouhlymi
rovnoramennymi trojuholnikmi s ramenami dizky v/2/2. Vzhladom k tomu, Ze pravy uhol zvieraji ramena rovnora-
menného trojuholnika, vyika ma tiez rovnaki dizku v/2/2. Objem jednej z pyramid je % . % -(V2/2)? - (V2/2) = V2/24
a objem celého telesa je 2v/2 — 8 -1/2/24 = 5\/2/3.
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Uloha 38. Najdite jediného trojciferného prvoéiselného delitela Eisla 999 999 995 904.
Vysledok. 601

Riesenie. Cislo si vieme prepisat do tvaru
999999 995904 = 10'? — 212 = 212(512 _ 1)

kde
52 1=6-1)G+1)E*+1D)G2-5+1)(52+5+1)(5* =52+ 1).

Len posledné zo zatvoriek je hodnotou vicgia ako 100. KedZe vieme, Ze trojciferny prvociselny delitel existuje a
54 — 52 4+ 1 = 601 nie je delitelné Zziadnym z &isel 2, 3, 5, tak je prvoéislo a teda aj nami hl'adané &islo.

Uloha 39. Trinast véiel: jedna mala véela a dvanast velkych véiel Zije v 37-bunkovom véelom plaste. Velka véela
vyuZiva na svoj zivot 3 susedné bunky véelieho plastu a mala véela Zije v jednej bunke v¢elicho plastu (tak ako je
vyzna¢ené na obrazku). Kolkymi spdsobmi mézeme 37-bunkovy plast rozdelit tak, aby kazda zo véiel mala svoje
byvanie podla zadanych podmienok?

Vigsledok. 20

Riesenie. Ofarbime 13 buniek plastu tak ako na obrazku:

Kazda z trojbuniek (troch susednych buniek) obsahuje prave jednu zafarbeni bunku, a teda mala véela bude byvat tiez
v zafarbenej bunke.

Ak bunka pre mala véelu bude v strede nasho plastu, mame len dve moznosti rozdelenia buniek pre 12 v¢iel (jedna z
moZnosti je na obrazku a druha vznikne otofenim o 60 stupiiov v niektorom smere). Pre kaZdu zo Siestich zafarbenych
buniek ktoré st v "strede" existuje prave jeden sposob, ako rozmiestnit trojbunky pre velké véely. A nakoniec pre
okrajové zafarbené bunky si prave dva sposoby ako rozdelit zostavajice bunky pre velké véely.

Spolu to dava celkovo 2 + 6 -1 4 6 - 2 = 20 sposobov rozdelenia véelieho plastu podla podmienok zadania.

Uloha 40. Rovnostranny trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice w. Bod X lezi na kratSom obliku BC kruznice w
a T je priesetnik AB a CX. Ak |[AX|=5 a |[TX| = 3, ur¢te |BX]|.
Vysledok. 15/8
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Riesenie. Kedie |ZAXB| = |ZACB| = 60° a |ZAXC| = |LABC| = 60°, tak | ZBXT| = 180° — |ZAX B| — | LAXC| =
60°. Ozna¢me U bod na AX taky, ze TU || BX.

C

Potom TU X je rovnostranny trojuholnik a ATUA ~ ABX A. Odtial mame, Ze

ITU| ITX|-|AX| 15
Lo NP, [P il il I

BX| = - -
[1BX] ITX|+]AX| 8

Uloha 41. Nech ABC je rovnostranny trojuholnik. Vnutorny bod P trojuholnika ABC' sa nazyva Ziariaci, ak
existuje prave 27 polpriamok, ktoré vychadzaju z bodu P a rozdeluju trojuholnik ABC na 27 mensich trojuholnikov
rovnakého obsahu. Uréte pocet Ziariacich bodov v trojuholniku ABC.

Visledok. (%) = 325

Riesenie. Polpriamky PA, PB, PC su uréite medzi 27-mimi polpriamkami, ktoré vychadzaju zo ziariaceho bodu
P: Ak by neboli, dostali by sme v rozdeleni §tvoruholnik. Rozdelme obvod trojuholnika ABC na 27 asti tak, aby
kazda strana bola rozdelena na ¢asti rovnakej dizky. Takych rozdeleni je celkom (226) = 325, totiz ak bod A zvolime
za prvy deliaci bod, body B, C mozeme volne vybrat zo zvy$nych 26-tich bodov. Na koniec si v§imnime, Ze kazdé
také rozdelenie zodpoveda préave jednému Ziariacemu bodu a naopak. Zjavne polpriamky z kazdého Ziariaceho bodu
nam urcia jedno také rozdelenie. Naopak, ak mame pocty Casti a, b, ¢, na ktoré je kazda strana trojuholnika ABC
rozdelend, sta¢i nam za bod P polozit jediny bod v trojuholniku ABC, ktorého vzdialenosti od stran BC, CA, AB su
v pomere a : b: c. Priamoc¢iarym vypoctom lahko overime, Ze bod P je naozaj Ziariaci bod, ktorého lude delia strany
trojuholnika ABC' pozadovanym sposobom.

Uloha 42. Kolko kladnych delitelov isla 20162 mensich ako 2016 nie je delitelom &sla 20167

Vysledok. 47

Riesenie. 7 prvociselného rozkladu é&isla 2016 = 2° - 32 - 7 dostavame prvociselny rozklad &isla 20162 = 210 . 3% . 72,
Takze 20167 ma 11 -5 -3 = 165 kladnych delitelov z ktorych 3 - (165 — 1) = 82 st mensie ako 2016 — nerédtajtc 2016.
Delitel'ov si rozdelime do dvojic (x,y) tak, Ze z -y = 20162 a x < 2016 < y. Poznamenajme, 7e 2016 ma 6-3-2—1 =35
delitel'ov mensich ako 2016 ktoré st taktiez delitelmi 2016%. Hladané &islo splhajice zadanie je 82 — 35 = 47.

Uloha 43. Nech
dn ++4n? — 1

Ly = .
Von—1+4++v2n+1

Vypocitajte Zy + Za + - - + Zao16-
Vysledok. %(4033\/ 4033 - 1)
Riesenie. VSimnime si, Zze pre n € N,

dn ++/4n2? —1 (V2n+1—v2n—1)((vV2n+ 1)+ (vV2n + 1)(vV2n — 1) + (v/2n — 1)?)

Vo2n—1+V2n+1 (V2n+1—v2n—1)(V2n +1+2n—1)
= %((\/271 +1)° — (vV2n —1)*).

Dostavame teda

Zit et Zoos = (VB = (VI + (VB — (VB) -+ + (VIS — (VAOSL))

(4033+/4033 — 1).

N~ N~
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Uloha 44. 7 celych ¢isel ag, a1, as ... vytvorime postupnost nasledovnym sposobom: Ak a; je delitelné tromi, tak
ai+1 = a;/3; v opacnom pripade a;+1 = a; + 1. Pre kolko roznych kladnych celych &isel ag dosiahne tato postupnost
hodnotu 1 prvykrat prave v 11-tom kroku (t.j. a;; = 1, ale ag,a1,...,a190 #1)?
Viysledok. 423
Riesenie. Cislo 1 mozeme dostaf len z 3, ktort zas mozeme dostat len z 2 alebo 9. Dalej islo 9 mozeme dostat len z 8
alebo 27; 2 mozeme dostat z 1 alebo 6, z ¢oho len 6 vyhovuje zadaniu, kedZe nechceme dostat ¢islo 1 skor. Podme na
to v8eobecne a ozna¢me P, mnoZinu kladnych celych ¢isel takych, Ze postupnost zo zadania dosiahne 1 prave v n-tom
¢lene prave vtedy, ked ag € P,. Lahko vidiet, Ze pre n > 3 dostaneme mnozinu P, tak, Ze zoberieme &isla 3z pre
kazdé x € P, a tiez ¢isla x — 1 pre kazdé x € P, také, ze x — 1 nie je delitelné tromi.

Nech p,, je pocet prvkov mnoziny P, a nech f,, g,, resp. h, oznacuje poCet prvkov mnoziny P,, ktoré su tvaru 3k,
3k + 1, resp. 3k + 2. Vsimnite si, Ze pre n > 3 su vSetky prvky P, vicSie nez 3, a teda

e fni1 = pn, kedZe pre kazdé x € P, existuje 3x € P,y1,
® gni1 = hy, kedZe pre kazdé x € P,, ktoré je tvaru 3k + 2, existuje x — 1 =3k +1 € P11 a
e h,i1 = f, z podobnych dévodov.

Odtial dostavame

Pn=fn+Gn+hn=0Dn-1+Pn-2+Pn3
pre n > 4. 7 podiatoénych avah ziskame, Ze p;1 = 1, po = 2 a p3 = 3, a teda nasledujuce ¢leny moZno dopoditat
pomocou uvedenej rekurencie. Pozadovany vysledok je p1; = 423.

Uloha 45. Nech ABCD, AEFG a EDHI st obdlzniky so stredmi postupne K, L a .J. Predpokladajme, Ze body A,
D, FE st postupne vnutornymi bodmi tse¢iek HI, FG, BC a |ZAED| = 53°. Urcte v stupiioch velkost uhla JKL.

Vysledok. 74°

Riesenie. Kedze KJ je stredna priecka trojuholnika BID, plati KJ || BI a podobne tiez KL || CF. Takze
|£JKL|=|ZIBA|+ |£DCF|. Kedze |LAIE| = |£ZABE| = 90°, stvoruholnik BIAFE je tetivovy. Preto plati

|LIBA| = |ZIEA| = 90° — |ZAED| = 37°.
Rovnakym sposobom s vyuZzitim tetivového stvoruholnika CFDE uréime |ZDCF| = 37°, teda |[ZJKL| = 74°.

H

Uloha 46. Kubo zobral niekolko (nie nutne roznych) ¢isel z mnoziny {—1,0,1,2} tak, Ze ich saget bol 19 a sucet ich
druhych mocnin bol 99. Akd najvacésiu hodnotu mohol nadobudnut sucet tretich mocnin vybranych ¢isel?

Vysledok. 133
Riesenie. Predpokladajme, Ze Kubo zobral presne a, b, resp. ¢ ¢isel rovnych —1, 1, resp. 2 (€isla rovné 0 zjavne
nehraju ziadnu alohu). Podmienku zo zadania moZeme prepisat ako
—a+b+2¢c=19,
a+b+4c=99.
Nasim cielom je maximalizovat —a + b + 8¢ = 19 + 6¢. AvSak séitanim oboch rovnic dostaneme, ze 6¢ = 118 — 2b,

takze ¢ < 19. Hodnotu ¢ = 19 vieme dostat polozenim a = 21, b = 2, takze hladané maximum suétu tretich mocnin je
19+6-19 =133.
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Uloha 47. Najdite najvicsie 9-ciferné &islo spliiajice nasledujtce vlastnosti:
e vietky jeho cifry st rozne;

e pre kazdé k = 1,2,...,9 plati, Ze ked vySkrtneme jeho k-tu cifru (zlava), dostaneme 8-ciferné ¢islo delitelné
¢islom k.

Vysledok. 876513240

Riesenie. Nech Ay oznacuje k-tu cifru hladaného &isla, takze hladané &islo jeA; Ag A3 A4 A5 Ag A7 AgAg. Celkom méame
10 moznych cifier, takze presne jedna cifra, ozna¢me ju d, nie je pouzita v desiatkovom zapise pozadovaného ¢isla. Nech
N je ¢islo vzniknuté vyskrtnutim k-tej cifry.

Vieme, Ze Ny je parne, takze 2 | Ag. balej vieme, Ze ¢islo N5 je delitelné piatimi, takze aj Ag je delitelné piatimi.
To znamena, Ze Ag = 0.

Cislo Ny je deliteIné 9-timi, takze ciferny sadet &isla Ny, ktory mé hodnotu 1+2+3+4+54+6+7+8+9—d = 45—d,
je deliteIny 9-timi, z ¢oho dostavame d = 9.

Cisla Ng a N, st delitelné 4-mi, ¢o znamena, ze cifry A7, Ag st parne. Naviac, ¢islo Ny je delitelné 8-mim, takze
dvojciferné &slo AgA7 je delitelné 4-mi. Taktiez ¢isla N3 a Ng s delitelné 3-mi a taktiez aj ciferny stuéet hfadaného
&isla je delitelny 3-mi. Z toho vyplyva {As, A} = {3,6}.

Ked7e hladame najvicsie ¢islo, polozme A; = 8, A3 = 6, Ag = 3. Potom nam ostane {Ar, Ag} = {2,4}, ale ked7e
4|M,takA7:2aAg:4.

Staci skontrolovat, ze umiestnenim zvysnych cifier v klesajicom poradi dostaneme ¢&islo 876513240, ktoré splia
zvysni podmienku zo zadania, teda ze ¢islo Ny = 87651340 je delitelné 7-mimi.

Uloha 48. Bod P lezi vnitri obdlznika ABCD so stranou |AB| = 12. Kazdy z trojuholnikov ABP, BCP, DAP ma
svoj obvod ¢iselne rovnaky ako svoju plochu. Aky je obvod trojuholnika C'DP?

D C

A 12 B

Vysledok. 25
RieSenie. Vsimnite si, Ze trojuholnik méa svoju plochu rovni obvodu prave vtedy, ked polomer jeho vpisanej kruznice
je 2. Preto trojuholniky BC'P a ADP st zhodné; totiz ak bod P je blizsie k strane AD nez k BC, tak polomer kruznice

vpisanej trojuholniku ADP je mensi ako polomer kruznice vpisanej trojuholniku BC'P. To znamené, Ze bod P lezi na
jednej z osi symetrie obdlznika ABCD.

D C
Y
L *()
\
1
| X
\
\
n
A M 6 B

Nech @ je kolmy priemet bodu P na stranu BC, M je stred tisecky AB a polozme z = |BQ|, y = |CQ|. Obsah
trojuholnika ABP je teda 6z a s vyuZitim Pytagorovej vety v trojuholniku M BP vyjadrime |BP| = V22 4+ 62. Rovnost
plochy a obvodu trojuholnika ABP si vieme prepisat do rovnice

6x =12 + 24/ 22 4+ 62

s jedinym kladnym rieSenim z = 9/2.
Hodnotu y mozeme najst podobne: vyuZijeme, Ze |BP| = 15/2 a |CP| = +/y? + 62, takZe z podmienky pre
trojuholnik BC'P dostaneme rovnicu

1 9 9 15
Z.6- )= e 2462
B (y+2) y+2+2+ Y+
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s jedinym kladnym rieSenim y = 5/2.
Z toho dopoé¢itame |C'P| = 13/2 a obvod trojuholnika CDP nam vyjde 25.

Uloha 49. Na tabuli je napisana dvojica celych &isel (0,0). V kazdom kroku ju nahradime nasledovnym sposobom:
Ak je na tabuli dvojica (a,b), nahradime ju dvojicou (a + b+ ¢,b+ ¢), kde bud ¢ = 247, alebo ¢ = —118. (¢islo ¢ si
moZeme vybrat v kazdom kroku). Najdite najmensi nenulovy pocet krokov, po ktorych sa na tabuli moze objavit
dvojica (0,b) pre nejaké celé &islo b.

Viysledok. 145

RieSenie. Nech ¢; oznacuje ¢islo ¢, ktoré sme pouzili v i-tom kroku. Po n krokoch, ¢islo a (t. j. prvé ¢islo v dvojici)
bude a = ne; + (n — 1)eg + -+ + ¢,,. Stanovme n anech s =ne; + (n— 1)eg + -+ +e,, kde g; = 1, ak ¢; = 247 a
g; = 0, ak ¢; = —118. Definujme t podobnym sposobom s tym, Ze ; = 1 prave vtedy, ked ¢; = —118. Nepochybne
a = 247s — 118t, takZe podmienka a = 0 implikuje 247s = 118¢, av8ak ¢isla 247 a 118 st nesudelitelné takze existuje
celé k také, ze s = 118k a t = 247k. Z toho vyplyva, ze

n(n+1)

365k:.9+t:1—|—2+~--—|—n:T,

a kedze 365 = 5 - 73, dostavame, Ze n je aspont 2 - 73 — 1 = 145.
Ostava ukazat, ze pre n = 145 existuju také ¢isla ¢;, ze 247s = 118t. Nech m je najmensie kladné ¢islo, pre ktoré
plati

1+24-+ > 247 (1+2+-+n);
= 365 s

teraz polozme ¢; = —118 pre i € {1,...,m} \ {r} a ¢; = 247 vo zvySnych pripadoch, kde

247
=14+24+... - (1424 .
r T2+ dm— o 1+2+---+n)

(Ciselne m = 120 a r = 97.) Tymto spésobom dostaneme presne

118 - 247
247s =118t = — - (1 + 2+ - --
7s 8 365 (1+24---+n),

¢o sme cheeli dostat.

Uloha 50. Jeden cikcak pozostéva z dvoch rovnobeznych opacéne orientovanych polpriamok, ktorych pociatotné body
st spojené useckou. Aky je najvacsi pocet oblasti, na ktoré moZzeme rozdelit rovinu desiatimi cikcakmi?

Viysledok. 416

Riesenie. Kazdé dva cikcaky sa pretinaja najviac v deviatich bodoch a Tubovolny pocet cikcakov vieme jednoducho v
rovine rozmiestnit tak, aby sa kazdé dva cikcaky pretinali v prave deviatich bodoch (a zaroven aby kazdy bod bol
priese¢nikom najviac dvoch &ar). Uvazujme postupné ukladanie cikcakov. Ak ulozime n-ty cikcak, bude rozdeleny
9(n — 1) priese¢nikmi s n — 1 uz ulozenymi cikcakmi na 9(n — 1) + 1 tsekov. Kazdy usek rozdeli uz existujucu oblast
na dve. Z toho vyplyva, Ze pre najvacsi pocet oblasti uréenych n cikcakmi, ktory oznacime ako Z,, plati Z; = 2 a
Zp=Zp_1+9n—8pren > 2. Z toho uz l'ahko odvodime vieobecny vztah

9 4, 7

Konkrétne pre n = 10 dostaneme Z1¢ = 416.

Uloha 51. Majme tvorsten v ktorom kazda jeho stena je trojuholnik s dlzkami stran 1, v/2, a ¢ a polomer gule
opisanej tomuto $tvorstenu je 5/6. Urcte c.
Vysledok. /23/3
Riesenie. Ukazeme vSeobecnejsi vysledok: Ak kazda stena Stvorstenu je trojuholnik so stranami a, b, ¢ a polomer gule
opisanej &tvorstenu je r, tak plati a? + b? + ¢ = 8r2. Vysledok nagej konkrétnej tlohy ziskame len dosadenim hodnét
zo zadania.

Vpisme dany Stvorsten do kvadra s dlzkami hrén z, y, 2. Hrany Stvorstenu st potom stenové uhlopriecky kvadra,
preto podla Pytagorovej vety plati

Pyt =a? 2422 =0 a P 4t=cR

Naviac, gula opisané $tvorstenu je zhodna s gulou opisanou kvadru, ktorej priemer je telesova uhlopriecka kvadra.
Preto 1

(27")2 — SC2 +y2 +2’,2 —_ 5(012 +62 +C2),
z ¢oho po tprave dostaneme dokazovany vztah.
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Uloha 52. Barman Milan pripravuje velki uvitaciu party. Ulozil do radu 2016 kokteilovych pohéarov, v kazdom z
nich bol lahodny visiiovy kokteil. Pre dokonéenie priprav je jeho tlohou prikryt jeden pohar striebornym vieckom,
poloZit sochu na vrch vrchnaka a rozdelit neparny pocet visni do nezakrytych poharov, do kazdého pohéra najviac
jednu vishu. Kol'ko roznych rozmiestnen{ visni a viecka moze Milan dosiahnut, ak méa byt viac visni napravo od viecka
ako nalavo?

Vysledok. 2016 - 22013

Riesenie. Najprv uvazujme bez d'alsich obmedzeni vietky moZné rozmiestnenia viecka a vigni, v ktorych je v kazdom
odkrytom pohéri najviac jedna visha. Celkovo je 2016 sposobov uloZenia viedka a pre kazdy z nich mame 22°'5 moznosti
ako rozmiestnit do nezakrytych poharov najviac jednu visiu, ¢o je spolu 201622015 rozmiestneni. S vyuzitim binomickej
vety

2016 1008 1008
2016 . 2016 2016
0=(-1+1)%% = Z( i )(1) =2 ( 2 )Z (%-1)
=0 =0 =1

zistime, Ze pocCet rozmiestneni, ktoré maji parny pocet vidni, je rovnaky ako pocet rozmiestneni s neparnym poc¢tom
visni. Preto mnozina M vSetkych rozmiestneni viecka a neparneho pocétu visni obsahuje % - 2016 - 22015 = 2016 - 22014
prvkov.

Dalej si vSimnime, Ze ak zoberieme I'ubovolné rozmiestnenie viecka a visni z mnoZiny M a toto rozmiestnenie
zrkadlovo prevratime, dostaneme dalSie rozmiestnenie z mnoziny M. Ak povodné rozmiestnenie obsahovalo nq visni
nalavo od viecka a ns visni napravo, zrkadlovo prevratené rozmiestnenie bude mat ns visni nalavo a n; visni napravo
od viecka. KedZe pocet visni je neparny, tak &isla ni a ng st rozne, a teda naozaj ide o dve roézne rozmiestnenia.
Navyse prave jedno z nich bude mat viac vi$ni napravo od viecka. To ndm umoZiiuje rozdelit vSetky rozmiestnenia z
mnoziny M do parov, kde kazdy par bude obsahovat dve rozmiestnenia, ktoré st navzajom symetrické. KedZze kazdy
par obsahuje prave jedno rozmiestnenie, v ktorom je viac visni napravo od viecka, tak vSetkych takych rozmiestneni je
32016 - 2201 = 2016 - 22013,

Uloha 53. Mame dant drevent kocku, ktorej povrch je natrety na zeleno. Dalej mame 33 navzéjom roznych rovin, z
ktorych sa kazda rovina nachadza medzi nejakymi dvoma protilahlymi stenami kocky a je s nimi rovnobezna. Tychto
33 rovin deli kocku na niekol'ko mengich kvadrov. Poget kvadrov, ktoré maju aspon jednu stenu zeleni, je rovnaky ako
pocet kvadrov, ktoré nemajua ziadnu stenu zelenti. Urcte celkovy pocet kvadrov, na ktoré je kocka rozdelena.

Viygsledok. 1260 alebo 1344

Riegenie. Tahko vidiet, Ze v kazdom z troch moZnych smerov musia byt aspon $tyri roviny (ak by v nejakom smere
bolo menej ako pat vrstiev kvadrov, tak by podet kvadrov so zelenou stenou bol va¢si ako pocet kvadrov bez zelenej
steny). Ozna¢me teda pocet rovin v jednotlivych smeroch postupne a + 3, b+ 3, ¢+ 3, kde a, b, ¢ st kladné celé ¢isla.
Z toho, ze (a +3) + (b+3) + (¢ +3) =33, vyplyva a + b+ ¢ = 24.

Pocet vetkych kvadrov je (a4 4)(b+ 4)(c+ 4) a podet kvadrov bez zelenej steny je (a + 2)(b + 2)(c + 2). Pocet
kvadrov so zelenou stenou je teda rozdiel tychto hodnot. Preto podmienku zo zadania si moéZeme prepisat ako

(a+4)(b+4)(c+4)=2(a+2)(b+2)(c+2),

z ¢oho po roznasobeni, dosadeni a + b + ¢ = 24 a tprave dostaneme abc = 240 = 2% -3 - 5. KedZe a + b + ¢ je parne, tak
bud (1) prave jedno, alebo (2) v8etky tri &isla a, b, ¢ st parne.

V pripade (1), jedno z ¢isel a, b, ¢ (bez ujmy na vieobecnosti a) musi byt delitelné 16-timi a kedze a+b+c = 24 < 2-16,
dostavame a = 16. Z toho vyplyva, Ze b+ ¢ = 8 a bc = 15, takze {b,c} = {3,5}. Nakoniec mdZzeme spocitat celkovy
pocet kvadrov: (a+4)(b+4)(c+4) =20-7-9 = 1260.

V pripade (2) musi bez ujmy na vSeobecnosti platit a = 4z, b = 2y, ¢ = 2z kde zyz =15 a 2z + y + z = 12. Jedina
moznost, kedy to moze nastat, je pre x = 3 a {y, 2z} = {1,5}, ¢o vedie k celkovému poétu ¢asti (a +4)(b+4)(c+4) =
16 -6 - 14 = 1344.

Uloha 54. Majme dané prirodzené &slo n, nech p(n) je saéin nenulovych cifier ¢sla n. Najdite najvicsieho
prvociselného delitela &sla p(1) 4 - - - 4+ p(999).

Vysledok. 103
Riesenie. Nech S =p(1) +---+p(999). Rozsirenim A= (0+1+24---+9)(0+14+2+---4+9)(0+1+2+---+9)
moZeme vidiet, Ze A by bol vysledok, ak by sme nasobili aj nulovymi ciframi. Potom je S =(1+1+2+---+9)(1+
1424491 4+1+4+24---49) — 1, pretoZze mame extra 1 za ¢len p(0), ktora nechceme ratat. TakZe

5 =46 —1= (46 —1)(46> +46 + 1) =3 -5.7-103

a z toho uz vieme vy¢itat vysledok.
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Uloha 55. Nech {a,}5, je rastiica postupnost kladnych celych ¢isel také, 7e 9 | azr_2, 14 | azx_1 a 19 | agx pre
vSetky kladné celé ¢isla k. Najdite najmensiu moznta hodnotu asgis-

Vysledok. 14478

Riesenie. Mozeme predpokladat, Ze pre vSetky celé ¢isla n > 1 je hodnota a,, najmensie celé &islo véicsie ako a,, 1, ktoré
splha podmienku zo zadania. V&imnite si, Ze pre dané as;, existuji len dve moznosti pre asjy3: bud aspis = asy + 19,
alebo asgy3 = asx + 38. Druha moZnost nastane prave vtedy, ked existuji celé &sla ¢, d, 5 < d < ¢ < 9 také, Ze
9| agr + c a 14 | asi + d, totiz vtedy plati asg1 = ask + ¢ & agpr2 = asp + 14+ d > as + 19.

Existuje celkom (g) = 15 dvojic celych &sel (¢, d) splhajucich 5 < d < ¢ < 9. Kedze ¢isla 9, 14 a 19 st po dvoch
nestdelitelné, Cinska zvyskova veta zarucuje, Ze pre kazda taka dvojicu (¢, d) existuje prave jedno nezaporné cele ¢islo
as, mensie ako 914 - 19 take, Ze 19 | ask, 9 | ask + ¢ a 14| asg + d. Preto existuje préave 15 ¢lenov as, mensich ako
9.14-19, pre ktoré asiy3 = asp + 38. Lahko vidiet, Ze rozdiel Ziadnych dvoch takych ¢lenov nie je 19 a %e 9-14-19 — 19
nie je také ¢islo, ¢o znamena, ze agy = 9- 14 - 19 pre nejaké ¢. Zo skutocCnosti, Ze asgp+s = ask + 38 nastane prave 15-krat
mozeme usudit, ze £ =914 — 15 = 111.

Pre ¢leny postupnosti a,,, ktoré nasleduju za ¢lenom asss, st ich zvysky po deleni 9, 14 a 19 rovnaké ako pre ¢leny
an_333. TakZe tak ziskavame vztah a,4333 = a, +9- 14 - 19. Lahko vypod&itame, Ze a1z = 114, a tak

a2016 = G6.333418 = 6-9-14-19 4 114 = 14478.

Uloha 56. Nech P je vnatorny bod trojuholnika ABC. Body D, E, F lezia postupne na tseckiach BC, CA, AB tak,
7e priamky AD, BE, CF sa pretinaju v bode P. Ak viete, ze |[PA| =6, |PB| =9, |PD| =6, |PE| =3 a |CF| = 20,
vypocitajte obsah trojuholnika ABC.

Vysledok. 108

Riesenie. Nech [XY Z] oznacuje obsah trojuholnika XY Z. Z rovnosti |AP| = |DP| ziskame rovnosti [ABP] = [BDP]
a [APC]| = [DCP)]. Dalej z rovnosti 3|EP| = |BP| vyplyva, %e 3[APE] = [ABP] a

3[CEP] = [BCP] = [BDP] + [DCP] = 3[APE] + [APE] + [CEP],

a tak [CEP] = 2[APE)]. Z toho dostavame, ze [ABP] = [BDP] = [APC] = [DCP]; z toho vyplyva, ze |BD| = |CD|.

Polozme k = |FP| : |CP|. Potom z rovnosti |AP| = |DP| a |[ZAPF| = |£ZCPD| vyplyva [AFP] = k[DCP]J;
podobne dostaneme [F'BP] = 3k[C'EP]. S¢itanim tychto rovnosti a s vyuzitim predchadzajicich rovnosti dostaneme
po upravach rovnost [ABP] = 9k[APE], z ktorej vyplyva k = 1/3. Preto |FP| =5 a |CP| = 15. Ak trojuholnik CPB
doplnime do rovnobeznika C PBQ, moZzeme si viimnut, ze |BP|? + |PQ|? = |BQ|?, z ¢oho vyplyva, Ze |/DPB| = 90°.

Z toho moZzeme usudit, Ze

1
[ABC] =4[BDP] =469 =108

Uloha 57. Najdite posledné dve cifry pred desatinnou &iarkou é&isla (7 + /44)2016.

Vysledok. 05

Riesenie. Najskor si viimnime, Ze &islo 7 — /44 je ostro medzi 0 a 1. To isté plati aj pre &islo (7 — 1/44)2916. Navyse,
¢islo (7 ++/44)2016 4 (7 — \/44)?016 je cele, ¢o Tahko vidiet z Binomickej vety (neparne mocniny /44 sa odéitajt). Preto

plati
(7 + V44)2010 ] = (7 + V44)216 4 (7 — /44)2010 — 1,

S vyuzitim toho, Ze 122 = 44 (mod 100), dostaneme

(7 4 V44)?016 (7 — V/44)2016 = (7 +12)20%6 1 (7 — 12)?9%6  (mod 100),
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takZze nam staci najst posledné dve cifry &isel 192016 a 52016 Druhé éislo konéi na 25, nakol'ko 5% = 52 (mod 100). Pri
prvom ¢isle znovu vyuzijeme Binomicki vetu a ziskame

2016 2016
(20 — 1)2016 = <mn5)-201-Q—U2M5+-(mnﬁ>(—1fm6zz—19 (mod 100)

(vSetky ostatné ¢leny binomického rozvoja st delitelné 202). TakZe hladané posledné dve cifry st —19 + 25 — 1 = 05.

Iné riesenie. Ako v predchadzajtcom rieseni, budeme hladat posledné dve cifry &isla (7 + +/44)2916 4 (7 — /44)2016,
Ked7e &isla 7 4+ /44, 7 — /44 sa korene kvadratickej rovnice 22 — 14z + 5 = 0, pre postupnosti {an}n>0, {Bn}n>0,
ktoré st definované ako a, = (7 4+ V44)" a B, = (7 — V/44)", plati rekurentny vztah ay,4o — 14a,41 + 5o, = 0 a
rovnaky pre f3,,. Navyse, rovnaky vztah plati aj pre ich sucet v,, = (74 v/44)™ + (7 — /44)". Nasim cielom je vypocitat
Y2016 mod 100.

Polozme 4, = v, mod 100. Postupnost {%,}n>0 je jednoznaéne uréena rekurentnym vztahom 42 = (149,41 —
5%,) mod 100 a jej po¢iatoénymi hodnotami 49 = 2, 41 = 14. Dalej, kedZe 4, moze nadobudat len koneéne vela hodnot
a kazdy clen zavisi len od dvoch predchédzajtcich, musi byt tato postupnost periodickid. Vypocitanim niekolkych
zaciato¢nych hodnot,

2,14, 86, 34,46, 74, 6, 14, 66, 54, 26, 94, 86, 34, . . .

vidime, Ze pocnic ¢lenom 7, je postupnost periodicka s periodou 10. Preto 2916 = 96 = 6. KedZe hladané &islo je o 1
mensie, hfadané posledné dvojéislie je 05.
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