Uloha 1. Okna ve star§ tramvaji vypadaji jako na obrdzku. Viechny zaoblené rohy jsou tvoreny oblouky
kruznice o poloméru 10 cm. Posuvné okénko je pooteviené na 10 cm, jak je zndzornéno na druhém obréazku.
Vyska posuvného okénka je 13 cm. Jaky obsah v cm? mé vznikly otvor?

1€

Resend. Otvor mé stejny obsah jako plocha, kde pohybliva ¢ast okénka prekryva sousedni pevnou ¢ast,
coz je obdélnik o rozmeérech 10cm x 13 cm.

Visledek. 130

Uloha 2. Obdélnik je rozdélen na devét obdélnicka, jak znézortiuje obrazek. Do nékterych obdélnicki je
vepsan jejich obvod. Urcete obvod velkého obdélniku.
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Visledek. 42

Reseni. 7 obrazku vidime, 7e obvod obdélniku dostaneme setenim obvodii ¢ty krajnich obdélnicki se
zadanym obvodem a odecCtenim obvodu prostredniho obdélnicku. Vysledek je tedy

144+9+174+12 — 10 = 42.

Uloha 3. Kuba odstranil ze ¢tyfciferného prvodisla jednu cifru a dostal tak 630. Které prvoéislo to bylo?
Vijsledek. 6301

Resend. Protoze posledni cifra Kubova prvoéisla nemtize byt sudé ¢islo, musi byt ono prvoéislo tvaru 630x.
Posledni cifrou nemtze byt ani 5, nebot pak by ¢islo bylo délitelné péti. Zbyvaji tedy moznosti 1, 3, 7 a 9.
Protoze je vsak 630 délitelné tremi, cifry 3 a 9 neptichdzeji v ivahu. Ani 7 nevyhovuje, nebot 7 déli 630,
a tudiz i 6307. Ptavodni ¢islo tedy bylo 6301.

Uloha 4. Uhlobaron Ptad¢ek si nechal postavit velmi modern{ pétithelnikovy dim na obdélnikovém
pozemku o strandch 35m a 25 m. Pudorys domu je do pozemku zasazen jako na obrazku (sousedni body
na hranici jsou od sebe vzdaleny 5m.) Jakou pomérnou ¢ast obsahu celého pozemku tvoii zastavénd
plocha?

. 41
Visledek. =5



Reseni. Protoze nas zajimaji pouze pomeéry obsahti, mizeme si pro zjednoduseni vypoctu zvolit 5m
za jednotku. SeCtenim obsaht tii pravouhlych trojihelnika predstavujicich nezastavénou plochu se

dopracujeme k vysledku
L (53,61 42y 41
7-5\ 2 2 2 ) 70

Uloha 5. Ctvercové mifzka tvofens 16 body, kterou vidime na obrazku, obsahuje vrcholy deviti ¢tvercl
1 x 1, étyt ¢tvercl 2 x 2 a jednoho ¢tverce 3 x 3, celkem tedy 14 ¢tvercd, jejichz strany jsou rovnobézné
se stranami miizky. Jaky nejmensi pocet bodu lze z m¥izky odebrat, aby po jejich odstranéni kazdému ze
14 ¢tverci schazel nejméné jeden vrchol?

Visledek. 4

Reseni. Odebrat ¢ty¥i body je nutné, nebot ¢tyfi ¢tverce 1 x 1 v rozich mifzky nemaji zadny spoleény
vrchol. Prikladem ¢tyt bodi, které odstranit staci, jsou dva protilehlé rohy mrizky a dva vnitini body na
druhé uhlopficce.

Uloha 6. Urdete posledni &slici souctu

124922 4+324+ ... 420172

Visledek. 5

Reseni. Cislice na misté jednotek se u étvercli prirozenych ¢isel pravidelné opakuje s periodou 10. Mame
12422 43° 4+ +10  =1+4+9+ 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81 + 100 = 385,

posledni éislice tohoto ¢isla je 5. Proto posledni éislici éisla 12 422 + - - - 420102 je 5, nebot 201 -5 = 1005.
Navic posledni ¢islice sou¢tu 20112 + 20122 + - - - + 20172 je 0. Dohromady dostdvame, 7e hledand &islice
je b.

Uloha 7. Vyjadiete podil
0,2
0,

N
=

jako zlomek % v zakladnim tvaru s prirozenymi ¢isly a a b.
Poznamka: Horni pruh znaé¢i periodicky desetinny rozvoj, kupiikladu 0,123 = 0,123123.. ..
. 11
Vijsledek. 15
Reseni. Dany podil se da piepsat nasledujicim zptisobem:
02 022 22.001 11
024 024 24-001 12°




Uloha 8. Pferovsky Zelezniéni uzel mé tvar trojihelniku. Olin, Martina a Marian provadéji $pionaz a
sleduji vSechny vlaky, které projizdéji Prerovem. Sva pozorovaci stanovisté maji peclivé ukryta v blizkosti
trati postupné ve sméru na Hulin, na Olomouc a na Lipnik. Béhem jednoho dne Olin napocital 190,
Martina 208 a Marian 72 vlaka. Kolik vlakt jelo ten den mezi Olomouci a Hulinem, pokud vime, ze
zadny vlak nevyjizdi z Prerova, nekonc¢i v ném, ani se v ném nemize otoc¢it a vratit se zpét?

Lipnik

Marian

Martina
Olomouc

Hulin

Vijsledek. 163

Reseni. Oznaéme o, [, h postupné pocty vlaki, které projely mezi Lipnikem a Hulinem, Hulinem a
Olomouci a Olomouci a Lipnikem. Olin na svém stanovisti vidél vSechny vlaky, které projely mezi Hulinem
a zbylymi dvéma mésty, tedy 190 = o + [. Analogicky plati 208 = [+ h a 72 = 0 + h. Se¢tenim prvnich
dvou rovnic a odectenim tfeti dostaneme 2! = 190 4 208 — 72. Po tpravé vyjde [ = 163.

Uloha 9. Najdéte vsechna prirozena Cisla x < 10000 takova, Ze x je ¢tvrtou mocninou néjakého sudého
¢isla a zaroven muzeme zprehazenim cifer x dostat ctvrtou mocninu nékterého lichého ¢isla. Cifry pfitom
nesmime prehazovat tak, aby vysledné ¢islo zacinalo nulou.

Vysledek. 256

Reseni. Predpokliddejme, Ze z je rovno a* pro néjaké sudé éislo a a b* je étvrtd mocnina lichého ¢sla,
kterou dostaneme vhodnym zptrehazenim cifer x.

Vime, ze 10000 = 10%, takze a i b jsou mensi nez 10. Snadno zjistime, Ze ¢tvrté mocniny sudych
jednocifernych ¢isel konci vzdy Sestkou. Jediné dvé ¢tvrté mocniny lichych jednocifernych ¢isel obsahujici
¢&islici 6 jsou 5* = 625 a 9* = 6561. V prvnim piipadé je jedind vyhovujici moznost = = 4* = 256. Ve
druhém pifpadé si mizeme vsimnout, Ze libovolné &islo vzniklé permutaci cifer 9% bude délitelné tiemi
(ciferny soucet ziistava stejny), nutné tedy a = 6. Ale 6* = 1296 a 9* = 6561. Tato dvé ¢isla nejsou slozen4
ze stejnych cifer, a proto je 256 jedinym Fesenim.

Uloha 10. Je dén rovnobé&znik ABCD. Necht E je bod na strané AB spliujic
usecka C'E protind thlopficku BD v bodé F. Urcete pomér |BF| : |BD|.

EB| = ; |AE| a necht

1
5

D C

Visledek. 1:7

Reseni. Trojihelniky EBF a CDF jsou podobné s koeficientem podobnosti |[BE| : |CD| =1 : 6. Stejny
pomér maji i délky |BF| a |DF|, takze |BF|:|BD|=1:7.

Uloha 11. Ve velké stéji je sto boxi, které jsou oznaéené &sly 1 az 100. V jednom boxu mohou byt
jeden, dva, nebo tfi koné. Je znamo, ze v boxech 1 az 52 je dohromady 56 koni a v boxech 51 az 100 je
jich celkem 150. Kolik koni je dohromady ve stdji?

Vijsledek. 200

Resend. Vzhledem k tomu, Ze v jednom boxu mohou byt nejvyse tii koné, museji byt v kazdém z boxi 51
az 100 pravé tri. Pocet koni v prvnich padesati boxech je tedy roven 56 — 2 - 3 = 50 a celkové je ve staji
50 4+ 150 = 200 koni.



Uloha 12. Lucien napsal na tabuli &ervenou barvou &islo 3 a zelenou é&slo 2. Pak vidy, kdy# se mu
aktudlni ¢isla omrzela, obé smazal a misto nich napsal cervené jejich soucet a zelené absolutni hodnotu
jejich rozdilu. Jaké bylo 2017. cervené cislo, které se objevilo na tabuli?

Vijsledek. 3 - 21008

Resend. Vsimnéme si, ze z Cisel na tabuli bude vzdy Cervené vétsi nez zelené. Pokud oznacime n-té cervené
¢islo jako ¢, a n-té zelené ¢islo jako z,, pak plati ¢,,+1 = ¢, + 2, & 2,41 = €, — 2, 2 Cehoz pro nasledujici
¢isla odvodime vztah

Cn+2 = Cnt+1 + Znt1 = 2¢n,

Zn+4+2 = Cp41 — Zn4l = 2Zn

Cervené i zelené ¢islo se tedy po kazdjch dvou krocich zdvojnasobi. Mezi prvnim a 2017. ¢islem je prave
2016 krokt, proto je hledané é&slo rovno 3 - 21908,

Uloha 13. Cervens Karkulka stoji v rohu A obdélnikového arboreta. Po svych predchozich zkusenostech
v ném nechce travit vice ¢asu, nez je nezbytné nutné, a rdda by se co nejrychleji dostala do protéjsiho
rohu B. M4 dvé moznosti: bud jit podél hranice a urazit 140 metri, nebo jit klikatou cestickou s dvéma
pravouhlymi zatackami, jak je nakresleno na obrazku. Pomozte Karkulce rozhodnout se, kudy jit, a
vyjadiete délku klikaté cesticky v metrech.

B

60m

80m

Visledek. 124

Reseni. Viimnéme si, Ze prvnim a t¥etim tsekem cesty jsou vysky v trojihelnicich tvofenjch stranami
obdélniku a zakreslenou uhloprickou. Z Pythagorovy véty plyne, ze délka thlopricky uvazovaného obdélniku
je V602 4 802 = 100 metru. Délku ¢arkované tsecky na tihlopticce obdélniku muzeme spocitat napiiklad
pomoci Eukleidovy véty o odvésné jako 602/100 = 36 metrii. Ziejmé jsou délky obou éarkovanych tisec¢ek
na uhlopiicce stejné, a délka cesty vedouci po diagondle je tedy 100 —2-36 = 28 metri. Nésledné napiiklad
z Eukleidovy véty o vysce dostaneme, Ze délka zbylych dvou tseku cesty je v/36 - 64 = 48 metru. Celd
cesta ma pak délku 2 - 48 + 28 = 124 metru.

Uloha 14. Osmiciferny palindrom je &slo tvaru abeddcba, p¥icemz cifry a, b, ¢ a d nemuseji byt nutné
ruzné. Kolik osmicifernych palindromt méa tu vlastnost, ze z nich Ize vynechanim nékolika cifer ziskat
¢islo 20177

Visledek. 8

Resend. Vzhledem k tomu, Ze ¢islo 2017 je tvofeno étyfmi riiznymi éislicemi, museji byt cifry a, b, ¢ a
d navzajem ruzné a kazdou z nich musime vynechat pravé jednou. Podle toho, kterou z ¢islic a jsme
z palindromu vynechali, musi byt a bud prvni, nebo posledni cifra ¢isla 2017.

Jak pro a = 2, tak pro a = 7 se problém redukuje na Sesticiferny palindrom. Napftiklad v ptripadé
a = 2 pak vyvstava otazka, z kolika sesticifernych palindromt lze odebranim nékolika cifer dostat ,Cislo®
017. Znovu mame na vybér ze dvou moznosti a v ramci kazdé z nich fesime stejny problém pro Ctyfciferné
palindromy a jedno z dvojcisli 01 nebo 17. Poté mame opét dvé moznosti. V kroku nasledujicim uz
ale mame pouze jednu, protoze dvojciferny palindrom, ze kterého mé vzniknout dand cifra, je dany
jednoznacné. Dohromady je to 2-2-2-1 = 8 moznosti.



Uloha 15. Pro pfirozené &slo n oznaéme S(n) soucet jeho cifer a P(n) jejich soucin. Kolik existuje
prirozenych ¢isel n takovych, ze n = S(n) + P(n)?

Vigsledek. 9

Resend. Pro jednociferna pfirozend ¢isla n plati, Ze S(n) + P(n) = 2n > n; mizeme je tedy vyloucit. Nyni
necht m > 1an = a,10™ + --- 4 ag pro nenulové a,,. Pak plati série odhadu

n—S(n)—Pn)=anl0"+ - 4+ag— (am+---+a) —am---ao
= (10" =1 —am_1 - ag)am + (10" = Dapm_1 + -+ 9a
(10™ =1 —=9)ay,

Rovnost mize zfejmé nastat pouze pro m = 1, tedy pro dvojciferna ¢isla. Pro m = 1 mame
10a1 +ag = n =S(n) + P(n) = a1 + ap + a1ao,

odkud dostavame ag = 9. Existuje pravé devét dvojcifernych ¢isel, kterd konci na devitku.

Uloha 16. Na slovenském Ministerstvu $vihlé chiize maji 100 zaméstnanciti. Vedouci oddéleni bere mésiéné
5000 €, radovy pracovnik 1000 <€ a brigddnik 50 €. Celkové vyda ministerstvo na platech 100 000 €. Urcete,
kolik vedoucich oddéleni ministerstvo ma, pokud vite, ze zaméstnava alespon jednoho vedouciho oddéleni,
alespon jednoho radového pracovnika a alespon jednoho brigadnika.

Visledek. 19

Reseni. OznaCme z, y a z postupné pocty vedoucich oddéleni, fadovych pracovniki a brigadnika. Ze
zadani dostavame nésledujici soustavu rovnic v prirozenych ¢islech:

r+y+ 2z =100, (1)
5000z + 1000y + 502z = 100 000. (2)

Vyjéddfenim z z rovnice (2) a dosazenim do rovnice (1) ziskdme vztah z = 2000 — 20y — 100z. Prava
strana je délitelna dvaceti, a proto z = 20k pro néjaké prirozené k. Dosazenim do vztahu a vydélenim
dvaceti pak obdrzime rovnost 5z + y + k = 100. Ode¢teme-li rovnici (1), dostaneme 4z = 19k. Cisla 4
a 19 jsou nesoudélnd, proto je x nasobkem devatendcti. Protoze jsou z, y, z kladn4 &isla, plyne z (2),
7ze x < 20. Z predchozich dvou pozorovani dostavame, ze x = 19. Soustava ma tudiz jediné reseni
(z,y,2) = (19,1,80).

Uloha 17. Mozaika na obréazku je tvorena pravidelnymi mnohothelniky. Sestitihelnik a Sedy trojihelnik
jsou vepsany do stejné kruznice a obsah kazdého ze t¥i vysrafovanych trojihelniku je 17. Urcete obsah
Sedého trojuhelniku.

Vijsledek. 51

Reseni. Otoéime-li $edy trojihelnik o 30° kolem stfedu kruznice, jeho vrcholy splynou s vrcholy Sestitihel-
niku. Z obrazku niZe je patrné, ze pomér obsahtui trojihelniku a Sestitthelniku je 1 : 2.



Daéle vime, ze vysrafované trojuhelniky jsou rovnostranné a délka jejich strany je rovna délce strany
Sestithelniku, tedy obsah sestitthelniku je Sestindsobkem obsahu vysrafovaného trojihelniku. Obsah sedého
trojihelniku (jakoZto polovina obsahu Sestitihelniku) je pak 3 -17 = 51.

Uloha 18. Pfipravuje se rekonstrukce Masarykova nadrazi, v ramei niz bude polozena zcela nova dlazba.
Pfed néstupisti by se mély nachazet barevné obrazce, které budou mit tvar jako na obrazku a budou
vydlazdény dlazdicemi 1 x 2. Kolika zptisoby lze jeden takovy obrazec vydlazdit? Dlazdice jsou vSechny
stejné a dvé vydlazdéni povazujeme za ruzna, pokud je na jednom z nich spara v misté, kde na druhém je
dlazdice.

Visledek. 15
Resent. Za¢neme-li dlazdit od ,jizkych ¢asti“, zjistime, Ze dlazdéni je uréené jednoznacéné az na spodni
obdélnik 3 x 5:

Mame dohromady tfi moznosti, jak tento obdélnik dodlazdit. Bud polozime dalsi dlazdici ve stejném
sméru jako tu, jez do obdélniku precniva, a zbudou ndm dva mensi obdélniky 3 x 2 (obrazek (1)), nebo ji
polozime kolmo (obrazky (2) a (3)). V téchto piipadech mame dldzdéni ddno jednoznaéné az na jeden
mensi obdélnik 3 x 2. ‘ ’

(1) (2) (3)
Snadno spocitame, ze oblast 3 x 2 muze byt vydlazdéna pravé tremi zpisoby, tedy dohromady mame
3 -3 = 9 zpisob1, jak dokoncit dldzdéni v prvnim piipadé, a po tfech zptsobech dodlazdéni zbylych dvou
pripadi. Celkem mame 9 + 3 + 3 = 15 moznych zpisobi, jak vydlazdit smérovky.




Uloha 19. Jirka si hral s celym kladnym é&slem n. Na zaéatku si vybral néjakého jeho kladného délitele,
vynasobil ho ¢tyrmi a vysledek odecetl od n. Dostal tak ¢islo 2017. Najdéte vsechny mozné hodnoty
¢isla n.

Viysledek. 2021, 10085

Reseni. Pro vybraného délitele d ¢isla n plati n = kd, kde k je néjaké celé éislo. Zadani tlohy pievedeme
na rovnici

kd —4d = (k — 4)d = 2017.
Protoze 2017 je prvocislo, pripadd v tvahu jen d = 1 nebo d = 2017. V prvnim pripadé dostaneme
n =k = 2017+ 4 = 2021. Ve druhém pripadé pak k =5, a tedy n = 2017 - 5 = 10085.

Uloha 20. Anic¢ka s Davidem jsou dobii kamaradi a pokazdé, kdyz sedi vedle sebe, si zaénou povidat.
Pani ucitelka chce posadit pét déti, mezi nimi i Anicku a Davida, na pét zidli rozmisténych kolem kulatého
stolu, aby mohly spoleéné pracovat na projektu. Nechce, aby Anicka s Davidem sedéli vedle sebe a
vyrusovali. Kolika zptsoby mize déti rozesadit? Rozesazeni, ktera se 1lis{ natoCenim, povazujeme za riuznd.

Visledek. 60

Reseni. Posadi-li se ke stolu Anicka (na jednu z péti zidli), pak méa pani uéitelka jen dvé moznosti, kam
posadit Davida. To dava dohromady 5 - 2 moznosti. Vzhledem k tomu, ze pro kazdou z nich mtzeme
ostatni déti rozesadit 3! zptisoby, dostavame celkem 5 - 2 - 3! = 60 moznosti.

Uloha 21. Na obrazku je AB primérem kruznice se stfedem v M. Pro body C' a D na kruZnici plati, ze
AC L DM a |<MAC| = 56°. Urcete (ve stupnich) velikost ostrého tihlu mezi pfimkami AC a BD.

C

)

b
<
s

Visledek. 73°
Reseni. Ozna¢me S a T postupné priseciky pifmek AC a DM a pifmek AC a BD.
C

A M B

Jelikoz |[<MAC| = 56° a AC L DM, je |<SMA| = 180° — 56° — 90° = 34°. Navic |<BMD| =
180° — |<SMA| = 146°. Vime, ze DM a BM jsou poloméry kruzmice, a tedy je trojihelnik BDM
rovnoramenny a |<MDB| = 17°. Nasim cilem je najit |[<CTB| = |<STD|. Druhy z Ghli muzeme
spoéitat z pravothlého trojihelniku DST, pokud vime, Ze |<SDT| = |[<M DB|. Vypoctem dostaneme,
se |<CTB| = 73°.

Uloha 22. Tvoifme posloupnost obrazcti. Prvnim obrazcem je ¢tveredek 1 x 1 a kazdy dalsf vznikne
slepenim t#{ kopif pfedchoziho obrazce (podél strany jednoho z jednotkovych étvereckir), jak je zndzornéno
na obrazku. Jaka je délka zvyraznéné hranice Sestého obrazce?

[]




Visledek. 488

Reseni. Ozna¢me f,, délku zvyraznéné hranice n-tého obrazce. Viimnéme si, ze n + 1-tém kroku k sobé
lepime tfi n-té obrazce podél dvou hrani¢nich tsecek délky jedna, které potom uz nejsou soucati hranice.
Tedy fn+1 =3 fn —2-2 pro vSechna n > 1 a zaroven f; = 4. Snadno dopocitame fg = 488.

Uloha 23. Kolem velikého kulatého stolu s 2017 Zidlemi sedf andélé a démoni (kazda Zidle je obsazena
jednim z nich). Démoni vzdy 1Zou a andélé vzdy mluvi pravdu. Kazdy u stolu Tekl, Ze sed{ mezi andélem
a démonem. 7Z blize nespecifikovaného divodu se pravé jeden andél spletl. Kolik andéli sedi u stolu?

Vigsledek. 1345

Reseni. Na zacatku si véimnéme, Ze Zadni dva démoni nesedi vedle sebe. Pokud by tomu tak bylo, musel
by z kazdé strany této dvojice sedét démon. Dalsim pouzitim stejného argumentu pak dostéavame, ze
u stolu sedi pouze démoni. To neni pravda, protoze u stolu sedi alespon jeden andél.

Pokud na chvili zapomeneme na andéla, ktery se spletl, sedi kazdy andél vedle démona a jiného andéla.
Celé osazenstvo je tedy mozné rozdélit na trojice andél-andél-démon. Andéla, ktery se spletl, muzeme
bud posadit mezi dva andély, nebo spolu s jednim dalsim démonem vtésnat mezi andéla a démona.

V prvnim pripadé je zbytek poctu ucastnikt po déleni tfemi 1 a ve druhém 2. Vzhledem k tomu, ze
2017 dava zbytek jedna, musi nastat prvni varianta a andéli je celkem % <2016 + 1 = 1345.

Uloha 24. Najdéte vSechna kladnd redlnd &sla o splitujici

22017 = (20172)".

Vijsledek. *°3/2017

Resend. Protoze x je nezdporné, mizeme celou rovnici umocnit na % Tim dostaneme rovnici 2°17 = 2017z
neboli 22016 = 2017. ReSenim je proto z = *°v/2017.

Uloha 25. Vasil musi za trest obarvit hrany pravidelného dvandctisténu. M4 to ale hacek — zadnou
hranu nesmi obarvit vicekrat a jednou barvou muze malovat vzdy jen jednim tahem po hranich, které
spolu sousedi néjakym vrcholem. Kdyz se pak dostane do néjakého vrcholu, z néjz vedou jen obarvené
hrany, nebo kdyz se prosté rozhodne skoncit, musi si vzit fix néjaké barvy, kterou jesté nepouzil, a zacit
novy tah. Kolik nejméné barev potrebuje k obarveni vSech hran?

Poznamka: Pravidelny dvanactistén je pravidelné trojrozmérné téleso s dvanacti pétithelnikovymi sténami
jako na obrazku:

Visledek. 10

Resend. Pravidelny dvanactistén ma dvacet vrcholii a v kazdém se stykaji t¥i hrany. Nakresleme si graf,
v némz vrcholy a hrany reprezentuji vrcholy a hrany dvanactisténu.

Pokazdé, kdyz Vasil méni barvu, odstranme z grafu vSsechny obarvené hrany. Vsimnéme si, ze pokud
Vasil vybarvi hrany v uzavieném cyklu, pak zistane parita poc¢tu hran vychazejicich z kazdého vrcholu
stejnd. Jsou-li naopak pocatecni a koncovy vrchol odebiraného tseku rizné, pak se zméni parita poctu
hran vychézejicich z téchto dvou vrcholu. Vzhledem k tomu, Ze do kazdého vrcholu vedou tfi hrany, musi
byt kazdy vrchol alespon jednou pocate¢ni nebo koncovy, tedy barev musi byt alespon deset.

Deset barev staci, jak ukazuje néasledujici obrazek:
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Uloha 26. Zahradni architekt Pepa ma v planu si okolo jezirka postavit trojihelnikovy chodnicek.
Jeho stied bude urcen trojuhelnikem ABC o stranich délek a = 80m, b = 100m a ¢ = 120m. Okraje
chodni¢ku maji byt se stranami trojtihelnika rovnobézné a vzdalené od nich 1 m. Kolik m? $térku bude
Pepa potiebovat, pokud chce chodnicek pokryt 4 cm vysokou vrstvou Stérku?

Visledek. 24

Reseni. Chodnicek mtzeme rozdélit na tii lichobézniky s vyskou 2m a stfednimi prickami postupné a, b
a c.

Obsah lichobézniku lze vyjadrit jako soucin délky stiedni pricky a vysky. Plocha chodnicku je tedy
2+ (80 + 100 + 120) m? = 2 - 300 m? = 600 m?.

Objem potiebného stérku spocitame jako soucin plochy chodnicku a tloustky vrstvy, kterou na néj chceme
nasypat, coz je 600m? - 0,04m = 24 m3.

Uloha 27. Najdéte vSechny étyfciferné étverce tvaru Zzgy, kde  a y jsou ne nutné rizné &slice.

Pozndmka: Ctvercem zde rozumime druhou mocninu kladného celého &sla.
Visledek. 7744

Reseni. Oznaéme hledané étyiciferné éislo N. Potom
N = 1000z + 100z + 10y + y = 11(100x + y),

takze N je délitelné jedendcti. Vzhledem k tomu, Ze N je étverec, musi byt délitelné dokonce 112 a miiZzeme
ho zapsat ve tvaru N = 112k2, kde k je néjaké piirozené ¢islo. Pii tomto znaceni plati, Ze 100z 4y = 11k2.
Leva strana uvedené rovnosti je trojciferné éislo z0y. K tomu, aby na pozici desitek mohla vyjit nula,
musi byt k2 dvojciferny étverec s cifernym souétem 10. Jediny takovy &tverec je 82 = 64. Dosazenim
dostaneme 100z +y = 11-8% a N = 112 - 82 = 882 = 7744.



Uloha 28. Na Matéjské pouti probih4 loterie. Ve étyfech identickych bednéch se nachézi celkem 18
bilych a 14 ¢ernych micka. Soutézici si vybere jednu z téchto Ctyf beden a z ni vytdhne jeden micek.
Pokud je vytazeny micek bily, soutézici vyhral, a pokud je ¢erny, prohral.

Je-li napriklad rozlozeni micku (6,6), (5,3), (4,0), (3,5), kde dvojice (b, ¢) oznacuje postupné pocet
bilych a ¢ernych micku v bedné, potom je Sance na vyhru %.

Kazdy 1000. tcastnik loterie hraje superhru. Na zacdtku muze micky sam rozdélit do ¢tyr beden
tak, aby byl v kazdé z nich alespon jeden. Bedny jsou poté zamichany, takze neni mozné urcit, ktera je
ktera, a ucastnik si vytahne micek stejnym zpisobem jako vyse. Jaka je nejvétsi mozna Ssance na vyhru
v superhre?

Visledek. %

Resend. Necht je 1000. ti¢astnik loterie Emil. Pokud Emil rozlozi micky tak, Ze do t¥i beden d4 po jednom
bilém micku a zbytek nechd v posledn{ bedné, tj. (1,0), (1,0), (1,0), (15,14), pak je jeho Sance na vyhru
11+141+28)=2L

Pravdépodobnost, ze Emil prohraje, je rovna souc¢tu pravdépodobnosti, ze si vytahne jednotlivé ¢erné
micky. Pravdépodobnost, ze ¢erny micek bude vytazen, je nejmensi, pokud je v krabici s co nejvétsim
poc¢tem micki. Z toho vyplyva, ze vyse uvedené rozlozeni mick dava Emilovi skuteéné nejvétsi Sanci na
vyhru.

Uloha 29. Motorova vozidla se na zévodech pohybuji konstantni rychlosti. Okolo stojiciho divéka projel
autobus, po t hodinach kamion a po dalsich ¢ hodindch motocykl. O néco déle na trati projela kolem
jiného fanouska tato tfi vozidla ve stejnych intervalech, ale v jiném poradi, a to autobus, motocykl,
kamion. Jakd je rychlost autobusu v km/h, jestlize kamion jede rychlosti 60 km/h a motocykl rychlosti
120 km/h?

Vijsledek. 80

Reseni. Motocykl projel okolo prvniho fanouska ¢ hodin po kamionu a okolo druhého ¢ hodin pied nim.
Motocykl tedy ujede vzdalenost mezi divaky o 2t hodin rychleji nez kamion. Ze zadani vime, ze motocykl
se pohybuje dvakrat rychleji nez kamion, takze vzdalenost mezi divaky ujede za polovinu casu. Kamionu
trva 4t hodin, nez se od prvniho fanouska dostane ke druhému, zatimco motocyklu jen 2t hodin.

Autobus minul prvniho divdka o ¢ hodin dfive a druhého o 2t hodin diive nez kamion. Protoze kamionu
zabere cesta mezi fanousky 4¢ hodin, ujede autobus stejnou vzdalenost za 3t hodin. Rychlost autobusu
tedy dosahuje % rychlosti kamionu, coz je 80 km /h.

Uloha 30. Najdéte viechny zpisoby, jak se daji do obdélnickil v nize uvedeném vyroku vepsat prirozend
éisla tak, aby byl pravdivy: ,V tomto vyroku je I:]% ¢islic vétsich nez 4, I:]% ¢islic mensich nez 5 a
I:]% &slic rovnych 4 nebo 5¢.

Vijsledek. 50, 50, 60

Reseni. Je ziejmé, ze ve vyroku nemiize byt vice nez deset ¢islic. S ohledem na jiz znamé éislice si pak
vsimneme, ze ¢isla vyplnéna do prvnich dvou obdélnicka museji byt alespon 20 a ¢islo vyplnéné do toho
tretiho nejméné 40. Celkovy pocet ¢islic je tudiz 10 a vSechna ¢isla v obdélniccich proto museji koncit
nulou. MtZeme si je tedy oznaéit po fadé a0, b0 a 0, pFicemz a, b a ¢ jsou cifry splitujici a + b = 10.

Ponévadz se mezi Cislicemi vyskytuji minimalné dvé vétsi nez 4 a minimalné pét mensich ¢i rovnych 4,
plati 5 > a > 2. Navic alespon jedna z cifer a a b je vétsi nez 4, a tedy dokonce 5 > a > 3.

Z toho, ze mame jiz ¢tyti ¢islice rovny bud 4, nebo 5, plyne ¢ > 4. Protoze definice c0 % vyluc¢uje
pfipad ¢ = 4, musi byt ¢ > 5, odkud plyne 5 > a > 4. V pripadé, ze a = 4, dostavime b = 6, pak ale pro
zadné ¢ > 5 neni mozné dostat pravdivy vyrok, jak pozaduje zadani. Pokud vSak a = 5, pak b =5 a
vyrok je pravdivy pro ¢ = 6.

Uloha 31. Vagkiv dobytek se pase na trojihelnikové louce ABC'. Protoze jeho strakaté kravy se nesnesou
s témi jednobarevnymi, postavil Vasek dvacet metru dlouhy plot kolmy na stranu AC, ktery zacind
v bodé P na této strané a konc¢i v bodé B, jimz louku rozdélil na dva mensi pravouhlé trojihelniky.
To vsak zdhy vyvolalo protesty strakatych krav (pasoucich se v ¢asti s bodem A), které poukézaly na
to, ze |AP| : |PC| =2 : 7, a pozadovaly spravedlivéjsi déleni. Vasek tedy nahradil plot novym, jenz je
rovnobézny s tim starym a mé oba konce na hranici louky, avsak déli tuto louku na dvé ¢asti o stejném
obsahu. Jakd je délka nového plotu v metrech?

Visledek. 30,/2
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Regend. Protoze trojihelnik PBC mé vétsi obsah ne trojuhelnik PAB, je konec nového plotu na strané
AC (oznacme jej X) vnitinim bodem tseky CP a druhy konec (ozna¢me jej Y) lezi na strané BC.
Trojthelniky PBC a XY C jsou podobné, proto |XY|: | XC| = |PB]|: |PC]|.

B

C b 2 A

Protoze obsah trojihelniku XY C' je polovinou obsahu trojihelniku ABC, plati

1 11
~.|XY|-|XC|==-=-|PB|-|A
2|||C|22||\C|

neboli
1 |XY]| |AP| + | PC|

XY|? == PB|-|AC ~PBQ~7,
| XY > |XC|| |-|AC| = 5 - |PB] 1PC|

a tudiz

1
XY|=|PB|- /= 1 b} —30
XY|=PB| /3 +|PC|

Uloha 32. Na tabuli bylo napséno pét redlnych ¢isel (ne nutné raznych). Honza postupné prosel vsechny
dvojice ¢isel a pro kazdou spocital jeji soucet. Pak napsal na tabuli vsech deset vysledka

1,2,3,5,5,6,7, 8,9, 10

a puvodni ¢isla smazal. Urcete vSechny mozné hodnoty sou¢inu smazanych ¢isel.
Visledek. —144

Reseni. Oznacme pavodni &isla na tabuli jako a < b < ¢ <d < e. Podivame-li se na onéch deset soucti,
nejmensi z nich musi byt a + b = 1, druhy nejmensi a + ¢ = 2, nejvétsi d + e = 10 a druhy nejveétsi
c+ e =9. Sectenim vSech deseti souctu dostaneme

dla+b+c+d+e)=14+24+3+5+5+6+7+8+9+10 =56,

takze a + b+ ¢+ d + e = 14. Z uvedenych vztaht ziskdme nejprve ¢ = 14 — 1 — 10 = 3 a nasledné
a=2—c=-1,b=1—-a=2,e=9—c=6ad=10— e = 4. Pro tuto pétici snadno ovérime, ze
ostatnich Sest souctt vychéazi spravné. Hledany soucin je tedy —1-2-3-4-6 = —144.

Uloha 33. Zapiste 333 jako soucet druhych mocnin nékolika riznych lichych pFirozengch &sel.
Vijsledek. 3% + 52 + 7% + 9% + 132

Resent. Protoze 172 = 289 < 333 < 361 = 192, mohou v souétu figurovat pouze séitance 12,32,...,172
(celkem devét ruznych ¢isel). VSimnéme si, ze étverec kteréhokoliv lichého éisla dava po déleni osmi zbytek
1. Protoze zbytek 333 po déleni osmi je 5, musi byt pouzito pravé pét s¢itancu.

Séitanec 172 nelze vyuzit, protoze 12 + 32 + 52 + 72 + 172 > 333. Podivejme se na ostatni s¢itance
modulo 5. Dva z nich jsou péti délitelné (52 a 152), tii dévaji zbytek 1 (12, 92, 112) a zbylé tii zbytek 4
(3%, 72, 132). Protoze 333 dava zbytek 3, ptipadaji v ivahu dvé moznosti. Bud mtizeme secist vSechna
Cisla se zbytkem 0 a 1 (piislusny soucet je ale vétsi nez 333), nebo mizeme secist vSechna ¢isla se zbytkem
4, pti¢ist jedno se zbytkem 0 a jedno se zbytkem 1. Snadno vidime, Ze soucty obsahujici 112 ¢i 152 jsou
moc velké. Ze zbyvajicich dvou p¥ipadt dévé pozadovany soucet 333 jen pétice 32 + 52 + 72 + 92 + 132
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Uloha 34. ET popadl tii redlna &sla a, b, ¢ a definoval operaci ® jako  ® y = ax + by + czy. Aby
zahnal nudu, spocital si, ze 1 ©2 =3 a 2® 3 = 4. Po dalsim pachténi zjistil, Ze existuje nenulové realné
¢islo u splnujici z ® u = z pro kazdé redlné z. Jaka je hodnota u?

Visledek. 4

Reseni. Ze vztahu 0 = 0 ® u = bu zjistujeme, ze b = 0 (protoZe u je nenulové). Proto miizeme zadané
rovnosti prepsat jako

a+2c=3,
2a 4 6¢ = 4,
coZ je soustava rovnic s feSenim a = 5, ¢ = —1. Nakonec ze vztahu 1 =1 ®u = 5 — u odvodime u = 4.

Uloha 35. T¥i kruznice o poloméru r, jedna kruznice o poloméru 1 a jedna pifmka se vzijemné dotykaji
zpusobem naznacenym na obrazku. Urcete hodnotu 7.

Vigsledek. 145

Reseni. Po vzoru obrazku oznacime jisté body dotyku jako A, B a T a stiedy kruznic jako X, Y a Z.

Z Pythagorovy véty vyplyva
ABJ? = |XY[? = (IBY| = [AX])? = (r +1)* = (r = 1)* = 4r.

Usecky BY a TZ jsou rovnobézné a maji obé délku r, takze ¢tyfuhelnik BY ZT je rovnobéimik, z ¢ehoz
odvodime |BT| = |Y Z| = 2r. Ziskané rovnosti dosadime do vztahu |AB|* + |AT|* = |BT|?, plynouciho
z Pythagorovy véty pro trojuhelnik ABT, a dostaneme 47 + 22 = (2r)2. Po vykriceni vyjde kvadraticka
rovnice

r?—r—1=0,
jejfmi jedingm kladngm kofenem je r = 15,
Uloha 36. Na zed matfyzackych koleji nékdo nasprejoval pét (ne nutné ruznych) redlnych ¢isel, jejichz
soudet byl 20. Karel postupné secetl kazdou dvojici ¢isel a vysledek vzdy zaokrouhlil dolu (tj. vzal nejvétsi
celé ¢islo nepresahujic vysledek), ¢imz dostal deset celych ¢isel. Nakonec sedet] vSechna tato nové ¢isla.
Jakou nejmensi hodnotu souctu tak Karel mohl dostat?

12



Visledek. 72

Reseni. Cisla na zdi ozna¢me ay, ..., as. Hleddme nejmensi moznou hodnotu
W = E Lai + CLjJ y
1<i<j<5

kde |z| znaéi znadi dolni celou ¢ast x neboli nejvetsi celé ¢islo nepfesahujici x. Tento vyraz muzeme

prepsat jako
Yoolatal= Y (aita)— Y {ata}=80— > {aital,

1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<j<5
kde {z} = = — || vyjadfuje desetinnou ¢ast x. Nasim cilem je tedy maximalizovat soucet
S = E {(LZ' + aj}.
1<i<j<5

Ten muzeme prepsat jako
5 5
Z{ai + a1} + Z{ai + a2},
i=1 i=1

pokud doplnime ag = a1 a a7 = as. Dale z rovnosti
5 5
Sl = Z{az -+ ai+1} =40 — Ztal + ai+1J,
i=1 i=1

5 5
So =Y {ai+aipa} =40 - |a; + sy
=1 i=1

plyne, ze S1, Sy jsou celd ¢isla. Navic je kazdé souctem péti ¢isel mensich nez 1, takze jsou obé nejvyse
4. Tedy S < 8. Pro ptuvodni soudet dostaneme W > 72, pii¢emz rovnost ziskdme volbou {a;} = {as} =

{(lg} = {CL4} = {CL5} = 0,4.

Uloha 37. Pro slozené kladné celé &slo n oznaéme &(n) soucet jeho t¥ nejmensich délitelt a ¥(n) soucet
jeho dvou nejvétsich délitelii. Najdéte viechna slozend ¢isla n, pro néz plati 9(n) = (£(n))?.

Poznamka: Za délitele n povazujeme vSechna kladna celd ¢isla k, pro kterd je n/k opét celé ¢islo.
Visledek. 864

Reseni. Nejmensim délitelem n je 1. Druhého a tiettho nejmensiho délitele n ozna¢me postupné p a ¢
(takto bude p prvocislo a ¢ bud prvoéislo, nebo ¢ = p?). Pak £(n) = 1+p+q a d(n) = n +n/p. Po
vynasobeni p miZeme podminku ze zadani prepsat jako

n(p+1)=p(l+p+q)

Pravé strana je délitelnd p + 1, a protoZe p a p + 1 jsou nesoudélnd, plati p+ 1| (1+p + ¢q)*. Kdyby p, ¢
byla obé lich4, bylo by p + 1 sudé a (1 + p + ¢)* liché, coz nenf mozné. Proto p = 2 (2 musf délit n a p je
nejmensi prvociselny délitel). Déle rozvinutim (1 4+ p 4 ¢)* = (3 + ¢)* podle binomické véty a vynechdnim
¢lentt délitelnych tiemi zjistime, ze 3 | ¢*, a tedy také 3 | ¢. Moznost ¢ = p? zjevné nenastavd, takze q je
prvoéislo, konkrétné ¢ = 3. Mame n-3 =2 6% an = 2533 = 864.

Uloha 38. Mlsna myska se nachézi v levém dolnim rohu Sachovnice 3 x 3 a touz po kousku syra, ktery
se povaluje v pravém hornim rohu. Myska umi prechézet jen mezi policky sousedicimi hranou. Kolika
zpusoby muzZzeme na nékterd z volnych poli¢ek (tfeba i na zaddné z nich) umistit prekazky tak, aby se
myska stale umeéla dostat k syru?

] - 5D [ ] £

| # | \/ [ I ><
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Visledek. 51

Resend. Podivejme se nejprve situaci, kdy obsadime prostiedni pole. V takovém pifpadé miize myska
k syru proniknout jediné jednou ze dvou chodbicek vedoucich podél stén. Jedna z nich proto musi zustat
volna a prekdzky muzeme skldadat pouze do druhé z nich. Chodbicka se skldd4 ze t¥i policek, takze mame
23 = 8 moznosti, jak ¢4stecné zaplnit jednu z nich, a tedy 8 + 8 — 1 = 15 zptisobti, jak nechat alespoii
jednu z chodbicek volnou. (Museli jsme odeéist jednic¢ku, protoze jinak bychom situaci, kdy jsme nechali
volné obé chodbicky, zapocitali dvakrat.)

Zamérme se nyni na pripad, kdy nechame prostfedni pole volné. Zde existuje cesta k syru pravé tehdy,
kdyz je volné alespon jedno policko sousedici s myskou a alespon jedno policko sousedici se syrem. Dvojici
poli¢ek vedle mysky tedy muZeme obsadit tfemi riznymi zpusoby (nesmime je zaplnit ob&) a dvojici
policek vedle syra také tfemi. Kazdé ze zbyvajicich dvou rohovych poli poskytuje dvé moznosti, takze
pocet vyhovujicich rozmisténi je tentokrat 3-3-2-2 = 36.

Proto existuje dohromady 15 + 36 = 51 zptsobd, jak mysku potrapit, ale ne umorit hlady.

Uloha 39. Ze vsech dvojic (z,y) redlnych &sel splitujicich

22y 4 62%y 4+ 1022 4 ¢* + 6y = 42
oznacme (Zg,yo) tu s nejmensim xq. Najdéte yo.
Visledek. —3

Reseni. Nejdrive si vSimneme, ze pokud k obéma strandm rovnice pricteme 10, mtizeme z levé strany
vytknout 22 + 1, ¢imZ dostaneme

(2% 4+ 1)(y* + 6y + 10) = 52.

Na vyraz na levé strané se miizeme divat jako na souéin dvou kvadratickych funkei f(z) = 2?2 + 1 a
g(y) = y? + 6y + 10. Protoze grafy kvadratickych funkci jsou symetrické a v tomto pifpadé jsou obé
funkce nejprve klesajici a teprve potom rostouci, nejmensi hodnota zo déava nejvétsi hodnotu f. Hodnota
9(yo) musi byt naopak nejmensi moznd, nebot soucin f(x)g(y) je kladnad konstanta. Staci tedy zjistit, ve
kterém bodé ma g(y) = (y + 3)? + 1 své minimum. Odpovéd je yo = —3.

Uloha 40. Necht ABC je pravouhly trojihelnik s pravym thlem u vrcholu C. Déle D a E jsou
body na strané AB, ptricemz D lezi mezi A a F a piimky CD a CFE déli thel ACB na tretiny. Pokud
|DE| : |BE| = 8 : 15, najdéte |AC| : |BC.

Vigsledek. 22

Reseni. Necht P je bod na strané BC takovy, ze DP || AC. Protoze jsou trojihelniky ABC a DBP
podobné, plati |AC| : |BC| = |DP| : |BP|.

[
[
|
[
~1 N

|
B :
P
Ze sinové véty pro trojthelniky CDE a CBE vyjddiime poméry sin |[<CED| : sin |[<ECD| = |CD|: |ED|
a sin |[<CEB)| : sin |[<ECB| = |CB] : |EB|. ProtoZe sinus vedlejsich hlu je stejny a |[<ECB| = |[<ECD],
dostaneme s vyuzitim zadéni |CD| : |CB| = |ED| : |[EB| = 8 : 15. Déle |DP| = |CD] - sin60° a
|BP| = |CB|—|CP|=|CB|— |CD]| - cos60°, tedy

DP| _ D] 4B
|BP|  Llcp|-ijcDp] 11
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Uloha 41. Héiia propadla nové hazardni hie, v niz je cilem uhodnout nezndmé p¥irozené ¢islo z intervalu
1 az N véetné. V kazdém tahu fekne Hana nékteré ¢islo z tohoto intervalu. Pokud se trefi, hra konci, a
v opacném pripadé ji krupiér prozradi, zda je jeji tip prilis velky, nebo prilis maly. Pokud je jeji ¢islo
vyssi nez hledané ¢islo, musi Hana zaplatit 1 K¢, a pokud je nizsi, zaplati dokonce 2 K¢. Za spravny tip
se nic neplati. Pro jaké nejvétsi N dokaze Hana hru urc¢ité dokoncit, smi-li utratit nanejvys 10 Ké?

Visledek. 232

Reseni. Symbolem N} ozna¢ime maximdalni N, pro néz Héana vybavend k korunami dokaze najit neznamé
¢islo z rozmezi 1,..., N (a samoziejmé i z libovolného jiného intervalu délky N); nasim tikolem je urdit
Nig. Zjevné Ny =1 a N7 = 2. Déle ukézeme, ze plati rekurentni vztah

Niyo = N1 + N + 1.

M4é-1i Hana k 4 2 korun a zvoli ¢islo Ngy1 + 1, pak mohou nastat tfi moZnosti: trefi se, pfestiel{ (a mus{
pokracovat s k + 1 korunami a intervalem o délce Ny41), nebo tipne moc nizké ¢islo (a nasledné m4 k
korun na prozkoumadni rozmezi délky Ny). Z toho plyne Niia > Niy1 + Ni + 1. Kdyby ale méla vice
nez Ngi1 + Ni + 1 ¢isel, z nichz mize vybirat, pak volbou ¢isla vétsiho nez Niy1 + 1 riskuje, ze bude
ponechéna s intervalem delsim nez Njy; a pouhymi k + 1 korunami — to nastane v pripadé, ze bude
tipnuté ¢islo moc vysoké. Pokud naopak zvoli ¢islo mensi nez Ny 1 + 2, hrozi ji, Ze skondi s vice nez g
moznostmi a jen k korunami — v pripadé, ze bude tip moc nizky. Tim je kyzena rekurence dokéazana.
S jeji znalosti uz muzeme primocare vypocitat Nig = 232.

Uloha 42. Pro kladné celd ¢isla a, b, ¢ plati a > b > c a
a+ b+ c+ 2ab+ 2bc + 2ca + 4abe = 2017.

Zjistéte vSechny vyhovujici hodnoty a.
Visledek. 134

Regend. Levou stranu rovnosti lze vynasobit dvéma a piicist jednicku, coz ndm umozni vyuzit vzorec
1+ 2a + 2b+ 2¢ + 4ab + 4bc + 4ca + 8abe = (2a + 1)(2b + 1)(2¢ + 1).

Kdyz tutéz operaci provedeme s pravou stranou, ziskame 2 - 2017 + 1 = 4035. Rozkladem na prvocisla
dostaneme 4035 = 3 -5 - 269, a jelikoz a > b > ¢ > 1, 1ze z toho vyvodit 2a +1 =269, 2b+1 =5 a
2c + 1 = 3. Vysledkem je proto a = 134.

Uloha 43. Mimozemské kosmickd lod mé tvar dokonalé koule o poloméru R podepiené tiemi rovnobéz-
nymi svislymi nohami o délce 1 ms (mimozemsky sdh) a zanedbatelné tloustce. Doln{ konce noh tvor{
rovnostranny trojihelnik o strané délky 9ms. Kdyz lod stoji na rovném povrchu, dotyka se ho také
nejnizsi bod koule. Jaky je polomér R (v ms)?

Visledek. 14

Reseni. Ozna¢me dolnf konce nohou A, B, C' a jejich ptislusné horni konce postupné A’, B’, C’. Déle necht
O je stted trojtuhelniku ABC' (neboli bod dotyku koule a povrchu planety), S stfed koule a D = AONBC.
Méme |AO| = |AB| - g =3v3ms, |[AA'| = 1ms a |SO| = |SA’| = R. Pythagorova véta dava

(1SO| — |AA'|)? + |AO]* = |SA']? nebo (R —1)*+27= R?

7 ¢ehoz dostaneme R = 14 ms.
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Uloha 44. Ctyii bratii, Albrecht, Bofivoj, Chrudo§ a Dalimil, nasbirali v lese spoustu liskovych offgk.
V noci Albrechta honila mlsné, takze se jich rozhodl par snist. Po pfepocitani orisku zjistil, ze kdyby jich
méli o jeden méné, slo by je rozdélit na ¢tyri stejné velké hromadky. Proto jeden orech zahodil, snédl
svtj podil (¢tvrtinu zbytku) a Sel spokojené spat. O néco pozdéji hlad probudil i Botivoje a i on zjistil,
ze jeden orisek prebyva. I zahodil jej a schroustal ¢tvrtinu zbytku. Do rana se presné totéz prihodilo i
Chrudosovi a Dalimilovi. Kdyz se za kuropéni vsichni bratii setkali, ukédzalo se, ze i nyni by po zahozeni
jednoho ofechu bylo mozné zbytek rozdélit na ¢tyii stejné hromadky. Jaké nejmensi mnozstvi orechii
mohli chlapci nasbirat?

Visledek. 1021

Resend. Pfedstavme si, Ze na dné kosiku od zac¢atku lezi tii dalsi, imaginarni ofechy. V tom pfipadé je
celkovy pocet orechi nasobkem Ctyr. Povsimnéme si, ze po Albrechtové zasahu je celkovy pocet orechu
opét délitelny ¢tyfmi a jsou mezi nimi vSechny tfi imaginarni orisky. Zopakovanim této uvahy jesté
Etytikrat zjistime, ze piivodni podet ofechli véetné téch fiktivnich musel byt 4°k pro né&jaké pfirozené k,
takZe skuteénych ofechtt bylo 4%k — 3. Na druhé strané je snadno vidét, ze vsechna &isla tvaru 4%k — 3
zadani vyhovuji. Dosazenim k = 1 tedy nalezneme kyZené minimum 4° — 3 = 1021.

Uloha 45. Pirozené ¢islo nazyvame vychované, jestlize neni délitelné zédnym prvoéislem riiznym od 2,
3 a 7. Kolik vychovanych ¢isel najdeme mezi ¢isly 1000, 1001, . ..,20007

Visledek. 19

Reseni. Zatneme obecnym pozorovanim, a sice, Ze pro kazdé realné ¢islo o > 1/2 lezi v polootevieném
intervalu (z,2x) pravé jedna mocnina dvojky.

Déle nazveme prirozené c¢islo utdplé, jestlize neni délitelné zadnym prvocislem riznym od 2 a 3.
Pocet utdplych ¢isel v intervalu (z, 2x) lze spoéitat nasledujicim zptisobem: Zaprvé je v intervalu (z, 2x)
pravé jedna mocnina dvojky. Zadruhé lezi v intervalu (z, 2z) nanejvys jedno utéplé ¢islo (oznacme jej
c1) délitelné trojkou, ale ne 3%, nebot c;/3 je ona jedind mocnina dvojky leZici v intervalu (x/3,2x/3),
piedpokldddme-li x > 1/6. Miizeme pokracovat obdobné a najit utaplé c, délitelné 32, ale ne 33, pak c3
atd., az nakonec (x/3% 22/3%) NN = () neboli x < 37%/2. Z toho miizeme usoudit, ze pocet utiplych &isel
v intervalu (z,2x) je 1 + nejvétsi k spliujici 3¥ < 2x; oznaéme tuto hodnotu jako £3(z).

Pocet vychovanych ¢isel v intervalu (z, 2z) zjistime podobnou technikou. Hledanou hodnotu dostaneme
se¢tenfm poc¢tt utaplych &isel v intervalech (wx,2x), (x/7,2x/7), (x/7%,22/7%) atd. Do tohoto souétu
O3(z) + l3(x)7) + €3(x/7%) + ... piisp&je l7(z) séitancih, kde symbol ¢; definujeme obdobné jako £3.

Protoze ¢islo 2000 neni vychované, chce po néas tdloha urcit pocet vychovanych cisel v intervalu
(1000, 2000), coz je

£3(1000) + £3(1000/7) + £3(1000/49) + £3(1000/343) =7 + 6 + 4 + 2 = 19.
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Uloha 46. Cisai Decimus zakazal ¢islici 0 (kterou zavedl jeho predchiidce Nullus). Naifdil misto ni
pouzivat ¢islici D, predstavujici hodnotu 10, ¢imz vznikla decimickd soustava. I v ni mé kazdé prirozené
¢islo jednoznac¢né dany zapis, naptiklad

3DD6 = 3-1000+10-100+10-1046 -1 = 4106.

Aby zmeéna ¢iselné soustavy probéhla co mozné nejsnéze, byl na velky obelisk vytesan seznam vSech éisel
od 1 do DDD v¢etné. Kolikrat se v ném vyskytuje nové zavedend c¢islice D? Vyskyty v ramci jednoho
Cisla se pocitaji oddélené, takze naptiklad DD prispiva do souctu dvakrat.

Visledek. 321
Reseni. Nejprve si vSimnéme, Ze i nejmensi Ctyiciferné ¢islo, 1111, je vétsi nez DDD. Na obelisku jsou
proto vypsana pravé vSechna jednociferna, dvojciferna a trojcifernd cisla v decimické soustave.

Cisla, jez maji v decimické soustavé pravé k cifer, odpovidaji retézcim

1...1,...,D..D.
—— —

k k

Chceme-li spocitat celkové mnozstvi décek, ktera se vyskytuji v k-cifernych ¢islech, muzeme to udélat
nasledovné: Zjevné existuje pravé 1051 &isel, ktera maji D na prvni pozici (protoze ostatni pozice mizeme
obsadit zcela libovolné). Déle existuje stejny pocet Cisel, kterd maji D na druhé pozici, protoze méame
opét k — 1 pozic, které miizeme obsadit libovolné. Stejné tak najdeme 10°~1 ¢isel s déckem na tfeti pozici,
a tak dale az do k-té pozice. Dohromady se proto v k-cifernych ¢islech vyskytuje k- 10571 é&islic D. Kazdé
Cislo jsme totiz zapocitali pravé tolikrat, kolik D obsahovalo, coz odpovida pozadavkim zadani.

Mizeme tedy uzaviit, ze podet vyskytt ¢islice D v &slech 1,...,DDD je dohromady 1-10° +2-10" +
3-10% = 321.

Uloha 47. Do ¢tverce ABCD je vepséna kruznice w, kterd se ¢tverce dotyka v bodech W, X, Y, Z
lezicich postupné na straniach AB, BC, CD, DA. Necht E je vnitini bod kratsiho oblouku kruznice w
mezi W a X a déle F pruseéik BC a EY. Urcete obsah trojthelniku FYC, jestlize vite, ze |[EF| =5 a
|[EY| =1,

Visledek. 21

Reseni. Diky rovnosti tisekového a obvodového tihlu je |[<EX F| = |<EY X|. Protoze maji trojihelniky
FEX a FY X navic spole¢ny thel u vrcholu F, jsou si podobné. Plati tedy |EF|: | XF|= |XF|:|YF|
neboli [XF|?2 = |EF|-|YF|=5-12 =60 (coz je zaroveii vyjadfeni mocnosti bodu F ke kruznici w).

A Z D
w
W e » Y
E
F/ -«

B X C
Necht t = |AB| je polovina strany étverce. Pak podle Pythagorovy véty plati
[YFP? =t* 4+ (t+ |XF|)? = 2t> + 2t - | X F| + |XF|* = 2t(t + | X F|) + | X F|?,
takze hledany obsah trojuhelniku F'Y C muizeme vyjadiit jako

5 |YCO|CF| =5 -t (t+|XF|) = ;(IYF|* - |XF|*) = 21.
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Uloha 48. V kryptogramu
WE - LIKE = NABOJ

oznacuji rizna pismena ruzné ¢islice. Navic je dano S(WE) = 11, S(LIKE) = 23 a S(NABOJ) = 19,
kde S(n) znadi ciferny soucet ptirozeného éisla n. Zadné ze tif Gisel nezacind nulou. Najdéte péticiferné
¢islo NABOJ.

Visledek. 60724

Reseni. Protoze se v kryptogramu vyskytuje deset riiznych pismen, musime pouzit vSech deset ¢islic
0,1,...,9. Soucet vSech jednocifernych cisel je 45. Kdyz seCteme t¥i dané ciferné soucty, dostaneme
11+ 23 + 19 = 53, coz se rovna 45 + E. Proto E = 8. Jeho umocnénim na druhou zjistime, ze J = 4, a ze
vztahu S(WE) = 11 uréime W = 3.

Dale si vSimneme, zZe

100000

LIKE < < 2636.

Proto musi byt L = 1 nebo L = 2. Kdyby L = 2, z ciferného souc¢tu LI K E bychom ziskali I + K = 13,
takze by dvojice (I, K) nebo (K, I) musela byt (4,9), (5,8) nebo (6,7). Ale ¢islice 4 a 8 uz jsou zabrané
a v piipadé (6,7) by ¢len LIKFE pfesdhl horni mez odhadu. Tedy L = 1. Pak z ciferného souctu
LIKE plyne I + K = 14, coz zuzuje moznosti pro (I, K) nebo (K, I) na dvojici (5,9). Snadny vypodet
ukéze, ze jen (I, K) = (5,9) Tesi kryptogram. Vyndsobenim 38 - 1598 = 60 724 dostaneme hledané ¢islo
NABOJ = 60724.

Uloha 49. Najdéte vechna pfirozens &sla n, pro kterd je soucet viech jejich vlastnich déliteldt roven 63.

Poznamka: Vlastni délitel d ¢isla n spliuje 1 < d < n.
Visledek. 56, 76, 122

Reseni. Oznacme s(n) soucet viech vlastnich délitelii ptirozeného ¢isla n. Snadno zjistime, Ze tiloha nema
feSeni, pokud n mé t¥i nebo vice prvoéiselnych délitela: s(2-3-5) =41, s(2-3-7) =53, a vyssi hodnoty
takového n uz déavaji s(n) vétsi nez 63. Déle kdyby n bylo mocninou jediného prvodéisla p, byl by s(n)
délitelny p, takze p = 3 nebo p = 7. Mizeme nicméné snadno ovérit, ze zidnd mocnina 3 ani 7 nespliuje
zadanou podminku.

Tedy n mé pravé dva rizné prvociselné délitele p, ¢ a mozné feseni lze vyjadiit jako n = p® - ¢%.
Kdyby a = 8 = 2, pak by p = 2, ¢ = 3 dévalo s(n) = 54 a pro vSechny dal${ kombinace prvocisel a
vyssich mocnin by bylo s(n) > 63. Proto asponi jeden ze dvou exponentit musi byt mensi nez 2, a tedy n
neni druhou mocninou prirozeného ¢isla, specialné ma sudy pocet vlastnich délitelti. Kdyby byly vsechny
deélitele liché, bylo by s(n) sudé ¢islo, coz ale neni. MuZeme proto usoudit, Ze (bez ijmy na obecnosti,
nebot p a ¢ maji ve vyjaddreni n stejnou roli) g = 2.

Ze stejnych ditvodit je pocet lichych vlastnich délitelit (coz jsou piesné p, p2, ..., p%) lichy, a tudfZz o je
také liché. Nicméné i pro p =3, « =3 a =1 vychdzi s(n) > 63, takze o = 1. MuzZeme vyjadiit

s(n) =242+ 42 1 p+2p+---+2p =2 — 1)(p+2).

Ze viech délitelt 63 jsou jen 1, 3 a 7 tvaru 2 — 1. Jim odpovidajici hodnoty p jsou postupné 61, 19 a 7,
takze moznd n jsou 2- 61 =122, 22.19 =176 a 23 -7 = 56.

Uloha 50. Honza mé mazécké auto se étvercovymi zadnimi koly (predni kola jsou standardni, tj. kulatd).
Jezdit v takovém auté by bylo za normalnich okolnosti dosti neprijemné, ovsem Honza si na zadni kola
nainstaloval velmi dobré tlumice, diky nimz auto pfi jizdé po rovné silnici zistava rovnobézné s povrchem.
Hrana zadniho kola mé délku 40 cm a zadni ndprava je vzhledem k autu pohybliva pouze ve vertikalnim
sméru. Jaky je polomér pfedniho kola (v cm), vime-li, Ze kdyz se auto pohybuje konstantni rychlost{
kupredu, zadni je ndprava pfesné polovinu ¢asu niZe (bliz k silnici) a polovinu ¢asu vyse (dal od silnice)
nez predni nédprava?
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Visledek. 107

Resend. Uvazme trajektorii stiedu étvercového kola béhem pohybu auta dopfedu — ta sestava ze étvrt-
kruznic se stredem v jednom z vrcholu ctverce.

°
L 4 L 4 L 4 L 4

\/57‘
4

Jede-li auto konstantni rychlosti dopfedu, mtizeme na takovou ¢tvrtkruznici nahlizet také jako na graf
vysky zadni ndpravy v zavislosti na case. Hledanym polomérem kulatého kola je tedy tato vyska presné ve
¢tvrtiné horizontalni vzdalenosti. Necht r je polomér oblouku, po kterém se pohybuje stred zadniho kola.
Pak je ona ¢tvrtina rovna /2r/4 a uzitim Pythagorovy véty dostdvame, ze vyska v tomto okamziku je

2
\[r? = (%r) = \/gr.
Vysledek pak dostaneme dosazenim r = 20v/2.

Uloha 51. Mésto Budoucnosti mé tvar pravidelného 2017dhelniku. Jeho vrcholy tvoii 2017 stanic metra,
oc¢islovanych na planku mésta od 1 do 2017 proti sméru hodinovych rucicek. Maji zde dvé linky metra,
okrajovou a diagondlni. Okrajové linka zajiStuje pfimé spojeni ze stanice a do stanice b (nikoli vSak
v opatném sméru), pravé kdyz a — b+ 1 je délitelné 2017, a jedna takovd jizda trvd 1 minutu. Diagonaln{
linka zajistuje pfimé spojeni ze stanice a do stanice b, pravé kdyz 2b — 2a + 1 je délitelné 2017, a jedna
takova jizda zabere 15 minut. Filip je nadSenec do metra a naruzivy cestovatel. Rad by se ze stanice 1
dostal co nejdal, tj. do stanice, pro niz je optimalni ¢as potiebny k jejimu dosazeni nejdelsi mozny. Ktera
¢isla stanic splnuji Filipovu podminku?

Vijsledek. 1984, 1985

Reseni. Kdykoli Filip cestuje jednu zastdvku diagonélni linkou a poté jednu zastévku okrajovou linkou,
dostane se za stejny cas do stejné stanice, jako kdyby jel nejprve okrajovou a az poté diagonalni linkou.
Miuzeme tedy bez tjmy na obecnosti predpokladat, ze zpocatku cestuje pouze diagonalni linkou a poté
zase pouze okrajovou. Déle vidime, ze kdyby jeho cesta sestavala z alespon dvou jizd diagonélni linkou a
alespon jedné jizdy okrajovou linkou, mohla by byt nahrazena méné casové naroc¢nou cestou — jednoduse by
stacilo vynechat posledni dvé jizdy diagonalni a prvni jizdu okrajovou linkou, které dohromady tvori v siti
metra smycku. Stac¢i ndm tudiz uvazovat cesty vyuzivajici vyhradné diagondlni linku a cesty vyuzivajici
diagonalni linku nejvyse jednou.

Oznac¢me n ¢islo stanice spliujici Filipovu podminku. Je-li n > 1009, pak se Filip zvladne pomoci
jedné jizdy diagondlni linkou a n — 1009 jizd okrajovou linkou pfepravit do stanice n za 15+ (n — 1009)
minut. Pokud by pouzival vyhradné diagondlni linku, mohl by se do stanice n dostat za 2 - (2018 —n) - 15
minut. Je zfejmé, Ze s vyuzitim pouze okrajové linky by kratsi cesty nedocilil. Chceme tedy najit n > 1009,
pro které je M(n) = min{n — 994,30 - 2018 — 30n} nejvétsi mozné. Méme

n — 994 < 302018 — 30n <=

302018 +994 _ 31-2018 —1024 _ o np 1 _ o0 1

< < .
"= 31 31 31 31

Tedy pro n < 1984 je M(n) =n — 994 < 1984 — 994 = 990 a pro n > 1985 je M(n) = 30- (2018 —n) <
30 - (2018 — 1985) = 990, odkud vidime, ze hledané nejvétsi minimum je rovno 990 a nabyva se pro
n = 1984 a n = 1985.

Zbyva ovérit, ze pro n < 1009 je mozné dojet do stanice n za méné nez 990 minut: pro n < 990 se tam
Filip dostane za n — 1 minut pouzitim okrajové linky a pro n > 991 se tam zvlddne dopravit diagonédlni
linkou za 15 - (2- (1009 —n) + 1) < 15 - 37 = 555 minut.
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Uloha 52. Necht f (n) znadi pocet prirozenych ¢isel, kterd maji pravé n cifer a jejichz ciferny soudet je 5.
Urcete, kolik z 2017 ¢isel f(1), f(2),..., f(2017) m& na misté jednotek jednicku.

Visledek. 202

Reseni. Kaizdé n-ciferné ¢islo s cifernym souétem 5 se dé reprezentovat jako 5 jednicek prifazenych
k nékterym z n mist takového ¢isla. Jednomu mistu muze byt prifazeno vice jednicek a prvnimu mistu
musi byt prifazena alespon jedna jednicka. Pocet n-cifernych ¢isel s cifernym souctem 5 je tedy roven poctu
zpusobi, jak rozmistit ¢tyri jednicky na n mist. Jinymi slovy pocitdme pocet ¢tyrclennych kombinaci z n
prvku s opakovanim, tedy

fn) = (n +;1 - 1> _ (n+3)(n J2r42)(n+ l)n'

Déle budeme toto vyjadreni povazovat za novou definici f namisto ptivodni kombinatorické definice.

Spoc¢téme nyni pocet téch f(n), kterd maji posledni cifru 1. Nejprve si uvédomme, Ze dava-li n zbytek
po déleni péti 0, 2, 3 nebo 4, pak n, n + 3, n 4+ 2 nebo n + 1 je délitelné péti. Protoze ¢isla 24 a 5 jsou
nesoudélnd, je i f(n) délitelné péti, tedy jeho posledni cifra je 0 nebo 5. Posledni ¢islice ¢isla f(n) tedy
muze byt 1 pouze v pripadé, ze n dava po déleni péti zbytek 1.

Déle ukazme, ze f(n) a f(n+ 40) maji stejnou posledni ¢islici. Skuteéné, pocitdme-li f(n +40) — f(n),
pricemz se divame pouze na Citatele, mtizeme postupovat roznasobenim zavorek ve vyrazu

24f(n+40) = (40 + (n)) (40 + (n + 1)) (40 + (n 4+ 2)) (40 + (n + 3))

ponechavajice pritom vnitini zavorky bez tprav. Po odecteni ¢lenu 24f(n) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) jsou
zbyvajici ¢leny souc¢inem ¢tyt ¢isel, z nichz bud alespon dvé jsou 40, nebo praveé tii jsou zavorky obsahujici
n. V prvnim piipadé je takovy é&len délitelny 402, ve druhém piipadé jsou alespon dvé ze zavorek po
sobé jdouci ¢isla, tedy takovy c¢len je délitelny 80. Tudiz po vydéleni 24 = 8 - 3 vidime, ze tento rozdil
je délitelny deseti, coz jsme chtéli ukdzat. Staéi se tedy omezit na zkoumani posledni ¢islice f(n) pro
libovolnou mnozinu ¢tyticeti po sobé jdoucich cisel n.

Nakonec z definice f snadno ovérime, ze

f(n) = f(=3—n). (%)

S ohledem na vSechny diive ziskané poznatky ndm staci spocitat pouze f(1) = 1, f(6) = 126, f(11) = 1001
a f(16) = 3876. Z identity (x) nyni plyne, ze ze zbyvajicich ¢tyt &isel tvaru f(5k + 1) (f(—4), f(-9),
f(=14) a f(—19)) maji dvé posledni cifru 1 a zbyla dvé 6. Tedy 4-2000/40 = 200 z ¢isel f(1),..., f£(2000)
mé poslednf cifru 1 a z &isel £(2001),..., f(2017) plati totéz pro f(2001) a f(2011). Dohromady méme
202 takovych d¢isel.

Uloha 53. Na obrazku jsou dva nepiimo podobné Sestitthelnikové dtvary, jejichz nékteré strany maji
délky a, b, ¢, d, respektive A, B, C, D. Prilozime-li tyto dva utvary k sobé, jak ukazuje obrazek, dostaneme
novy Sestithelnikovy ttvar podobny obéma mensim (primo podobny tomu napravo). Uréete pomeér A : a.

C

Vysledek. 1/ 145

Resend. Nazyvejme tii podobné ttvary z nasf tlohy malym, prostfednim a velkym. Ozna¢me hledany
pomér p. Diky podobnosti malého a prostredniho itvaru je

p=A:a=B:b=C:c=0D:d.

Navic zfejmé plati rovnosti D = B+a a C +b = A+ d. Pomér stran B : A v prostfednim ttvaru
odpovida poméru C : ¢ ve velkém titvaru. Je tedy B : A = p, odkud plyne B = p?a. Analogicks pozorovani
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v prostrednim a velkém utvaru déavajib:a=C : B =D : C, odkud

Dosazenfm vyse ziskanych vysledkti do rovnosti D = B + a dostavame pd = p*a + a = a(p® + 1), a tedy
p* = p? + 1. Jedingm kladnym feSenim rovnice p* — p? — 1 = 0 jakozto kvadratické rovnice s neznidmou

p? je p? = % Z toho vyplyva, ze

1+5
5

Hledany pomeér je tedy druhd odmocnina z tzv. zlatého fezu.

Uloha 54. Najdéte viechny dvojice kladnych celych ésel (a,b), pro néz mé kazd4 z rovnic

2> —ar+a+b—-3=0,
22 —br+a+b—3=0

dva kladné celé kofeny.
Vijsledek. (2,2), (6,6), (7,8), (8,7)

Reseni. Necht k, | jsou kofeny prvni rovnice a m, n kofeny druhé. Kdykoli nalezneme jedno feSeni
(k,1,m,n), miZeme v ném zfejmé prohodit k a [ nebo m a n, ¢imz ziskdme dalsi feseni. Proto budeme
vzdy pséat jen jedno z téchto feSeni. Podle Vietovych vzorca plati

k+l=a, m+n=>b, kKl=mn=a+b-3.
Zkombinovanim téchto rovnosti dostaneme
kl+mn =2a+2b—6=2k+ 214+ 2m + 2n — 6,

coz lze preusporadat na
(k—=2)(l-2)+(m—-2)(n—2) =2.

Pokud jsou oba séitance (k — 2)(I — 2) a (m — 2)(n — 2) kladné, tedy rovné 1, dostdvame dvé FesSeni
(k,l,m,n) =(3,3,3,3) a (1,1,1,1). Je-li jeden ze séitanci nula, ziskdme Feseni (k,l,m,n) = (2,6,3,4) a
(3,4,2,6).

Zbyva pripad, kdy je jeden ze scitancu zaporny. Pak musi byt jedno z ¢isel k, I, m, n rovno 1. Bez
Gjmy na obecnosti necht £ = 1. Pak [ = mn a rovnici mizeme upravit na

2=—(1-2)+(m—=2)(n—2)=—-mn+2+mn—2m—2n+4=—-2m —2n +6,

ekvivalentné m+n = 2, coz davi m =n =1 al = mn = 1. Pro ptipad zadporného séitance tedy neexistuje
zadné Teseni.

Mozné hodnoty (a,b) = (k+1, m+n) jsou tedy (6,6), (8,7), (7,8) a (2,2). Snadno ovéfime, ze vSechny
tyto hodnoty (a,b) opravdu splituji podminky ze zadéni.

Uloha 55. Trojthelniku ABC se stranami délek |AB| = 3, |[BC| =7 a |AC| = 5 je opsana kruznice w.
Osa uhlu BAC protind stranu BC' v bodé D a kruznici w v bodé E. Necht 7 je kruznice nad pramérem
DE. Druhy pruse¢ik kruznic w a v (rizny od E) ozna¢me F. Urcete |AF|.

Visledek. %

Reseni. Ze zadani vime, ze |<BAE| = |<CAE]|, a z vlastnosti obvodovych thlt méame |BE| = |CE|.
Trojihelnik BC'E je tedy rovnoramenny se zédkladnou BC a osa strany BC' prochazi bodem E. Oznacme
dalsi pruseéik této osy a kruznice w jako G (pak EG bude prumér kruznice w) a stfed strany BC' jako M.
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Pouzitim Thaletovy véty postupné pro kruznice w a vy dostaneme rovnost |[<GFE| = |[<DFE| = 90°, z niz
plyne, ze body G, D, F lezi na jedné primce. Déle znovu z Thaletovy véty zjistime, ze |[<GM D| = 90° a
|[<GAD| = |[<GAE| = 90°, tedy body D, M, G, A lezi na jedné kruznici, kterou oznacime §. Z vlastnosti
obvodovych thli (vzdy v kruZnici napsané nad rovnitkem) ziskdme

|<AFD| = |<AFG| £ |<AEG| = |<AEM|

|<FAD| = |[<FAE| £ |<FGE| = |[<DGM| £ |<DAM| = |<EAM]|.

7 toho vyplyva, Ze trojuhelniky AFD a AEM jsou podobné. Stejnym zpusobem odvodime
|<ACD| = |<ACB| £ |<AEB],

coz spolecné s rovnosti |[<DAC| = |[<EAB| (AFE je osa tihlu) dokazuje podobnost trojihelnikit CAD a

EAB. Pak
AC
| fimt _ |AB|-|AC|

|AM| —  |AM|

|AD| |AB

|AF| = |AE] - = |AE|-

|AM]

Délku |AM| muzeme spocitat pomoci vzorce pro délku téznice jako

|AM| = %\/Q(ABZ + AC?) - BC? = %\/E

Ted uz snadno dopocitame vysledek:

AF| = 3-5 _

N
ﬁ
Ne
Nej

Uloha 56. Urcete pocet uspofadanych trojic (x,y, z), kde z, y, z jsou nezdporné celd ¢isla mensi nez
2017 a vyraz

(x +y+2)* — 704zyz
je délitelny 2017.
Vijsledek. 20172 + 1 = 4068 290
Reseni. Podminku 2017 | (x + y + 2)? — 704xyz miZzeme prepsat jako
(z+y+ 2)? = 704zyz  (mod 2017).
V dalsim textu budou vSechny uvazované kongruence modulo 2017. Diky tomu, ze 2017 je prvocislo,

existuje pro kazdé piirozené éfslo a < 2017 pravé jedno pfirozené &islo (budeme jej znacit symbolem a 1)
mensi nez 2017 a spliujici a -a~! = 1.
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Nejprve pojdme najit vyhovujici trojice (z,y, z), v nichz jsou vSechna t¥i ¢isla nenulovd. V takovém
pripadé muzeme psat y = kx a z = lx pro prirozena k, | mensi nez 2017, jelikoz prislusnéd k a [ jsou
jednoznaéné uréena kongruencemi k =y -2~ ', [ = z - 2~ !. Dosazenim do zad4ni obdrzime podminku

(z + kx + 12)? = 704klz?,
kterou vynasobenim (z71)? ekvivalentné upravime na
(1+k+1)? = 704klx.
Nakonec tuto kongruenci vynasobime (704kl)~!, &m# piivodni podminku pfevedeme do podoby
= (704D~ (1 + k +1)%

Z toho vyplyva, ze pro vSechny dvojice k,l € {1,2,...,2016} existuje pravé jedno z spliiujici podminku ze
zadéani (vSechny upravy totiz byly ekvivalentni, a to véetné prechodu od y, z k proménnym k, [). Takova
k.1 1ze zvolit 20162 zpiisoby. Potiebujeme ale, aby = bylo nenulové, nebot jinak bychom nemohli k a [
definovat. To nastane pravé tehdy, kdyz k + [ # 2016. ,Spatnych® dvojic (k,1) je proto 2015, jedna za
kazdé k vyjma 2016. Dohromady tedy existuje 20162 — 2015 trojic (x,y, z) pozadovanych vlastnosti, pro
které navic x,y,z # 0.

Jestlize x = 0, zatimco y a z jsou nenulova, pak je potieba splnit podminku (y + 2)? = 0. Ta plati
pravé tehdy, kdyz y = —z, takze takovych trojic (0,y, z) je 2016. Stejnym zptisobem ziskdme 2016 trojic
pro y = 0 a tentyz pocet pro z = 0. Pokud jsou nulova dvé z ¢isel x, y, z, pak museji byt nulova vSechna
tFi, takZze ndm zbyvd zapocitat posledni trojici (0,0, 0).

Dohromady je trojic (z,vy, z) s pozadovanymi vlastnostmi

20162 — 2015 + 3 - 2016 + 1 = 20162 +2-2016 4+ 1 + 1 = 2017% + 1.

Uloha 57. Béra s Heléou stifdavé hazeji béznou hraci kostkou, kterd ma dvé stény éervené, dvé zelené a
dvé modré. Po kazdém hodu dostane hracka zeton té barvy, kterou pravé hodila. Vitézi ta z nich, kterd
jako prvni shromazdi zetony vsech tii barev. Bara za¢ina. S jakou pravdépodobnosti vyhraje?

Vijsledek. 81/140

Resend. Uvazujme situaci, kdy ma hracka, jez je pravé na fadé, = riznjch Zetoni a jeji soupetka y.
Symbolem P (z,y) ozna¢ime pravdépodobnost vitézstvi hracky, ktera je na fadé, a symbolem Py (z,y)
pravdépodobnost vyhry jeji soupetky. Zjevné tedy Py (x,y)+ Pe(z,y) = 1. Nasim cilem je spocitat P;(1,1),
tedy pravdépodobnost Barina vitézstvi poté, co obé divky provedly sviij prvni hod.

Ze vztahu P»(2,2) = %Pl(Q, 2) vypocitame, ze P;(2,2) = %, Py(2,2) = % Dale si rozmyslime, ze plati
rovnosti

Py(2,1) = 2P,(1,2),

Pl(]-aZ) = %P2(27 1) + %P2(232)7

z nichZ snadno vyjadifme Pi(1,2) = 32, P»(1,2) = 22, P1(2,1) = 2 a Py(2,1) = 5. Na zavér si
uvédomime, Ze
Pi(1,1) = $P(1,1) + 5 P»(1,2),

coz vede k vysledku Py(1,1) = 3.

Uloha 58. Najdéte nejvétsi celé &slo n, pro néz mé rovnice
k(k+1)(kE+3)(k+6)=n(n—+1)

celociselné Teseni (k,n).

Visledek. 104
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Reseni. Jestlize (k,n) je feSenim rovnice, existuje pravé jedno dalsi feseni se stejnou hodnotou &, a to

(k,—1—n). Z dvojice celych ¢isel n, —1 —n je vidy jedno nezdporné a druhé zaporné. Protoze se zajiméme

o vysoké hodnoty n, muzeme predpokliddat n > 0. V tomto oboru je n(n + 1) rostouci funkef proménné n,

takze pro nalezeni maximalni hodnoty n musime usilovat o to, aby byla leva strana rovnosti co nejveétsi.
Ozna¢me symbolem P(k) polynom

E(k+41)(k+3)(k +6) = k* + 10,3 + 27k + 18k

predstavujici levou stranu rovnice. Budeme vyuzivat skutecnosti, ze mezi dvéma po sobé nésledujicimi
moznymi hodnotami pravé strany n(n + 1) a (n+ 1)(n + 2) nen{ zadné dalsi ¢islo, které je sou¢inem dvou
po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel. Z toho divodu se budeme snazit P(k) aproximovat polynomem

(k* + ak + b)(k* + ak + (b+ 1))

v proménné k s celoéiselnymi parametry a a b. Aby se shodovaly koeficienty u k3, musi byt a = 5.
Roznésobenim dostavame

(K> +ak +b) (K> +ak + (b+1)) = (K> + 5k + b)(k* + 5k + (b+ 1)) =
= k* + 10K% 4 (26 + 20)k? + (10b + 5)k + (b* + ).

Neexistuje zadné celé ¢islo b splnujici 26 + 2b = 27. Dosazenim obou nejblizsich hodnot b=0ab =1
ziskavame nerovnosti, které plati pro dostatecné vysoké hodnoty k:

1 (2)
k* 4+ 10k% + 26k% + 5k < k* 4+ 10k + 27k% + 18k < k* 4+ 10k® + 28k% + 15k + 2.

Pro tato dostateéné vysokd k je hodnota P(k) seviena mezi dvé po sobé jdouci ¢isla tvaru n(n + 1).
Pottebujeme zjistit, od které hodnoty k jsou obé nerovnosti platné. Nerovnost (1) je mozné zjednodusit
na 0 < k% + 13k = k(k + 13), proto k > 0 nebo k < —13. Podobné z (2) ziskdvame 0 < k? — 3k +2 =
(k—1)(k—2), tedy k > 2 nebo k < 1. Pro k < —13 nebo k > 2 jsou tudiZ splnény obé nerovnosti, P(k)
lezi mezi dvéma po sobé jdoucimi ¢isly tvaru n(n + 1) a rovnice tedy nemd zadné feSen{. Musime proto
zkoumat jen hodnoty —13 < k < 2.

Kdykoli misto nerovnosti (1) nebo (2) plati rovnost, ziskavame vhodné k, protoze v tom pripadé
se P(k) rovna ¢islu ve tvaru n(n + 1). Z toho divodu existuji feSeni (k,n) pro k = —13,0, 1, 2. Jelikoz
pro k > 0 je P(k) rostouci a my hleddme nejvétsi pripustné P(k), hodnoty P(0) a P(1) nds nezajimaji.
Podobné je P(k) zjevné klesajici pro k < —6, takZe v tomto rozmezi nelze najit lepsi feseni nez k = —13.
Zbyvé proto prozkoumat k = —5, —4, -3, —2, —1. Hodnota P(k) ale neni kladnd pro —6 < k < —3 ani
pro —1 < k <0, takze jedinym kandiddtem mezi feenymi ¢isly je P(—2). Snadno ovéiime, Ze z hodnot
P(—13), P(—2) a P(2) je nejvétsi ta prvni. Pro k = —13 nastdva rovnost v (1), hledanym ¢islem je tudiz
n = k? + 5k = 104.

Uloha 59. Pizzerie pana Ctvrtnicka dodava své zboi ve specidlnich pétithelnikovych krabicich, které
jsou vhodné jak pro jednu étvrtinu velké pizzy, tak i pro t¥i ¢tvrtiny pizzy malé (viz obrazek). Jaky je
polomér malé pizzy v centimetrech, jestlize ta velkd ma polomér 30 cm?

Vigsledek. 5(1 + V7 — /27 — 4)

Reseni. Vezméme pétitihelnik ABDEF podobny dnu popsané krabice, pricemz |EF| = 1 (pouzitim
jednotky 30 cm dostaneme podminky ze zaddn{). VSimnéme si, ze |AF| = |EF| (obé délky odpovidaji
poloméru velké pizzy) a |[<AFE| = |[<BAF| = 90° (jinak by rohy nebylo moZné beze zbytku vyplnit
¢tvrtinou pizzy), takZe existuje bod C takovy, ze ACEF je ¢tverec. Symboly K, M ozna¢me po fadé
stredy usecek BC, BD a dale nazvéme T bod, v némz se velka pizza dotykd BD.
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\
2z4+2y—1
' D
M 2—2x—2y
o
= l—z—y
> " . 1~
A 1-2y B Y K Y C

Oznacime-li hledany polomér symbolem z, plati | BD| = 2z. Z dotykt popsanych v zaddn{ odvodime jednak
vztah |AM| = 2z, jednak |AB| = |BT| a |DE| = |DT|. Z nich mimo jiné plyne |AB|+ |DE| = |BD)|. Pii
oznaceni |BC| = 2y dostédvame |[AB| =1 -2y, |DE| = |BD|—|AB| =2z +2y—1,|CD| =2 -2z — 2y
a |[KM|=|CD|/2 =1 -z —y. Pouzitim Pythagorovy véty v trojihelnicich BKM a AK M ziskdvame

Y4+1l-—z—yP=22 a (1-y?+(1—z—y)?=42>
Dosazenim za vyraz 1 — x — y dostavame

1— 322
v +42® — (1 —y)? =2° neboli y= 2$ .

S touto znalosti se v kterékoli z pfedchozich rovnic muzeme zbavit y a ziskat
924 —62° — 22 +1=0.
PovSimnéme si, ze

9z — 62% — 22 + 1= (3222 + (z — 1)> = 2 32%(x — 1) — 72>
= (32? —x+1)* — 72?
=322+ (VT -1z + 1322 = (VT+ Dz +1),

takze rovnici lze prepsat jako
(322 + (V7T - 1)z +1)(322 = (VT + 1)z +1) = 0.

Prvni z ¢initeld nemd zadné redlné koreny, ten druhy mé kofeny tvaru
1
sl VTE\2VT—4).
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Vétsi z nich ale zjevné prevySuje 1/2, coz je ve sporu s nerovnosti

2|BD| = |BD|+ |AB|+ |DE| < |BC|+|CD| + |AB| + |DE| = 2.

Proto nutné z = %(1 + 7= V2T - 4), takze odpovédi je

30x=5(1+f—\/2\f7—4>cm.
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