Uloha 1. Na obrézku vidite, ako vyzeraji oknd na starych elektrickdch. Vsetky oblé rohy s stvrfobliky kruZnice
s polomerom 10 cm. Na druhom obrazku je zndzornend éast pootvoreného posuvného okna o 10 cm. Cast, ktora sa dd
postivat, ma vysku 13 cm. Ak4 je plocha otvorenej éasti okna v cm??

Vysledok. 130

Riesenie. Je to len plocha posuvnej a pevnej ¢asti okna, ktoré sa prekryvaju, co je obdiznik 10 cm x 13 cm.

Ijlo}la 2. Velky obdiznik je rozdeleny na devit mensich obdlznikov tak, ako na obrazku. Cislo vpisané v mensom
obdlzniku znaéf jeho obvod. N4jdite obvod velkého obdlznika.
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Vygsledok. 42

Riesenie. Pozerajic sa na obrazok si mézeme vsimnit, Zze obvod velkého obdiznika je rovny suctu obvodov §tyroch
mensich vonkajsich obdlznikov s vpisanymi obvodmi minus obvod stredného mensieho obdlznika. Spravna odpoved je
teda

144+9+17+12 - 10 = 42.

Uloha 3. Matej zmazal jednu cifru zo stvorciferného prvocisla a dostal ¢islo 630. Aké bolo jeho prvocislo?
Viysledok. 6301

Riesenie. Nakolko posledna cifra stvorciferného prvoéisla nemoze byt parna, tak hladané prvoéislo bolo tvaru 630x.
Navyse poslednd cifra neméze byt 5, lebo &islo by bolo delitelné piatimi. Ostali ndm moznosti 1, 3, 7 a 9. Ale &islo 630
je delitelné tromi, takze cifry 3 a 9 nemozeme pouzit. Podobne, 630 je delitené siedmimi, takze ani éislo 6307 nie je
prvoéislo. Teda hladané éislo je 6301.

Uloha 4. Slavny architekt Leonardo chce postavit moderny paldc s pituholnikovou zakladiiou na obd{znikovom
pozemku s rozmermi 35m a 25m. Umiestnit ho chce presne tak, ako je naznacené na obrazku.
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(Bodky na stranéch obdlznika oznacuji vzdialenost 5m.) Vyjadrite zlomkom, akii ¢ast pozemku zaberd zakladia
paléca.

Vysledok. %

Riesenie. KedZe nés zaujima len podiel obsahov pozemkov, mozeme pouzit 5m ako jednotkovi dlzku. Spocitanim
obsahov troch pravouhlych trojuholnikov ziskame vysledok
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Uloha 5. Na obréazku mozete vidief stvorcovi mriezku pozostévajiicu zo 16 bodov, ktora obsahuje deviit §tvorcov
1 x 1, styri Stvorce 2 X 2 a jeden Stvorec 3 x 3, teda celkom 14 Stvorcov, ktorych strany si rovnobezné so stranami
mriezky. Aky je najmensi pocet bodov, ktory mozeme odobrat tak, Ze po ich odobrati bude kazdému zo 14-tich §tvorcov

chybat aspoii jeden vrchol?
([ J [ J [ J { ]

Vysledok. 4

Riesenie. Je nevyhnutné odstranit aspon 4 body, pretoze §tyri stvorce 1 x 1 v rohoch mriezky nemaji Ziaden z bodov
spoloény. Odobratie dvoch protilahlych rohov mriezky a dvoch strednych bodov pozdlz opa¢nej diagondly dokazuje, Ze
tento pocet je dostacujuci.

Uloha 6. N3gjdite posledni cifru suctu
12 +22 + 3%+ 420177,

Vysledok. 5

Riesenie. Posledné cifry jednotlivych druhych mocnin sa menia periodicky s periodou 10. Mame
124224324+ 4102 =14+4+ 9+ 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81 + 100 = 385,

¢o ma poslednii cifru 5. Poslednd cifra 12 + 22 4 - - - + 20102 je 5, vd'aka tomu, Ze 201 - 5 = 1005. Okrem toho posledn4,
cifra stétu 20112 + 20122 + - - - + 20172 je 0. Dohromady, hfadand cifra siétu stvorcov 12 4+ 22 +32 + ... 4+ 20172 je 5.

Uloha 7. Vyjadrite podiel 3
0.2
0.24

ako zlomok % v zédkladnom tvare, kde a a b st kladné celé ¢isla.

Poznémka: Ciara nad ¢fslom znamend desiatkovy periodicky rozvoj, napr. 0.123 = 0.123123.. ..

Vysledok. %

Riesenie. Dany podiel mdzeme zapisat aj nasledovnym sposobom:

02 022 22.001 11

024 024 24-001 12

Uloha 8. Passau mé zelezniénu stanicu v tvare trojuholnika. Anna, Boris a Cathy pozoruju Zelezni¢ni dopravu v
Linzi, Regensburgu a Waldkirchene na kolajniciach, ktoré prichddzaji z Passau. Anna napoéitala 190, Boris 208 a
Cathy 72 prichddzajuicich a odchddzajicich vlakov dokopy. Kolko vlakov prejde z Linzu do Regensburgu alebo opacne,



ak ziaden vlak nezacina, nekon¢i ani nemeni smer v Passau?

Waldkirchen

Linz

Regensburg

Vysledok. 163

Riesenie. Oznaéme pocet vlakov medzi Linzom a Waldkirchenom ako r, medzi Linzom a Regensburgom ako w a
medzi Waldkirchenom a Regensburgom ako . Anna spocitala vetky vlaky medzi Linzom a dvomi ostatnymi mestami.
Preto dostaneme rovnost r + w = 190. Analogicky dostaneme aj rovnosti [ +w = 208 a [ + r = 72. Séitanim prvych
dvoch rovnosti a odéitanim tretej dostaneme 2w = 190 + 208 — 72 ¢o néas vedie k tomu, ze w = % - 326 = 163.

Uloha 9. Najdite vsetky kladné celé ¢isla = < 10000 také, ze x je Stvrtou mocninou nejakého parneho ¢isla a po
permutécii (preusporiadani) cifier ¢isla 2 dostaneme Stvrtd mocninu nejakého neparneho ¢isla. Cislo po permutécii
nemoze zac¢inat nulou.

Vysledok. 256

Riesenie. Predpokladajme, ze x = a* pre nejaké parne kladné celé éfslo a a Ze permutéciou cifier éisla 2 vieme dostat
¢islo b* pre nejaké neparne kladné celé éislo b.

Nakolko 10000 = 10%, tak obidve &fsla a a b musia byf mensie ako 10. Stvrtd mocnina parneho jednociferného ¢isla
a (teda a*) musi vzdy konéif na cifru 6. Nakolko je b jednociferné kladné celé &fslo, tak mozeme vidiet, Ze iba 5 = 625
a 9% = 6561 obsahuju cifru 6. Napriek tomu, kazd4 permutécia cifier éisla 9* bude mat stcet cifier delitelny tromi
(sticet cifier sa nemeni), teda jediné mozné riesenie by mohlo byt 6* = 1296, ktoré vsak nie je permutdciou cifier éfsla 9%.
Pre b* = 625 mozeme lahko néjst x = a* = 256, ¢o je aj jediné riesenie.
Uloha 10. V rovnobezniku ABCD priamka z bodu C pretne stranu AB v bode E tak, ze |EB| = L |AE|. Usecka
CFE pretne diagondlu BD v bode F. Zistite pomer |BF| : |BD).
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Vysledok. 1:7

Riesenie. Trojuholniky EBF a CDF si podobné s pomerom podobnosti |EB| : |[CD| = 1: 6. Z toho tiez vyplyva, ze
|BF|:|FD|=1:6,apreto |BF|:|BD|=1:T7.

Uloha 11. Hotel mé 100 oc¢islovanych izieb. V kazdej izbe st jedno, dve alebo tri lozka. V izbach ¢.1 az ¢.52 je
dokopy 56 167ok. V izbach ¢&.51 az ¢.100 je dokopy 150 16zok. Kolko 16Zok je dokopy v celom hoteli?

Vysledok. 200

Riesenie. KedZe maximalny pocet 16zok v izbe je 3, prave tri 16zka st v kazdej izbe od ¢.51 po & 100. Takze, od prvej
az po 50-tu izbu je dokopy 56 — 2 - 3 = 50 16zok. Z toho dostaneme ze v celom hoteli je 50 + 150 = 200 16zok.



Uloha 12. V prvom kroku Henka napisala na kiisok papiera ¢ervenym perom ¢islo 3 a zelenym perom ¢islo 2. V
kazdom z d'alsich krokov napisala stiéet dvoch &isel z predchadzajticeho kroku éervenym perom a ich rozdiel zelenym
perom (vécsie z nich minus mensie). Ktoré ¢islo napisala Henka ¢ervenym perom v 2017-tom kroku?

Visledok. 3 - 21008

Riesenie. Lahko vidiet, Ze v kazdom kroku je ervené éislo viicsie ako zelené. Predpokladajme, ze v n-tom kroku st na
papieri napisané ¢isla C),, Z,, postupne ¢ervenou a zelenou. Potom v kroku n + 1 to budu ¢isla C,,41 = C,, + Z,, a
Zn+1 = Cy — Z,. V kroku n + 2 dostaneme ¢isla

Cn+2 = Cn—i—l + Zn+1 = 20n7

Zn+2 = Cn+1 - Zn+1 = 2Zn

Preto sa ¢isla po dvoch krokoch zdvojnasobia. Medzi prvym a 2017-tym krokom mame 1008 dvojkrokov, teda vysledok
je 3. 21008.

Uloha 13. Cerven4 Ciapocka sa cestou k starej mame zatilala pred ,,Obdfinikovy les“. Nachddzala sa v bode A a
potrebovala sa dostat do bodu B najrychlejsie, ako to len ide. Jedna moznost by bola obist cely les po jeho okraji,
musela by tak prejst 140 m. Samozrejme, Cervend Ciapocka pozné trojuholnikovii nerovnost a vie, ze priama cesta by
bola kratsia. Nanestastie, cez les ide iba jedna klukatd cesticka s dvomi pravouhlymi zékrutami tak, ako je zndzornend
na obrazku. Ak je cesticka lesom kratsia ako 140 m, pojde d'alej po nej. Zistite dizku (v metroch) cesticky cez les.

B

60m

80 m

Vysledok. 124
Riesenie. Podla Pytagorovej vety je dizka uhlopriecky obdlznika v/602 + 802 = 100. Pomocou Euklidovej vety o
odvesne vieme zistif dlzku kratsieho tseku vytnutého vyskou na uhlopriecke ako 602/100 = 36. DIhsi tisek uhlopriecky

bude teda 100 — 36 = 64. Podla Euklidovej vety o vyske bude dizka vysky /36 - 64 = 48. Dokopy ma teda cesticka
dlzku 48 + (64 — 36) + 48 = 124.

Uloha 14. Osemmiestny palindrém je ¢islo, ktoré ma tvar abeddcba, kde a, b, ¢ a d st nie nutne rozdielne ¢islice.
O kolkych osemmiestnych palindrémoch plati, Ze z nich vieme vymazat niektoré éfslice tak, ze vysledné éislo bude 20177
Vysledok. 8

Riesenie. Ked'ze vetky &islice éisla 2017 st rozne, vietky éislice a, b, ¢, d su tiez rozne, a preto kazdd vymazZeme
prave raz. Vsimnime si, Ze po vymazani bude bud prvé alebo posledn &fslica 2017 rovnd a. V prvom pripade mame
a = 2 a dostdvame analogicky podproblém pre Sestéiselny palindrém z &islicami 0, 1, 7. V druhom pripade sa a = 7,
a dostdvame analogicky podproblém pre Sestéiselny palindrém z &islicami 2, 0, 1. V oboch pripadoch mame znova
dve moznosti pre b, takze dostaneme 4 analogické podproblémy so Stvoréiselnymi palindrémami. Kazdy z tychto
podproblémov sa znova rozdeli na dva d'alsie podproblémy s dvojéiselnymi palindrémami, ktoré uz maju jednoznaéné
rieSenia. Dokopy méme teda 23 = 8 moznosti.

Uloha 15. Pre vietky kladné celé cisla n oznacime ich ciferny sicet ako S(n) a siéin cifier ako P(n). Kolko kladnych
celych &fsel n ma vlastnost n = S(n) + P(n)?
Vysledok. 9

Riesenie. Pre jednociferné kladné celé ¢isla n vzdy plati S(n) + P(n) = 2n > n. Teraz uvazujme kladné celé &isla
n, ktoré maju viac ako jednu cifru. Nech m > 1 a n = a,,10™ + - - - 4 a¢ st celé ¢&isla, pre ktoré plati 0 < a < 9 pre
0<k<ma a, # 0. Potom mame

n—S(n) —P(n) = anl0™+---+ag = (@m + - +ao) — am - ag
= (10™ =1 — ape1 - ag)am + (10™ " = Dayq + - + 9ay

(10" —1—9)an,

0



a rovnost nastéva iba pre m = 1. Z toho dévodu, éfslo n, ktoré Spfﬁa podmienku, musi spfﬁat’
n = 10a; + ag = a1 + ag + a1 ag,

¢o je ekvivalentné a1(9 — ag) = 0, takze ag = 9. Po jednoduchom overeni dostédvame, ze prave devét cisel 19, 29, 39, 49,
59, 69, 79, 89 a 99 m4 pozadovani vlastnost.

Uloha 16. Majitel tovarne zamestnava 100 zamestnancov. Kazdy manazér zaraba 5000 € za mesiac, kazdy robotnik
zardba 1 000 € za mesiac a kazdy brigddnik zardba 50 € za mesiac. Majitel tovdrne dokopy plat{ zamestnancom 100 000 €
za mesiac, pricom zamestnava aspon jedného zamestnanca z kazdého typu. Kolko manazérov pracuje v tovarni?

Vygsledok. 19

Riesenie. OznaCme zx, y, z pocty manazérov, robotnikov a brigddnikov v danom poradi. Podmienky zo zadania vieme
prepisat do nasledovnej ststavy rovnic

z+y+2z =100, (1)
5000z + 1000y + 50z = 100 000, (2)

kde =, y, z su prirodzené ¢isla. Ked vyjadrime z z rovnice (2) dostdvame z = 2000 — 20y — 100z. Pravé strana je
delitelnd 20-timi, takze z moézme zapisaf ako z = 20k pre nejaké prirodzené k. Rovnica (2) sa teda da zjednodusit na
5 +y + k = 100. Od tejto rovnice od¢itame (1), kde z = 20k a dostaneme 4z = 19k. Cisla 4 a 19 st nestudelitelné,
teda x je ndsobok 19. KedZe x, y, a z st kladné, z rovnice (2) dostdvame x < 20. Z toho vyplyva, ze x =19 (y =1 a
z = 80) je jediné rieSenie.

Uloha 17. Na obréazku vidite mozaiku zlozent z pravidelnych n-uholnikov. Sestuholnik a tmavosivy trojuholnik si
vpisané do tej istej kruznice. Kazdy z troch rovnakych Srafovanych trojuholnikov mé obsah 17. Urcte obsah tmavosivého
trojuholnika.

Vysledok. 51

Riesenie. Na zaciatok si uvedomime, Ze ak tmavosivy trojuholnik otoc¢ime o 30° okolo stredu kruznice, tak sa vrcholy
trojuholnika budi zhodovat s vrcholmi 6-uholnika. Potom je jasné, Ze prekryva polovicu 6-uholnika.

Zaroven vieme, ze Srafovany trojuholnik mé rovnako dlhu stranu ako je dizka strany 6-uholnika. Z toho vyplyva,
ze plocha srafovaného trojuholnika je é z plochy 6-uholnika. Dohromady je plocha tmavosivého trojuholnika rovna
317 =51.

Uloha 18. V Passau renovuji Zelezniénu stanicu a cheii spravit aj §pecidlny chodnik pre nevidiacich. Tvar chodnika
je zndzorneny na obrazku. Nanestastie maju k dispozicii len dlazdice s rozmermi 1 x 2. Kolkymi spésobmi mézu podla
vzoru polozit chodnik? Dlazdice st nerozliSitelné a dve vydlaZdenia st rézne, ak si aspoii na jednom mieste chodnika



dlazdice v roznych polohach.

Vysledok. 15

Riesenie. Ak zaéneme ukladat dlazdice najprv do rovnych pasov, tak je zrejmé, Ze sposob dlazdenia je uréeny len
jedinou oblastou s rozmermi 3 x 5:

Existuji tri moznosti pre jej dldzdenie: bud moézu v dldzdeni pokracovat v smere poslednej dlazdice (pripad (1)), ktoré
vytvori dve oddelené oblasti 3 x 2 alebo ukladat dlazdice kolmo na posledni dlazdicu (pripady (2) a (3)). V tychto
dvoch pripadoch mézu dlazdit len jedinym sposobom az kym neostane nevydlazdena len jedna oblast 3 x 2.

| | |

(1) (2) (3)

Kazds oblast 3 x 2 moze byt vydladzdend troma spoésobmi, ktoré si naznacené na obrizkoch:

Takze mame 3 -3 = 9 moznosti dldzdenia v pripade (1) a 3 moznosti v pripadoch (2) a (3). Dokopy méme teda
9+ 3+ 3 = 15 moznosti.

Uloha 19. Fero si vybral kladné celé éislo n. Potom si vybral kladného delitela &isla n, vyndsobil ho §tyrmi, vysledok
odéital od &isla n a dostal 2017. Najdite vietky &isla, ktoré si Fero mohol vybrat.

Vysledok. 2021, 10085
Riesenie. Pre vybraného delitela d &isla n vieme najst nejaké kladné celé é&islo k také, Ze n = kd. Teraz ndm rovnost

hovori
kd —4d = (k — 4)d = 2017.

Nakolko 2017 je prvoéislo, dostdvame d = 1 alebo d = 2017. V prvom pripade dostdvame n = k = 2017 + 4 = 2021.
V druhom pripade dostdvame k = 5, a preto n = 2017 - 5 = 10085.



Uloha 20. Denisa a Vanesa si velmi dobré kamaratky, takze kedykolvek sedia vedla seba zaént spolu klebetit. P&t
Studentov (vratane Denisy a Vanesy) chce mat konstruktivnu diskusiu, takZze si chcii posadat na pét stoliciek okolo
okriihleho stola tak, aby Denisa a Vanesa nesedeli vedla seba. Kolkymi moznostami to dokdzu spravit? Moznosti, ktoré
sa liSia oto¢enim, st rozne.

Vysledok. 60

Riesenie. Akondhle si Denisa sadne na jedno z piatich miest, zostanti len 2 miesta, kde si moZe sadntif Vanesa tak aby
nesedeli vedla seba. To déava 5 - 2 moznosti. Pre kazdu z nich si traja zvysni studenti mozu posadat 3! spoésobmi, ¢o
déava dokopy 5 - 2 - 3! = 60 sposobov.

Uloha 21. Ako vidite na obrézku, AB je priemerom kruznice so stredom M. Dva body D a C st na kruznici tak,
aby platilo AC' | DM a |<M AC| = 56°. Zistite velkost ostrého uhla medzi priamkami AC a BD v stupfioch.
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Vysledok. 73°
RieSenie. Oznac¢me priesecnik priamok AC a DM ako S a prieseénik priamok AC a BD ako T.

C

A M B

Z toho, ze |<M AC| = 56°, a daného pravého uhla pri vrchole S vieme, ze |[<SMA| = 34° vyuzitim sté¢tu uhlov
trojuholnika AMS. Dalej, |[<BMD| = 180° — |<SMA| = 146°. Nakolko M D aj M B st polomermi kruznice, tak
trojubolnik BDM je rovnoramenny (|<M BD| = |<M DBYJ). Vyuzitim su¢tu vnutornych uhlov v trojuholniku dostdvame
|<M DB| = 17°. Nagim cielom je zistif velkost uhla CT B, ktory je rovnako velky ako uhol STD. Avgak ten vieme
vypoéita pomocou sii¢tu uhlov v pravouhlom trojuholniku DST s tym, Ze vyuZijeme |<<SDT| = |<M DB|. Vysledkom
je |<CTB| = 73°.

Uloha 22. Utvar je poskladany zo Stvorcov s jednotkovym obsahom postupnym spdjanim jeho koépii, ako je zndzornené
na obrazku. Ak4 je dlzka hrubej hranice utvaru v siestom kroku?

[]

1 2 3

Vysledok. 488

Riesenie. Nech f, je dlzka hrubej hranice v n-tom kroku. Vsimnime si, ze v kazdom kroku su zlepené vzdy tri rovnaké
utvary z predchddzajticeho kroku a to pozdlz dvoch §tvorcov, ktoré nie si ¢astou hranice. Z tohto pozorovania mame
fnae1 =3 fn—2-2 pre vietky n > 1. Ak to spojime s f; = 4, po dosadeni dostavame fg = 488.



Uloha 23. Vsetkych 2017 sedadiel okolo velmi velkého okriihleho stola je obsadenych superhrdinami alebo zloduchmi.
Superhrdinovia vzdy hovoria pravdu a kazdy zloduch vzdy klame. Kazdy ¢lovek, ktory sedi za stolom skonStatoval, ze
sedf medzi superhrdinom a zloduchom. Z neznameho dévodu prave jeden superhrdina urobil chybu. Kolko superhrdinov
je za stolom?

Vysledok. 1345

Riesenie. Najprv, si véimnime, Ze tam nie s Ziadni zloduchovia, ktorf sedia vedla seba: ak by to tak bolo, tak nejaky
iny zloduch by musel sedief pri jednom zo spominanych zloduchov, d'alsf vedla neho atd’. To by vSak znamenalo, Ze sa
tam nenachadza ziaden superhrdina, ale zadanie hovori, Ze sa tam aspon jeden nachddza. Ak vynechdme superhrdinu,
ktory povedal zlé tvrdenie, potom kazdy superhrdina sedi vedla iného superhrdinu a zloducha. Teda cely stol sa d4
rozdelit na ¢asti obsahujice: superhrdina-superhrdina-zloduch.

Superhrdina, ktory klamal, méze teraz sediet medzi dvomi superhrdinami alebo moze sedief medzi dvomi zloduchmi.
Pocet Tudi za stolom musi ddvat po deleni tromi zvySok 1 v prvom pripade a zvySok 2 v druhom pripade. Nakolko 2017
ddva zvysok 1 po deleni 3, tak potom plati prvy pripad, a teda mézeme povedaf, Ze za stolom sedi % <2016 + 1 = 1345
superhrdinov.

Uloha 24. Najdite vsetky kladné redlne ¢isla x také, ze
22017 = (20172)".

Vyjsledok.  *°%/2017

Riesenie. Nakolko z je kladné, vieme obe strany rovnosti umocnit na 1/x a dostaneme x2°'7 = 2017z, resp. 22016 =
2017. RieSenie je x = *°%/2017.

Uloha 25. Leo chee zafarbit hrany dvanaststena $pecidlnym sposobom. Vyberie zvyraziiovaé jednej farby a zaéne
lubovolnym vrcholom dvandststena. Potom postupuje po hrandch bez toho, aby zodvihol zvyraziiovaé alebo zafarbil
jednu hranu dvakrat, az kym chce alebo je dontdteny prestat. Potom vezme zvyraziiovaé inej farby a zaéne farbit
nejaké este nezafarbené pospdjané hrany. Takto pokracuje s d’alsimi farbami dovtedy, kym je kazd4 hrana dvandststena
zafarbend prave jednou farbou. Aky je minimélny poéet farieb, ktoré méze pouzit?

Dvanéststen je pravidelné teleso s dvandstimi pafuholnikovymi stenami ako je zndzornené na obrizku:

Vysledok. 10

Riesenie. Dvanaststen ma 20 vrcholov a v kaZdom vrchole sa stretdvaji tri hrany. Teraz uvazujme len model
pozostavajici z vrcholov a hran dvanaststena. Po kazdom kroku farbenia cesty zo spojenych hran jednej farby tieto
zafarbené hrany z modelu vymazeme. Ak je zmazand uzavreta cesta, v kazdom vrchole je odobranych 0 alebo 2 hrany.
Ak zaciatocny vrchol z a koneény vrchol k zmazanej cesty su odliSné, je z nich vymazand prave jedna hrana, pri¢om zo
zvysnych vrcholov je odobranych 0 alebo 2 hrany. Preto kazdy vrchol musi byt pociatoénym /koneénym vrcholom aspoi
jednej cesty. Musime maf teda aspoii 10 ciest (zafarbeni).

Nasledujuci obrézok ukazuje, ze zafarbenie 10 farbami existuje:
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Uloha 26. Zahradny architekt Jozko navrhol novy strkovy chodnicek okolo jazera. Trojuholnik ABC' predstavuje
stred chodnicka so stranami dfiky a=380m, b =100m a ¢ = 120m. Okraje chodnicka tvoria usecky, ktoré si vzdialené
1m od zodpovedajtcich stran trojuholnika ABC, ako mézeme vidiet na obrazku. Kolko m? vysokokvalitného strku
musi Jozko objednat, aby mohol vytvorit §trkovy chodniéek s priemernou vyskou 4 cm?

Vysledok. 24

Riesenie. Obsah chodnicka vieme rozdelit na tri lichobezniky s vyskou 2 a prislichajticou strednou prie¢kou a, b,
alebo c.

Nakolko obsah lichobeznika vieme vypoéitat ako stéin dizok vysky a strednej priecky, dostdvame
2- (80 + 100 + 120) = 2 - 300 = 600

ako vysledny obsah strkového chodnéka v m?. Mnozstvo §trku, ktory treba objednat, vieme vypoéitat ako 600 m? -
0.04m = 24 m?3. Takze, vysledok je 24.

Uloha 27. N4jdite vsetky stvorciferné druhé mocniny celych ¢isel také, ze prvé dve cislice si rovnaké a posledné dve
¢islice su tiez rovnaké.

Vysledok. 7744

Riesenie. Nech N je hladané éislo a oznaéme x a y ako prvi a posledni cifru v tomto poradi. Potom dostdvame

N = 1000z + 100z + 10y + y = 11(100z + y),

takze N je delitelné 11-timi. Ale N je §tvorcom (druhou mocninou celého é&fsla), takze musi byt delitelné aj 112. Takze
dostdvame N = 112k? pre nejaké kladné celé &islo k a 1002 + y = 11k2. Nakolko lav4 strana rovnosti je trojciferné celé
¢islo z0y s tym, Zze na mieste desiatok sa nachddza nula, tak k% musi byt dvojciferny stvorec, ktorého ciferny siicet je
10. Jediné také ¢islo je 82 = 64. Z toho vyplyva, ze 100z +y = 11 - 82 a z toho dostdvame N = 112 - 82 = 882 = 7744.

Uloha 28. V lunaparku je jednou z atrakcii aj losovanie lotérie. Pravidla st nasledovné: sitaziaci vybera jednu
zo $tyroch roéznych krabiéiek a potom z nej vytiahne jednu lopticku. Ak je tato lopticka biela, sitaziaci vyhrdva, a ak je
¢ierna, prehrava. Ak je rozdelenie loptic¢iek v krabickdch napriklad

(6,6), (5,3), (4,0), (3,5),

kde kazd4 dvojica (b, c) oznaéuje krabicku s b bielymi a ¢ ¢iernymi loptickami, potom sitaziaci vyhrava s pravdepodob-
nostou 2. Kazdy 1000-ci sitaziaci dostane superzolika: Stizaziaci méze prerozdelit lopticky v krabickdch podla svojej
vole, pricom do kazdej krabicky musi dat aspoii jednu lopticku. Potom sa krabicky op#f pomiesaji a sufaziaci vyberd
jednu krabicku a z nej jednu lopticku. Jolanka m4 §tastie a vyhrala superzolika. Ak4 je najvicsia pravdepodobnost
vyhry, ktorti moéze mat po vhodnom prerozdeleni lopticiek z prikladu?

Vysledok. %

Riesenie. Ak Jolanka da po jednej bielej lopticke do troch krabiciek zo Styroch, potom vyhrd, ak vyberie jednu
z tychto troch krabiciek. Mame teda rozdelenie (1,0), (1,0), (1,0), (15,14) pre (b,c) a vyhra s pravdepodobnostou
1(1+1+1435) = 3L Je lahko vidiet, ze akékolvek iné rozdelenie déva mensiu pravdepodobnost vyhry: pravdepodobnost
prehry je sicet pravdepodobnosti vybratia jednej &iernej lopticky a pre vybratie jednej lopticky je pravdepodobnost
najmensia, ak je v krabicke s ¢o najviac loptickami.



Uloha 29. Autobus, nékladiak a motorka sa pohybuji konstantnou rychlostou a prechddzaji v tomto poradi okolo
stojaceho pozorovatela v rovnakych ¢asovych intervaloch. Dalej po ceste prejdi okolo d’alsieho pozorovatela v rovnakych
¢asovych intervaloch, ale v inom poradi. Tentokrat v poradi autobus, motorka a nakladiak. Zistite rychlost autobusu
(v km/h), ak rychlost nakladiaka je 60 km/h a rychlost motorky je 120 km/h.

Vysledok. 80

Riesenie. Nech t je spoloény ¢asovy interval medzi momentmi, kedy vozidla prechddzaji okolo dvoch pozorovatelov.
Motorka pride k prvému pozorovatelovi ¢ hodin po nékladiaku a k druhému pozorovatelovi ¢t hodin pred nakladiakom.
To znamen4, %e motorka prejde vzdialenost medzi dvoma pozorovatelmi za 2t hodin rychlejsie ako nékladiak. Motorka
ide dvakrat tak rychlo ako ndkladiak, takze prejde vzdialenost medzi pozorovatelmi za poloviény éas. Teda nékladiaku
to musi trvaf 4t hodin, aby presiel rovnaki vzdialenost.

Dalej, autobus prejde okolo prvého pozorovatela ¢ hodin pred nakladiakom a okolo druhého pozorovatela 2t hodin
pred ndkladiakom. Néakladiaku trva 4¢ hodin prejst medzi pozorovatelmi, takZe autobusu trva 3¢ hodin prejst rovnaki
vzdialenost. Takze rychlost autobusu st % rychlosti nékladiaku, a to je 80 km/h.

Uloha 30. Nsjdite vietky moznosti, ako mozno vyplnif volné policka vo vyroku nizsie celymi ¢islami tak, aby bol
pravdivy.

»V tomto vyroku je I:]% cifier vécsich ako 4, I:]% cifier je mensich ako 5 a I:]% cifier je rovnych jednej z dvojice
cifier 4 alebo 5. “

Vysledok. 50, 50, 60

Riesenie. Zjavne vo vyroku nemoze byt viac ako 10 cifier. Ak sa pozrieme na cifry, ktoré uz vidime, mézeme pozorovat,
7e v prvych dvoch polickach musi byt aspoii 20 a v trefom aspoii 40. Preto musi byt v poli¢kach spolu 10 cifier a vietky
¢fsla v polickach budi konéit na 0, takze ich mozme postupne oznacit a0, b0 a c0, kde a, b a ¢ si cifry, pre ktoré plati
a+b=10.

Pretoze vo vyroku s aspoii dve cifry vii¢sie ako 4 a aspon pét cifier mensich alebo rovnych 4, mozeme usudit, Ze
5 > a > 2. Navyse, aspon jedna z cifier a a b je vicsia ako 4, takze dostavame 5 > a > 3.

Méme aspoii §tyri cifry rovné 4 alebo 5, ¢o znamen4d, ze ¢ > 4. Ked'Ze definicia c0 % vyluéuje pripad ¢ = 4, musi
platit ¢ > 5, z éoho dostavame 5 > a > 4. V pripade a = 4 dostaneme b = 6, ale potom by pre Ziadne ¢ > 5 nebolo
mozné dostat pravdivy vyrok, ako je pozadované. Nech teraz a = 5. To vedie k b = 5 a vyrok je pravdivy pre ¢ = 6.

Uloha 31. Palov dobytok sa pasie na trojuholnikovej like ABC. KedZe jeho flakaté a biele kravy spolu dobre
nevychddzajui, Palo postavil 20-metrovy plot kolmy na stranu AC, ktory zaéina v bode P na strane AC a konél v bode
B. Plot rozdeluje liku na dva pravouhlé trojuholniky. Avsak toto rozdelenie nevyhovovalo flakatym kravam, ktoré sa
pasti v oblasti pri bode A. Tie oponovali, Ze |AP|: |PC| =2 : 7 a vyZadovali spravodlivejie delenie. Nakoniec Palo
vymenil plot za druhy, rovnobezny k pévodnému, ktory konéi na strandch AC a BC. Tento plot rozdeluje hiku na dve
casti s rovnakou plochou. Ak4 je dl7ka tohto plotu v metroch?

Vijsledok. 30,/2

Riesenie. Kedze trojuholnik PBC méa vicsi obsah ako trojuholnik ABP, koncovy bod nového plotu na strane AC
(oznaceného ako X) lezl medzi C' and P a druhy koncovy bod (oznaceny ako Y') lez{ na strane BC. Trojuholniky PBC
a XY C si podobné, takze | XY|: |XC|=|PB|: |PC|.

B

C b P A

Dalej plocha trojuholnika XY C' je polovicou plochy trojuholnika ABC,
11

1
L XY|-|XC|l==->.|PB| |A
> 1XY]-1XC) = 5 - 5 - |PB| - |AC]
alebo 1 |xXY 1 |AP| + | PC]
_|_
XYPRP=.""1.1pPB|.-|AC|==.|pB)? . 1~ ~1
XY= gy |PBIAIACI = 5 IPBI 5,
teda

1 |AP| \F
XY|=|PB|- /= 1+ 220 = 304/2.
XY= | '\/2<+|p0|> 30,/
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Uloha 32. Na tabuli je napfsanych pét (nie nutne réznych) redlnych &isel. Pre kazdé dve z nich Veronika vypocitala
ich sti¢et a napisala desat vysledkov
1, 2,3,5,5,6,7,8,9, 10

na tabulu, pricom poévodnych pif &sel vymazala. Uréte vietky mozné hodnoty stéinu zmazanych ésel.
Vysledok. —144

Riesenie. Oznatme pévodné ¢isla ako a < b < ¢ < d < e. Medzi desiatimi vypocitanymi sic¢tami je najmensi a +b =1,

.....

4a+b+c+d+e)=1+2+3+5+5+6+7+8+9+10= 56,

tedana+b+c+d+e=14. Potomc=14— (a+b) — (d+e)=14—-1-10=3. Ztohoa=2—-c=—-1,b=1—a =2,
e=9—c=06ad=10— e = 4. Pre tieto hodnoty mézeme jednoducho skontrolovat, Ze zvysnych Sest stictov presne
zapadd do zoznamu &isel na tabuli. Preto siiéin, ktory mame ziskat, je —1-2-3-4-6 = —144.

Uloha 33. Napiste &islo 333 ako sticet Iubovolného poctu stvorcov (druhych mocnin) réznych kladnych nepdrnych
celych ¢isel.

Visledok. 32 + 5% + 7% +92 4+ 132

Riesenie. Kedze 177 = 289 < 333 < 361 = 192, len &isla 12,32,...,17? (spolu 9 roznych éfsel) sa moézu vyskytnit v
sticte. Navyse, umocnenim nepérneho celého ¢éisla na druht dostaneme zvysok 1 po deleni 6smimi. Cislo 333 mé zvysok
5 po deleni 6smimi, preto musime mat prave 5 séitancov.

Kedze 12 + 3% 4+ 52 + 72 + 172 > 333, 17% nemoze byt v sticte. Podme sa pozrief na zvysky ostatnych séitancov po
deleni piatimi: dva z nich si delitelné piatimi (52, 152), tri z nich ddvaji zvysok 1 (12, 92, 112) a tri ddvaji zvysok —1
(32, 72, 132). Pretoze 333 ddva zvysok 3 (alebo —2), zostdvaji ndm dva pripady na zvdzenie. V prvom pripade mozme
séitat vietky éisla so zvyskom 0 alebo 1; avsak tento siéet prevysuje 333. V druhom pripade na dosiahnutie zvysku —2,
musime séitat vietky &sla so zvyskom —1, jedno é&islo so zvyskom 0 a jedno éislo so zvyskom 1. Mézme si vEimnit, Ze
vysledok zlozeny z 112 alebo 152 je prilis velky a z dvoch zvysnych moznosti, len stiéet 32 + 52 4 72 4 92 + 132 je rovny
333.

Uloha 34. Eliska si zobrala tri redlne &fsla a, b, ¢ a zadefinovala operaciu ® ako x ®y = ax + by + cxy. Na precvicenie
vyratala 1 ®2 =3 a 2® 3 = 4. Po d'alsom skimani zistila, Ze existuje nenulové redlne &islo u také, ze z ® u = z pre
kazdé redlne z. Aki hodnotu ma u?

Vysledok. 4

Riesenie. 7 0 =0@® u = bu dostaneme b = 0 (u je nenulové). Rovnice zo zadania sa teraz daji prepisat na

a-+2c=3,
2a + 6¢c =4
s rieSenim a = 5, ¢ = —1. Nakoniec 1 =10 u =5 — u dava u = 4.

Uloha 35. Tri kruznice s polomerom 7 a jedna s polomerom 1 sa navzéjom dotykaji podla obrazku. Najdite r.

. V5
Vysledok. 1+2 2
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Riesenie. Oznac¢me body dotyku A, B a T a stredy kruznic X, Y a Z tak, ako na obrézku.

Pouzitim Pytagorovej vety dostaneme
|AB]> = | XY > = (IBY| — |AX|)2 = (r + 1)> = (r — 1) = 4r.

Kedze BY || TZ a |BY| = |TZ| = r, stvoruholnik BY ZT je rovnobeznik, a teda |BT| = |Y Z| = 2r. KedZe Pytagorova

veta v trojuholniku ABT hovorf, Zze |AB|? + |AT|? = |BT|?, dostavame 4r + 22 = (2r)2. To upravime na
r?—r—1=0.

Jedinym kladnym riesenim tejto kvadratickej rovnice je r = 1+T\/5

Uloha 36. Na start beténovi stenu niekto nasprejoval pit (nie nutne réznych) redlnych &fsel, ktorych stcet je 20.
Pre kazdu dvojicu vytvorenu z tychto ¢isel Harry vypoéital ich sicet a zaokrihlil ho nadol (t. j. namiesto presného
suctu s zobral najvicsie celé &fslo s’ neprevysujiice s). Tymto postupom dostal desat celych ¢isel. Nakoniec vietky tieto
novoziskané ¢isla spocital. Aky je najmensi mozny stcet, ktory mohol Harry dostat?

Vysledok. 72

Riesenie. Nech aq,...,as st povodné &isla nasprejované na stene. Hladdme najmensiu hodnotu vyrazu
W = E I_(Li + CLjJ,
1<i<j<5

kde |x] oznacuje najvicsie celé &islo, ktoré neprevysuje z. Tento vyraz mozeme prepisat do tvaru
Z Lai—kajj = Z (ai+aj)— Z {ai—i—aj}:SO— Z {ai+aj}7
1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<j<5
kde {z} = z — || je ¢ast x. NaSim cielom je maximalizovat sicet

S = Z {a; +a;}.

1<i<j<5

Ten moézeme d'alej rozdelif na dva siéty

5

5
Z{ai + a1} + Z{ai + ait2}
i=1

i=1
(polozime ag = a1 a ay = ag). Teraz rovnice

5 5
S1 = Z{ai + a4} =40 — ZL% + a1,
i=1 =1

5 5
SQ = Z{az + CLH_Q} =40 — ZLCL; + CLH_QJ
i=1 i=1

ukazuju, ze Sy aj S s celé &isla. Dalej st obe siétom piatich éfsel mengich ako 1 a teda obe sumy st najviac rovné 4;
z ¢oho vyplyva S < 8. Pre povodnii sumu tak dostdvame W > 72 a rovnosti vieme ziskat, ked budi vSetky desatinné
casti aq,...,as rovné 0,4.
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Uloha 37. Maéme zloZené prirodzené &islo n. Vyraz M(n) oznacuje sucet troch najmensich delitelov n a vyraz V(n)
..... 4
n )

Poznamka: Za delitela daného &fsla povazujeme aj to samotné &fslo.
Vysledok. 864

Riesenie. Najmensim delitelom ¢isla n je 1. Nech druhy a treti najmensi delitel ¢fsla n si p, ¢ v tomto poradi (p
je prvocislo a ¢ je bud prvoéislo alebo ¢ = p?). Potom M(n) =1+ p+q a V(n) = n + n/p. Po vynasobeni &islom p
mozeme podmienku napisat ako

n(p+1)=p(l+p+q)*

Pravé strana je delitelnd p + 1 a kedze p a p + 1 st nestidelitelné, p+ 1 | (1 + p + ¢)*. Ak obe p, ¢ st nepdrne, potom
p+ 1 je parne a delf neparne (1+ p + ¢)*, ¢o ale nie je mozné. Preto p = 2 (2 musi byt delitelom n a p je najmensi
prvociselny delitel). Teraz tpravou (1 + p + ¢)* = (3 + ¢)* cez binomicky rozvoj a vynechanim vyrazov delitelnych
3 dostavame 3 | ¢, teda 3 | ¢. Moznost q = p? zjavne nie je splnitelna. Z toho mame, ze q je prvoéislo a teda ¢ = 3.
Nakoniec n -3 = 2 - 64, takze n = 2° - 3% = 864.

Uloha 38. V tabulke 3 x 3 sedf mys v lavom dolnom policku. Jej ilohou je dostat sa ku kusu syra v pravom hornom
policku, pri¢om sa méze premiestiiovat len na vedlajsie policko toho, na ktorom prave stoji. Kolkymi sposobmi moZzeme
vyplnit niektoré (pripadne Ziadne) z neobsadenych policok prekdzkami tak, aby sa mys stéle vedela dostat k syru?

-+ 5 m £

SHEVEROES
o] [®

Vysledok. 51

Riesenie. Najprv uvazujme pripad, ked na stredné policko tabulky umiestnime prekdzku. V tomto pripade sa my$
dostane k syru, len ked’ péjde okolo, teda pozdfi kraja tabulky. Takze d'alsie prekdzky mozeme umiestnit len k jednému
z tychto krajov (ciest). Kazd4 cesta sa sklada z troch policok, takze mame 23 = 8 moznosti, ako vyplnit jedno z nich
a 8 +8 — 1 = 15 moZnosti, ako nechat aspoi jednu cestu priechodni (—1 je tam preto, aby sme moznost s oboma
volnymi cestami nezapo¢itali dvakrat).

Ak by bolo prostredné policko volné, cesta k syru existuje prave vtedy, ked aspoi jedno z policok susednych k syru
a zaroven jedno susedné k mysi je volné. Z toho dostdvame tri moznosti pre volné policko pri mysi a tri moznosti pre
volné policko pri syre. Zaroven mame dve moznosti pre kazdy z neuvazovanych rohov tabulky. TakZe pocet moznych
umiestneni prekazok v tomto pripade je 3-3-2-2 = 36.

Spolu dostdvame 15 + 36 = 51 moznosti.

Uloha 39. Zo vietkych dvojic redlnych ¢isel (z,y), ktoré vyhovuji rovnici
22y? 4 62%y + 1022 4 3% + 6y = 42,

je (zo,yo0) to s minimdlnou hodnotou xy. Néjdite yo.
Vysledok. —3

Riesenie. Najprv si véimneme, Ze ak pripoéitame 10 k obom strandm rovnice, dvojélen z? + 1 mézeme na lavej strane
vybrat pred zatvorku
(% + 1)(y* + 6y + 10) = 52.

Vyraz na lavej strane mézeme vnimat ako vysledok sti¢inu dvoch kvadratickych funkeif f(z) = 22+1 a g(y) = y?>+6y+10.
RieSeniami nasej rovnice s teda vietky dvojice (z,y) pre ktoré plati f(z)g(y) = 52. Kedze f(z) = f(—z), hladané
najmensie xy bude nekladné. Pre nekladné ¢isla = plati, ze ¢im mensie = zoberieme, tym vicsia bude hodnota f(z), a
teda tym mensia musi byt hodnota g(y). Najmensie mozné x teda zodpovedd najmensej moznej hodnote g(y). Takze
stacf zistit, kde g(y) = (y + 3)% + 1 m4 svoje minimum a z toho vieme, ze odpovedou je yo = —3.
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Uloha 40. Trojuholnik ABC' je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C. Body D a E lezia na hrane AB, pricom D
lez{ medzi bodmi A a F tak, ze tsecky CD a C'E delia uhol ACB na tri rovnaké casti. Ak |DE|: |BE| = 8 : 15, zistite
pomer |AC|:|BC|.

Visledok. Y2

Riegenie. Nech P je bod leziaci na BC tak, ze DP || AC. KedZe trojuholniky ABC a DBP st podobné, tak
|AC| : |BC| = |DP|: |BP|.

B e

Usecka CE je os uhla v trojuholniku BCD. Veta o osi uhla (pomer dizok dvoch stran trojuholnika je rovnaky
ako pomer dizok usekov, ktoré vytne os uhla, ktory zvierajd, na tretej strane trojuholnika) ndm teda hovori, zZe
|CD|: |CB| = |ED|: |EB| =8:15. Taktiez, |DP| = |CD|-sin60° a |BP| = |CB| — |CP| = |CB| — |CD| - cos 60°,
takze

pP|  LCD| 43

|BP|  &|CD|-i|cD| 11

Uloha 41. Misko sa hré nasledovnd hru. Jeho tlohou je najst celé ¢islo medzi 1 a N (vratane nich). V kazdom tahu
vyberie celé ¢islo z tohto intervalu, ak je to spravne &islo, hra skonéila, inak sa dozvie, ¢i je jeho ¢islo prilis malé alebo
prilis velké. Avsak, ak je Migkovo ¢&islo prilis velké, musi zaplatit 1€, ak je prilis malé, musi zaplatif 2€ (neplati, ak
uhadol). Aké je najvicsie celé ¢islo N také, ze Misko vie vzdy skonéit hru, pricom minie najviac 10€?

Vysledok. 232

Riesenie. Oznatme Ny maximdlne N také, ze s k eurami vie Misko najst celé ¢islo z intervalu 1, ..., N (alebo tiez
Tubovolnii mnoZinu za sebou iddcich N celych éisel). Nagim cielom je vypoéitat Nig. Ocividne Ng = 1 a N; = 2.
Ukazeme, Ze &isla splilaji rekurentny vztah

Nii2 = Ngy1 + N+ L.

Naozaj, ak md Misko k + 2 eur a vyberie ¢islo Ny41 + 1, tak bud je to sprévne &islo, alebo je to prilis velké ¢islo (v
tejto situdcii mu zostdva k + 1 penazi a Ngy1 za sebou iducich celych &isel) alebo prilis malé (Misko pokracuje s k
peniazmi a N moznost{). Z tohto ndm vyplyva, ze Ngyo > Niy1 + N + 1. AvSak, ak by sme mali na vyber viac ako
Niy1+ Ni + 1 &fsel a ak by sme vybrali éfslo viiésie ako N1 + 1, mohli by sme sa dostat k viac ako Ny 1 moznostiam
ale len s k + 1 peniazmi (Misko vybral prilis velké ¢islo) a podobne, vyberom ¢&isla mensieho ako Niy1 + 2 sa moézme
dostat k Ny moZnostiam s prave k peniazmi (Misko vybral prili§ malé &slo). Tym sme dokdzali spomenuty rekurentny
vztah.

Cislo N1 = 232, mohli sme ho vypocitat priamo z rekurentného vzfahu.

Uloha 42. Kladné celé éisla a, b, c spiﬁajﬁ a>b>ca
a+ b+ c+ 2ab+ 2bc + 2ca + 4abc = 2017.

N4jdite vSetky mozné hodnoty ¢isla a.
Vysledok. 134

Riesenie. Vsimnime si, ze ked vyndsobime lavii stranu &islom 2 a pripoéitame 1, dostaneme
1+ 2a + 2b+ 2¢ + 4ab + 4bc + 4ca + 8abe = (2a + 1)(2b + 1)(2¢ + 1).

Ked rovnaku operaciu spravime s pravou stranou, dostavame 2 - 2017 4 1 = 4035. Prvoéiselny rozklad &isla 4035 je
3-5-269, a nakolko a > b > ¢ > 1, musia platif tieto rovnosti 2a + 1 = 269, 2b+1 =5, a 2c + 1 = 3. Teda, vysledok je
a=134.
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Uloha 43. Vesmirna lod m4 tvar presnej gule s polomerom R, pricom je podopreta troma rovnobeznymi zvislymi
piliermi s dlzkou 1vm (vesmirny meter) a zanedbatelnou hribkou. Spodné konce tychto pilierov sa nachadzaji vo

vrcholoch rovnostranného trojuholnika s dizkou strany 9 vim. Ked' je vesmirna lod’ polozend na rovnom povrchu, najnizsi
bod gule sa dotyka povrchu. Ako dlhy je polomer R (v jednotkdch vin)?

Vysledok. 14

Riesenie. Oznaéme miesta dotyku pilierov so zemou ako A, B, C' a najvyssie body pilierov ako A’, B’, C’ (v tomto
porad{). Nech O je stredom trojuholnika ABC (bod dotyku gule so zemou), S je stredom vesmirnej lode (gule) a

D = AO N BC. Dostédvame |AO| = |AB| - ? =3v3vm, |AA'| = 1vm a |SO| = |SA’| = R. Z Pytagorovej vety vieme
(|SO| — |AA|")? +|AO)* = |SA')?> alebo (R—1)*+27=R?,

7 ¢oho dostavame R = 14 vm. g

14

Uloha 44. Styria bratia Andrej, Braiio, Cecil a Denis v lese nazbierali velkd kopu orechov. Uprostred noci sa Andrej
zobudil s obrovskou chutou jest, takZe sa rozhodol zjest nejaké z orechov, ¢o nazbierali. Ked ich spoéital, zistil, Ze keby
odobral jeden orech, zvySok by sa dal rozdelit na $tyri rovnaké ¢asti. Zahodil pre¢ teda jeden orech a zjedol jednu
stvrtinu z toho, éo zostalo. Potom siel znova spat. Neskor v noci sa kvoli hladu zobudil aj Brato a znovu zistil, ze ked
zahod{ jeden orech, zvySok sa bude dat rozdelif na §tvrtiny. TakZe ho zahodil a zjedol §tvrtinu zvysku. Do réna sa
presne to isté stalo aj Cecilovi a Denisovi. Ked sa vietci rdno zisli, zistili, Ze pocet orechov bol stale delitelny styrmi po
odstraneni jedného orechu. Kolko najmenej orechov mohli mat na zaciatku?

Vysledok. 1021

Riesenie. Pridajme tri ,falofné“ orechy na zaéiatok noci. Potom pocet vietkych orechov bude delitelny styrmi. Po
Andrejovej neskorej veceri bude pocet zostavajucich orechov stéle ndsobok Styroch a stale tam budd nase tri falosné
orechy. Opakovanim tohto argumentu zistime Ze pocet orechov, aj s falosnymi, bude 4°k pre nejaké prirodzené k, takze
skutoény poécet orechov bude 4°k — 3. Dosadenim k = 1 dostdvame hladané minimum 4% — 3 = 1021.

Uloha 45. Cislo nazyvame praktické, ak nemd iné prvoéiselné delitele ako 2, 3 a 7. Kolko praktickych é&isel je medzi
¢islami 1000, 1001, ..., 20007

Vysledok. 19

RieSenie. Zacneme s pozorovanim: Pre redlne ¢islo z > 1/2 existuje prave jedna (celo¢iselnd) mocnina dvoch, na
polootvorenom intervale (z, 2z).

Dalej nazveme ¢islo velmi praktické, ak vietky jeho prvociselné delitele st 2 alebo 3. Pocet velmi praktickych éisel
v intervale (z,2x) zistime nasledovne: Vieme, Ze sa tam nachddza prave jedna mocnina dvoch. Dalej vieme, Ze na
intervale (x,2x) sa nachadza najviac jedno velmi praktické ¢fslo (nazvime ho c;) delitelné tromi, ale nie delitelné 32.
Cislo ¢1/3 je zas jedinou mocninou dvojky na intervale (2/3,22/3) pricom x > 1/6. Takymto spoésobom vieme najst
velmi praktické ¢&islo cp delitelné 32 ale nie 3% a tak dalej, az kym (x/3%,22/3*) "N = () t. j., z < 37%/2. Z toho
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usudzujeme, ze pocet velmi praktickych ¢isel na intervale (x,2x) je 1 + najvicsie k také, ze 38 < 22; oznacime ho ako
53 (LL')

Na ziskanie po¢tu praktickych éisel na intervale (z,2r) pouzijeme podobnii techniku: Hladané éfslo je suma
véetkych velmi praktickych &fsel na intervaloch (z,2x), (x/7,2z/7), (x/7%,2x/7?), atd. Ale pocet vieme vypocitat ako
O3(z) + l3(x/7) + €3(x/7%) + ..., pricom f(z) definujeme podobne ako f3(z).

Nakoniec 2000 nie je praktické &fslo, a teda nasou tlohou je vypocitat

03(1000) + £5(1000/7) + £5(1000/49) + £5(1000/343) =7 + 6 + 4 + 2 = 19,
¢o je nas hladany pocet.

Uloha 46. Cisar Decimus zakézal pouzivanie cifry 0 (zavedenej jeho predchodcom Nullusom) a nariadil, aby sa
namiesto nej pouzivala cifra D, reprezentujica mnozstvo 10, a tak zaviedol Decimovu notdciu. Kazdé prirodzené ¢islo
m3 stale jednoznaény zapis, napr.

3DD6 = 3-1000 +10-100+10-10+6 - 1 = 4106.

Aby sa zjednodusil prechod na novy systém, napisal sa zoznam vsetkych é&sel od 1 do DDD (vrdtane). Kolko vyskytov
novej cifry D je v zozname? Viacndsobné vyskyty v jednom é&isle sa poéitaji podla ndsobnosti, napr. DD je rdtané ako
dve D-cka.

Vysledok. 321

Riesenie. Vsimnime si, Ze vietky k-ciferné &fsla (v Decimovej notdcii) st reprezentované prave refazcami

1...1,...,D..D.
— ——

k k

Preto na to, aby sme spoéitali celkovy pocet vyskytov &slice D v k-cifernych é&islach, mézeme datf dokopy éisla majice D
na prvej pozicii, druhej, atd’. az k-tej pozicii. Existuje prave 10¥~! takych ¢isel pre kazdi poziciu, lebo musime vyplnit
zvysnych k — 1 pozicii symbolmi 1,...,9,D. KedZe pre kazdé ¢islo rdtame vietky vyskyty D, moZeme rozdelit tie éisla
s viacerymi vyskytami do vSetkych zodpovedajiicich skupin a vysledok zostane spravny, takze je presne k - 10~ é&islic
D medzi k-cifernymi ¢islami.

Z toho dostdvame to, ze medzi ¢&islami 1,...,DDD, sa cifra D objavi 1-10° +2- 10! + 3 - 102 = 321 kr4t.

Uloha 47. Stvorec ABCD ma vpisanu kruznicu w, ktord sa dotyka stvorca v bodoch W, X | Y, Z, ktoré lezia
postupne na strandch AB, BC, CD, DA. Nech E je vmitorny bod (kratsieho) obliiku kruznice w medzi bodmi W a X
a nech F je priesetnik priamok BC a EY. Ak vieme, ze |EF| =5 a |EY| =7, vypocitajte obsah trojuholnika F'YC.
Vysledok. 21

Riesenie. Z vlastnosti usekového uhla vieme, ze |[<EXF| = |<EY X|. Z toho vyplyva, ze trojuholniky FEX a FXY
st podobné (majt tiez spoloény uhol pri F), a preto |EF|: |[XF| = |XF|:|YF|alebo |[XF|*> = |EF|-[YF|=5-12 =60
(fakt tiez zndmy ako mocnost bodu ku kruznici).

A Z D
w
W e » Y
E
F/ &
B X c

Nech t = |AB| je polovica strany stvorca. Potom z Pytagorovej vety dostdvame, Ze
[YFP? =t* 4+ (t + |XF|)? = 26> + 2t - | X F| + |XF|* = 2t(t + | X F|) + | X F|?,
teda hladany obsah trojuholnika vieme vypoéitat ako

5 |YCO |CF| =5 -t (t+|XF|) = ;(IYF|* - |XF|*) = 21.
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Uloha 48. V algebrograme
WE - LIKE = NABOJ

rozne pismena zastupujt rozne &islice. Okrem toho vieme, ze S(WE) = 11, S(LIKE) = 23 a S(NABOJ) = 19, kde
S(n) oznacuje ciferny sticet ¢isla n. Ziadne z tychto &sel nemoze zacinat nulou. Néjdite 5-ciferné éislo NABOJ.
Vysledok. 60724

Riesenie. Ked7e sa v algebrograme vyskytuje 10 roznych pismen, tak zastupuji vetky rozne cifry 0, 1, ..., 9 . Sicet
vsetkych cifier je 45. S¢itanim troch cifernych suc¢tov dostaneme 11 4+ 23 + 19 = 53, ¢o sa rovna 45 + E. Z toho vyplyva,
7e E = 8. Posledn4 cifra lavej strany musi byt 4, preto J = 4. VyuZitim S(WE) = 11 dostaneme tiez W = 3.
Dalej si viimneme, ze
100000

LIKFE < < 2636.

Preto moze platit len L = 1 alebo L = 2. V pripade L = 2 ciferny stcet LIKE vedie k I + K = 13, ¢o znamen4,
ze (I, K) alebo (K, I), musi byt jedna z dvojic (4,9), (5,8) alebo (6,7). Ale ani jedna z nich nie je mozn4, lebo 4 a
8 sii uz pouzité a v pripade (6,7) by €initel LIKE prekrocil hornt hranicu vyssie. Z tohto vieme usudit, ze L = 1.
Potom z ciferného sic¢tu LIKE vyplyva I + K = 14, ¢o obmedzuje moznosti na dvojicu (I, K) alebo (K, I) na dvojicu
(5,9). Lahkym vypoctom zistime, Ze iba (I, K) = (5,9) je rieSenim. Z 38 - 1598 = 60724 dostdvame hladané &islo
NABOJ = 60 724.

Uloha 49. Najdite vSetky prirodzené éisla n s vlastnostou, ze sicet vietkych netrividlnych delitelov &isla n je 63.
Poznédmka: Netrividlny delitel’ d &isla n spfﬁa 1<d<n.

Vysledok. 56, 76, 122

Riesenie. Oznaéme s(n) sticet vietkych netrividlnych delitelov n. Je l'ahké zistit, Ze neexistuje riesenie tilohy, ak n m4
troch alebo viacerych prvoéiselnych delitelov: s(2-3-5) =41, s(2-3-7) = 53 a vyssie hodnoty n ddvaji s(n) viicsie
ako 63. Navyse, keby n bolo mocninou prvoéisla p, s(n) by bolo delitelné p, takze p = 3 alebo p = 7. Avsak mdzeme
jednoducho vyskusat, Ze Ziadna mocnina 3 ani 7 nespiﬁa danu podmienku.

Preto n m4 prave dvoch roznych prvoéiselnych delitelov p, ¢ a vyhovujice riesenie mézeme vyjadrit ako n = p® - ¢¥.
Ak a= 3 =2, tak p =2, ¢ = 3 ddva s(n) = 54 a vietky ostatné kombindcie prvoéiselnych delitelov, pripadne vicsie
exponenty sposobia, Ze s(n) > 63. Preto aspoii jeden z exponentov musi byt mensi ako 2; §pecialne n nie je druhd
mocnina a musi mat parny pocet (netrividlnych) delitelov. Keby n bolo nepdrne, tak by s(n) bolo parne, ¢o ale nie je,
preto zistujeme, Ze (Bez ujmy na vieobecnosti) ¢ = 2.

Z rovnakého dovodu, pocet neparnych netrividlnych delitelov, (ktoré st prave p, p?, ..., p®) je neparny, teda « je
neparne. Avsak aj pre p=3, « =3, 8 =1 s(n) presiahne 63, a preto nutne o = 1. Mdzeme ustdit, Ze

(0%

s(n) =242+ +28 yp+2p+--- 42 =2 —1)(p+2).

Zo vietkych delitelov &isla 63, iba 1, 3 a 7 st v tvare 2% — 1. To ndm dava 61, 19 a 7 ako zodpovedajice hodnoty p a
mozné hodnoty n st 2 - 61 = 122, 22-19 =76 a 23 - 7 = 56.

Uloha 50. Jozo mé Stylové auto so Stvorcovymi zadnymi kolesami (predné koless si Standardné okriihle). Také auto
by sa normalne Soférovalo velmi neprijemne, ale JoZo nainstaloval velmi dobré tlmice pre zadné kolesa tak, aby auto
ostalo v pevnej pozicii rovnobeznej s povrchom pocas jazdy na rovnej ceste. Dizka strany zadného kolesa je 40 cm a
jeho ndprava je v pevnej pozicii vzhladom na auto v horizontdlnom smere (teda vzhladom na auto sa hybe len dohora a
dodola). Aky je polomer predného kolesa (v cm), ak vieme, Ze ked’ sa auto hybe konstantnou rychlostou dopredu, tak je
naprava zadného kolesa presne polovicu ¢asu vyssie a polovicu ¢asu nizsie nad povrchom ako néprava predného kolesa?

/

Vysledok. 107
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Riesenie. Uvazujme trajektoériu stredu Stvorca pocas toho, ako sa auto hybe dopredu. Pozostava so stvrfkruznic so
stredmi vo vrcholoch Stvorca.

Ak auto zachovéva konstantnt rychlost, tak sa mézeme na tento oblik pozerat ako na graf vysky zadnej ndpravy ako
funkcie od éasu. Preto hladany polomer predného kolesa je vyska v presne jednej tvrtine horizontdlnej vzdialenosti.
Nech 7 je polomer obliku; potom sa této jedna stvrtina rovnd v/2r/4. Pouzitim Pytagorovej vety dostaneme, ze vyska

v tom momente je
/ 2
2 V2 _ 7
re — (TT> = \/;’I".

K vysledku sa dopracujeme dosadenim 7 = 20/2.

Uloha 51. Mesto Budicnosti mé tvar pravidelného 2017-uholnika. Vo vrcholoch mesta je 2017 stanic metra,
oc¢islovanych 1, 2, ..., 2017 proti smeru hodinovych ruciciek. V meste premavaji dve linky metra: stranovd a uhlopriecna.
Stranova linka zabezpe¢uje priame spojenie zo stanice a do b (ale nie v opa¢nom smere) prave vtedy, ked a — b+ 1 je
deliteIné &fslom 2017, a jedna takd jazda trvd 1 mindtu. Uhloprieéna linka preméva zo stanice a do b prave vtedy, ked
2b — 2a + 1 je delitelné &slom 2017, a jedna jazda trvd 15 mintt. Mr. Miro je vasnivy cestovatel metrom a zaéinajtc zo
stanice 1, chce ndjst cestu do stanice n s nasledujticou vlastnostou: Najkratsi mozny ¢éas potrebny na to, aby sme sa
dostali metrom do tejto stanice, je najvaési medzi vsetkymi stanicami. Najdite vetky hodnoty n moznych cielovych
stanic pre Mr. Mira.

Vijsledok. 1984, 1985

Riegenie. Najprv si uvedomime, Ze stranovou linkou sa dostaneme zo stanice a o jednu stanicu d'alej (proti smeru
hodinovych ruéiciek), a uhloprieénou sa dostaneme o 1008 stanic d’alej. Preto nezélezi na tom, v akom porad{ pouZivame
stranové a uhlopriecne linky.

Vsimnime si, ze ak n > 1009, tak pouzitim uhloprie¢nej linky raz a pouzitim stranovej linky (n — 1009)-krdt sa Mr.
Miro dostane do stanice n za 15+ (n — 1009) mimit. Ak by cestoval iba uhloprie¢nou linkou, tak sa dostane do stanice n
za 2+ (2018 — n) - 15 minit. Je nemozné, aby existovala (Casovo) kratsia cesta do stanice n: ak by obsahovala aspon dve
uhloprieéne spojenia a jedno stranové, tak sa d4 nahradif ¢asovo kratsou cestou tak, Ze z nej tieto spojenia odstranime.

TakZe chceme néjst n > 1009, pre ktoré je M(n) = min{n — 994,30 - 2018 — 30n} najviicsie mozné. Vieme, Ze

30-20184+994  31-2018 — 1024 1 1
31 = 31 —2018—33—3—1—1985—5.

Preto pre 1009 < n < 1984: M(n) = n — 994 < 1984 — 994 = 990 a pre n > 1985: M(n) = 30 - (2018 — n) <
30 - (2018 — 1985) = 990, teda hladané najvicsie minimum je rovné 990 a dosahuje sa pre n = 1984 a n = 1985.

Ostava overit, Ze pre n < 1009 je mozné dostat sa do stanice n za menej ako 990 mintt: pre n < 990 Mr. Miro moze
cestoval n — 1 mimit ak pouzije iba stranové linky a pre n > 991 moze cestovat 15 - (2- (1009 — n) + 1) < 15 - 37 = 555
minut iba uhloprie¢nymi.

n—994 < 30-2018 —30n <= n <

Uloha 52. Nech f(n) je pocet prirodzenych ¢isel, ktoré maji presne n cifier a ktorych cifry maju sicet 5. Urcte,
kolko z 2017 prirodzenych &fsel f(1), f(2), ..., f(2017) mé cifru na mieste jednotiek rovnt 1.

Vysledok. 202

Riesenie. Kazdé n-ciferné éfslo s cifernym siétom 5 modzeme reprezentovat ako 5 jednotiek priradenych niektorym
n miestam tohto éfsla. Kazdému miestu moze byt priradenych aj viac jednotiek a prvému miestu (zlava) musi byt
priradend aspoii jedna. Preto je poéet n-cifernych &fsel s cifernym sti¢tom 5 rovny poctu sposobov, ako rozmiestnit 4
jednotky do n miest. Inymi slovami pocitame pocet kombinacii 4-tej triedy z n prvkov s opakovanim, teda

fn) =

n+4—-1\ (n+3)(n+2)(n+1)n
( 4 ) 24 '

Dalej uz budeme uvazovat f ako tento vyraz namiesto pévodnej kombinatorickej definicie.
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Pod'me spocitat pocet &fsel f(n), ktorych cifra na mieste jednotiek je 1. Ak n ddva zvySok po deleni piatimi 0, 2, 3
alebo 4, tak n, n + 3, n+ 2 alebo n + 1 je delitelné piatimi. Ked'Ze 24 a 5 s nesidelitelné, f(n) je tiez delitelné piatimi,
a preto je jeho poslednd cifra 0 alebo 5. Teda poslednd cifra f(n) moze byt 1, iba ak n ddva zvySok 1 po delen{ piatimi.

Vsimnime si este, ze f(n) a f(n + 40) maji rovnaki posledni cifru. Pretoze ak spocitame f(n +40) — f(n) a
pozrieme sa iba na ¢itatelov, mézeme pokracovat roznisobenim vyrazu

24f(n+40) = (40 + (n)) (40 + (n + 1)) (40 + (n + 2)) (40 + (n + 3)),

kde vnitorné zdtvorky nechdme nerozndsobené. Po odéitani ¢lena 24 f(n) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3), budd zvysné ¢leny
stc¢inom styroch ¢&isel, z ktorych aspon dve s 40 alebo presne tri su zatvorky obsahujice n. V prvom pripade je ¢len
delitelny 402, v druhom pripade aspoil dve zo zatvoriek st po sebe idiice ¢isla, a preto je ¢len delitelny 80. Takze po
vydeleni 24 = 8 - 3, bude rozdiel delitelny 10-timi, ako sme chceli. Z toho vyplyva, Ze ndm staci skontrolovat cifry éisla
f(n) na mieste jednotiek pre fubovolnii mnozinu 40-tich po sebe idticich celych &fsel n.

Lahko sa d4 overit, 7e

f(n) = f(=3—n). (*)

Ked zoberieme do tivahy vsetky fakty, potrebujeme spoécitat len f(1) =1, f(6) = 126, f(11) = 1001 a f(16) = 3876.
Z rovnosti (x) vyplyva, ze medzi zvy$nymi Styrmi ¢islami tvaru f(5k + 1), t. j. f(—=4), f(=9), f(—14) a f(-19),
maji dve posledni cifru 1 a dve 6. Preto 4 - 2000/40 = 200 z ¢isel f(1), ..., f(2000) m4 posledni cifru 1 a z ¢isel
f(2001), ..., f(2017), to plati pre f(2001) a f(2011). Spolu méame 202 takych ¢isel.

Uloha 53. Na obrézku st dva (nepriamo) podobné Sestuholniky, ktorych niektoré zo strdn maji dizku a, b, ¢, d a A,
B, C, D. Ak ich ddme dohromady tak, ako na obrazku, dostaneme novy Sestuholnik, ktory je s nimi tiez podobny
(priamo podobny tomu napravo). N4jdite pomer A : a.

C

Visledok. /145

Riesenie. Budeme tri podobné estuholniky nazyvat maly, stredny a velky. Oznaéme p hladany pomer. Z podobnosti
malého a stredného Sesfuholnika méme

p=A:a=B:b=C:c=D:d.

Navyse, zrejme plati D = B+a a C +b = A+ d. Pomer B : A v strednom gestuholnfku zodpoved4 pomeru C : ¢
vo velkom. Preto mdme B : A = p, dosledkom ¢oho je B = p?a. Analogickymi pozorovaniami v stredom a velkom
gestuholniku dostaneme b:a = C : B = D : C, a preto

dia=—---—=p°.

Dosadenim tychto vysledkov do rovnice D = B + a dostavame pd = p?a + a = a(p? + 1), a teda p* = p? + 1. Jediné
nezaporné riesenie rovnice p* — p?> — 1 = 0 ako kvadratickej rovnice s nezndmou p? je p? = 1+T\/g Ako dosledok mame,
ze
1+ 6
5

teda druhd odmocnina zo zlatého rezu je hladany vysledok.

Uloha 54. N4jdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel (a,b), pre ktoré si vietky korene oboch rovnic

22 —ar+a+b—3=0,
2> —br+a+b—3=0

tiez prirodzené cisla.

Visledok.  (2,2), (6,6), (7,8), (8,7)
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Riegenie. Nech k, [ st korene prvej rovnice a m, n korene druhej. Je Tahké vidiet, Ze ak mame riesenie (k,1,m,n),
moézeme vymenit k a [ alebo m a n, alebo obe a dostaneme d’alsie riesenie — preto budeme uvadzat len jedno z tychto
rieseni. Z Vietovych vztahov vieme, Ze

k+l=a, m+4+n=>b kl=mn=a+b—3.
Spojenim tychto rovnosti dostavame
kl4+mn =2a+2b—6 =2k + 2l + 2m + 2n — 6,

¢o mozeme upravit do tvaru
k=2)1-2)+(m—2)(n—2)=2.
Ak s1 oba séitance (kK —2)(1 — 2) a (m — 2)(n — 2) kladné, t. j. rovné 1, dostdvame riesenia (k,l,m,n) = (3,3,3,3) a
(k,l,m,n) =(1,1,1,1). Ak je jeden zo s¢itancov nula, tak mame riesenia (k,l,m,n) = (2,6,3,4) a (3,4,2,6).
Ostal nam pripad, ked jeden zo séitancov je zdporny; aby sa to stalo, musi byt jedno z é&isel k, I, m, n rovné 1. Bez
ujmy na vseobecnosti nech k = 1, potom ! = mn a méZeme upravit rovnicu na

2=—(1-2)4+(m—-2)(n—2)=—mn+2+mn—2m—2n+4=—2m — 2n + 6,

teda m +n = 2, z oho mdme m =n =1 a l = mn = 1. Z toho moézeme ustdit, Ze neexistuje rieSenie so zdpornym
s¢itancom.

Preto mozné hodnoty (a,b) = (k + I,m + n) su (6,6), (8,7), (7,8), (2,2). Mozeme jednoducho overit, Ze tieto
hodnoty (a, b) naozaj spliiaji podmienky zo zadania.

Uloha 55. Trojuholnik ABC s |AB| = 3, |[BC| = 7, a |AC| = 5 je vpisany do kruzmice w. Os uhla BAC pretina
stranu BC' v bode D a kruznicu w po druhykrat v bode E. Nech v je kruznica s priemerom DE. KruZnice w a 7 sa
pretinaji v bodoch E a F. Urcte dlzku tsecky AF.

Vysledok. %

Riesenie. Je znamy fakt, ze os usecky BC' prechadza bodom E. Nech tato os pretina kruznicu w po druhykrat v bode
G (takze EG je priemer w) a nech M je stred BC.

VyuZitim Télesovej vety v kruzniciach w a v zistujeme, ze |<GFE| = |[<DFE| = 90°, z ¢oho vyplyva, Ze body G, D,
F lezia na jednej priamke. Navyse, |<GMD| = 90° a |[<GAD| = |[<GAE| = 90° (opif Téalesova veta), o dokazuje, Ze
body D, M, G, A lezia na jednej kruznici; ozna¢me tuto kruznicu §. Teraz pouzitim obvodovych uhlov (v kruzniciach
napisanych nad znamienkom rovnosti) dostavame

|<AFD| = |<AFG| £ |<AEG| = |<AEM|
a tiez
|<FAD| = |<FAE| £ |<FGE| = |<DGM| < |[<DAM| = |<EAM|.
Z toho vyplyva, ze trojuholniky AF'D a AEM st podobné. Podobne odvodime, ze
|<ACD| = |<ACB| £ |<AEB],

¢o spolu s |[<DAC| = |[<EAB]| (AE je os uhla), dokazuje podobnost trojuholnikov CAD a EAB. Preto

AC
[AB|- 55 |AB|-|AC]

|AM|  |AM]|

‘111|
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Dizka AM sa d& vypoéitat zo vzorca na dlzku faznice ako

|AM| = %\/Z(AB2 + AC?)— BC? = %\/E

z ¢oho plynie
3-5 30
AF| = —— = —.
1471 V19 V19

Uloha 56. Uréte pocet usporiadanych trojic (z,y, z), kde x, y, z si nezdporné celé ¢isla mensie ako 2017 také, ze
vyraz
(x +y+2)* — T04zyz

je delitelny éfslom 2017.
Viysledok. 20172 +1 = 4068290

Riesenie. Podmienka 2017 | (z +y + 2)? — 7T04xyz moze byt prepisand ako (z +y + 2)? = 704zyz (mod 2017). Vsetky
nasledujtice kongruencie budeme uvazovat modulo 2017. Ked'ze 2017 je prvoéislo, tak pre kazdé prirodzené éislo
a < 2017 existuje prave jedno prirodzené ¢islo mensie ako 2017, ktoré budeme oznacoval o, splnajice a-a=! =
Najprv uvazujme trojice (x,y, z) kde vSetky tri ¢isla x, y, a z st nenulové. Nech y = kz a z = [z (také k a l vzdy
existuji: k = y-271, I = 2z - 271). Dosadenim do podmienky zo zadania dostavame (z + kx + lz)? = 704klz3 a po
vyndsobeni (x71)? dostdvame, Ze (1+ k +1)? = 704klx. Nakoniec vyndsobfme kongruenciu (704kl)~!, z ¢oho dostaneme

x = (T04k1) (1 + k +1)2

Z toho vyplyva, ze pre kazdé k, [ € {1,2,...,2016} existuje prave jedno x Spiﬁajﬁce podmienku zo zadania (vsetky
tpravy mozeme obratit). Také k a | mozeme zvolif 20162 sposobmi. Avsak, x mus{ byt nenulové — to bude prave
vtedy, ked k + 1 £ 2016. Existuje 2015 takych dvojic (k,1), jedna pre kazdé nenulové k okrem 2016. Preto existuje
20162 — 2015 hladanych trojic (x,v, 2) za podmienky z,y, z # 0.

Ak =0 ay a z st nenulové, tak mame (y + 2)? = 0, ¢o plati prave vtedy, ked y = —z; existuje 2016 takych trojic
(0,y, z). Tak isto dostdvame 2016 trojic pre y = 0 a 2 = 0. Ak si dve z &isel z, y, 2z rovné nule, tak tretie musi byt tiez
nulové, takze mame este jednu trojicu (x,y, z) = (0,0,0).

Celkovy pocet trojic (x,y, z) je preto

20162 — 2015+ 3-2016 + 1 = 20162 +2-2016 + 1 + 1 = 20172 + 1.

Uloha 57. Slavo a Pedro hraja hru so spravodlivou kockou, ktora ma dve ¢ervené steny, dve zelené a dve modré.
Striedavo hadzu kockou, az dokym jeden z nich neuvidi pri svojich hodoch v8etky tri farby na vrchu kocky. Ten hrac,
ktorému sa to podari, sa stéva vitazom. S akou pravdepodobnostou Slavo vyhra, za predpokladu, Ze on je prvy, ktory
hédze kockou?

Visledok. 81/140

Riegenie. Oznatme Pj(z,y) pravdepodobnost, Ze hra¢, ktory prave ide hodit kockou, vyhrd za predpokladu, Ze uz
doteraz videl x farieb a druhy hrd¢ videl y farieb. Nech Py (z,y) je td istd pravdepodobnost, ale pre hréca, ktory prdve
nehddze (takze Py (z,y) + Ps(z,y) = 1). Nasim cielom je urcit P;(1,1), t. j. pravdepodobnost, Ze za¢inajici hra¢ vyhrd
po tom, ako obaja hraci raz hodili kockou.
Kedze P5(2,2) = 2P1(2,2), tak z toho vyplyva, ze P1(2,2) = 2, P5(2,2) = 2. Navyse, zo vzfahov
P2(27 1) = %Pl(laQ)v
P1(172) = %PQ(Qa 1) + %P2(272)

dostdvame Py(1,2) = 22, P5(1,2) = 2, Py(2,1) = 2L a Py(2,1) = &. Na zdver mame
Pl(]-a 1) = %PQ(L 1) + %PQ(LQ),

z ¢oho dostdvame P;(1,1) = %.
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Uloha 58. Pre dant rovnicu

k(k+1)(k+3)(k+6)=n(n+1)
ndjdite najviicsie celé ¢islo n, pre ktoré existuje celoéiselné riesenie tejto rovnice (k,n).
Vysledok. 104
Riesenie. Najprv si vSimneme, Ze ak mame rieSenie (k,n), tak jediné rézne rieSenie pre tu istd hodnotu k je (k, —1 —n).
7 dvoch celych é&isel n, —1 — n je jedno vidy nezdporné a druhé zédporné. Kedze nds zaujima najvicsia moznd hodnota
n, mézeme predpokladatf n > 0. Pre kladné n je n(n + 1) rastiice ako funkcia od n, takZe na to, aby bolo n ¢o najvicsie,
musime maximalizovat l'avii stranu rovnosti.

Oznaéme P(k) polyném na Tavej strane k(k + 1)(k + 3)(k + 6) = k* + 10k® + 27k% + 18k. Vyuzijeme fakt, ze medzi
dvoma po sebe idicimi ¢islami tvaru z pravej strany rovnosti (t.j. n(n+ 1) a (n 4+ 1)(n + 2)) sa nenachiadza ziadne
d'alsie ¢fslo tohto tvaru. Skisme aproximovat P(k) polynémom (k? + ak + b)(k* + ak + (b + 1)) s premennou k a
celoéiselnymi koeficientami a a b. Porovnanim koeficientov pri k3, dostdvame a = 5. Rozndsobenim dostavame

(K2 4 ak +b) (K> + ak + (b+1)) = (K* + 5k + b)(k*> + 5k + (b+ 1))
= k' + 10k 4 (26 + 2b)k? + (10b + 5)k + (b* + D).

Teraz neexistuje celé ¢islo b Spiﬁajﬁce 26 + 2b = 27. Preto dosadenim b = 0, resp. b = 1, dostaneme pre dostatoc¢ne
velki absolitnu hodnotu k nerovnosti

1 (2)
k* 4+ 10k% + 26k% + 5k < k* + 10k + 27k% + 18k < k* 4+ 10k® + 28k% + 15k + 2.

Pre k splitajtice toto je teda P(k) medzi dvoma po sebe idicimi éfslami tvaru n(n + 1). Preto musime zistit, pre aké
hodnoty k st tieto nerovnosti platné. Nerovnost (1) sa zjednodusf na 0 < k2 + 13k = k(k + 13), teda k > 0 alebo
k < —13. Podobne, (2) ddva 0 < k% — 3k +2 = (k — 1)(k — 2), takze k > 2 alebo k < 1. Preto pre k < —13 alebo k > 2
st obe nerovnosti splnené a P(k) je medzi dvoma po sebe idiicimi &slami tvaru n(n + 1). Preto musime analyzovat len
moznosti s —13 < k < 2.

Nahradenim nerovnosti (1), (2) rovnostami, dostaneme vyhovujtce hodnoty k, lebo potom sa P(k) rovna ¢islu
tvaru n(n + 1); a teda existuje rieSenie (k,n) pre k = —13, 0, 1, 2. Ked'ze P(k) je rasttice pre k > 0 a my hladdme
maximdlnu mozni hodnotu P(k), hodnoty P(0) a P(1) nie si podstatné. Podobne, kedze P(k) je zjavne klesajiice pre
k < —6, tak ndm ostdva vyskisat k = —5, —4, =3, —2, —1. Aviak P(k) <Opre -6 <k < -3 a —1 <k <0, teda iba
P(-2) je zaujimavé. Je Tahko vidiet, ze spomedzi hodnot P(—13), P(—2), P(2), je prva najvicsia. Pre k = —13 sa
nerovnost (1) stane rovnostou, a preto n = k? + 5k = 104 je hladané é&islo.

Uloha 59. Pizzéria Stvrt roznésa pizze v $pecidlnych patuholnikovych skatuliach, ktoré st vhodné aj pre stvrtinu
velkej pizze, aj pre tri §tvrtiny malej pizze (ako na obrdzku). Aky je polomer malej pizze (v cm), ak polomer velkej
pizze je 30 cm?

Visledok. 5(1 4+ /7 — \/2v/T7 — 4)

Riesenie. Nech ABDEF je pituholnik podobny so skatulou na pizzu s |[EF| =1 (ak zoberieme 30 cm ako jednotku,
tak dostaneme podmienky z tilohy). Vsimnime si, Ze |[AF| = |EF| (polomer velkej pizze) a |[<AFE| = |[<BAF| = 90°
(stredové uhly v stvrfkruhoch), takze existuje bod C taky, ze ACEF je §tvorec. Nech K, M st postupne stredy tse¢iek
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BC, BD anech T je bod dotyku velkej pizze a tsecky BD.

F 1 F F E
7 - q
2c+2y—1
D D
1 T
M 2—2x—2y
: = l—-xz—y
@
J ) y 1 /7]
A B A 1-2y B v K v (C

Nech z je hladany polomer malej pizze, t. j. |BD| = 2z, a nech y = |BK| = |KC|. Vdaka viacerym dotykom
dostdvame |[AM| =2z a |AB| = |BT|, |DE| = |DT)|, takze |DE| = |BD| — |AB| =22 +2y—1, |CD|=2—-22—2y a
|[KM|=|CD|/2 =1— z —y. Pouzitim Pytagorovej vety v trojuholnikoch BKM a AK M, dostavame

Y+(l-z—y?=2" a (1-y?+(1-z-y)°=42"

Teda,
1 — 322
y?+42® — (1 —y)? =22, takze y= Zx'

Dosadenim tohoto do jednej z rovnic vyssie a zjednoduseni mame
9z% — 623 — 2z +1 = 0.
Vsimnime si, ze
92t — 62° — 22 +1 = (322)* + (2 — 1)® — 2- 322 (z — 1) — Ta?
= (32% —x +1)* - 72?
=322+ (VT -1z + 1322 = (VT+ Dz +1),

takze dostavame rovnicu
(32 + (VT —Da+1)(322 — (VT + 1z +1) =0.

Teraz je Tahko vidiet, Ze lavé zdtvorka nem4 realne korene a pravé zatvorka m4 korene v tvare

é(1+\ﬁi\/2\ﬁ—4>.

Avsak viicsi z dvoch korenov je zrejme vAcs ako 1/2, ¢o je spor s nerovnostou

2|BD| = |BD|+ |AB| + |DE| < |BC| + |CD| + |AB| + |DE| = 2.

To znamens, ze x = (1 + /7 — v/2V/7 — 4) takze odpoved je

30x:5<1+\f7—\/2\f7—4>cm.
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