Zadanie 1. Na rysunku widnieje dziesieciokat, w ktérym kazde dwa sasiednie boki przecinaja sie pod katem prostym.
Dlugosci niektérych bokéw (na rysunku zaznaczonych jako przerywane) sa znane i podane (w centymetrach).
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Ile wynosi obwod dziesieciokata w centymetrach?
Wynik. 4444

Rozwigzanie. Podmieniajac ,wewnetrzne” rogi na ,zewnetrzne”, mozemy zamieni¢ dziesigciokat na prostokat o wy-

miarach 2018 i 70 + 134 = 204. Stad obwdd wynosi 2 - (2018 + 204) = 4444.

2018

Zadanie 2. W zegarze brakuje minutowej wskazowki. Ile minut mineto od ostatniej pelnej godziny, jezeli kat
pomiedzy wskazowka godzinowa a godzina dwunasta jest rowny 137°7

Wynik. 34

Rozwigzanie. W ciagu godziny wskazowka godzinowa obraca si¢ o 360° : 12 = 30°, co daje 1° w ciagu 2 minut. Zatem
wskazowka ta obrécila sie o 137° — 4 - 30° = 17° po czwartej godzinie, czyli minely 17 - 2 = 34 minuty.

Zadanie 3. Kamil, Lukasz, Mikolaj i Natalia pisali egzamin. Otrzymali$my informacje, ze wyniki przez nich uzyskane
to, w pewnej kolejnosci, 2, 12, 86 1 6. Ponadto:

o wynik Kamila byl pampam niz wynik Mikolaja,

o wynik Mikotaja byl pampam niz wynik Lukasza,

o wynik Natalii byl pampam niz wynik Lukasza,

o wynik Kamila byl pampam niz wynik Natalii,

gdzie stowo pampam znaczy ,mniejszy” lub ,wiekszy”, jednak nasz informator zapomnial powiedzieé¢, ktére z ttumaczen
jest prawdziwe (wiemy jednak, ze wszystkie cztery tlumacza sie tak samo). Oblicz, ile punktéw uzyskali tacznie Mikolaj
i Natalia.

Wynik. 18

Rozwigzanie. Yatwo zauwazyé, ze jesli pampam znaczy ,wigkszy”, to Kamil uzyskal najwyzszy wynik, a Lukasz
najmniejszy. Podobnie, jesli pampam znaczy ,mniejszy”, to jest dokladnie na odwrot. Tak czy inaczej, Mikotaj i
Natalia uzyskali dwa érodkowe wyniki, ktore sumuja sie do 18.



Zadanie 4. Adam i Andrzej stoja na placu i licza stojace wokél domy. Kazdy z nich liczy domy obracajac sie zgodnie
z ruchem wskazoéwek zegara, ale zaczynaja odliczanie od réznych doméw, w zwiazku z czym czwarty dom wedlug
Adama jest szesnasty wedlug Andrzeja, a dwunasty wedlug Adama jest siodmy wedlug Andrzeja. Ile domoéw stoi wokot
placu?

Wynik. 17

Rozwigzanie. Skoro czwarty dom wedlug Adama jest szesnasty wedlug Andrzeja, to istnieje pewien fragment, na
ktéorym numery wedlug Andrzeja sa o 12 wieksze od numeréw wedtug Adama. Ten fragment musi jednak skonczy¢
sie, zanim Adam doliczy do 12 — w przeciwnym przypadku dom dwunasty wedlug Adama bylby dwudziesty czwarty
wedlug Andrzeja. Kiedy zostanie osiggniety koniec numeracji, numery zmniejszajg sie o liczbe doméw, a wiec jest ona
réwna 24 — 7 =17.

Zadanie 5. Aga chce odkamienié¢ ekspres do kawy. Zgodnie z instrukcja, powinna zmiesza¢ 4 miarki wody z jedna
miarkg roztworu octu o stezeniu 10%. Niestety ma w kuchni jedynie butelke z roztworem octu o stezeniu 40%. Z iloma
miarkami wody Aga powinna zmieszaé¢ jedna miarke czterdziestoprocentowego roztworu octu, aby uzyskaé zadane
stezenie octu?

Roztwor octu o stezeniu n% sklada sie z n czesei octu oraz 100 — n czesci wody.

Wynik. 19

Rozwigzanie. W przepisie z instrukcji ocet stanowi 10% jednej z pieciu miarek. To samo stezenie uzyskamy, jesli ocet
bedzie stanowit 40% = 4 - 10% jednej z 4 - 5 = 20 miarek. Zatem na jedng miarke roztworu z butelki potrzebujemy 19
miarek octu.

Zadanie 6. Jedli proste g i h sa réwnolegle oraz miary katéw przy wierzchotkach A i C' wynosza odpowiednio
105° i 145° jak na rysunku, to jaka miare ma kat ZCBA?
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Wynik. 110°

Rozwigzanie. Mozemy zaznaczy¢ punkty D i F lezace odpowiednio na h, g tak, ze znane katy oraz kat z zadania sg
katami wewnetrznymi pigciokata ABCDE. Skoro suma nowo utworzonych katéw wynosi 180° (mozna zalozyé, ze sa to
katy proste jak na rysunku ponizej, choé nie jest to konieczne) i suma katéw wewnetrznych jakiegokolwiek pieciokata
wynosi 540°, to wnioskujemy, ze poszukiwana miara kata jest rowna 540° — 180° — 105° — 145° = 110°.
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Zadanie 7. Jesli ABCD to kwadrat, to jaka jest miara kata e (w stopniach)?
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Wynik. 67.5°



Rozwigzanie. Niech X 1Y beda wierzchotkami katéw o mierze e. W szczegdlnoéci mamy LAXY = LAY X = e.
Skoro / XAY = ZCAB = 45°, to katy wewnetrzne tréjkata XY A spelniaja réwnosé

45° 4+ e+ = 180°,

skad € = 67.5°.

Zadanie 8. Przemek przyszedl na $wiat w dniu 27. urodzin swojej mamy. Ile co najwyzej razy moze si¢ zdarzy¢, ze
wiek Przemka jest taki sam jak wiek jego mamy czytany wspak?
Wiodace zera sa pomijane, np. 470 czytane wspak to 74.
Wynik. 7
Rozwigzanie. Oznaczmy wiek Przemka przez c, a jego mamy przez m, gdzie ¢ to odwrécone m. Liczby ¢ i m maja te
sama liczbe cyfr (by¢ moze ¢ zawiera wiodace zera, jesli m koniczy sie na zero), ktéra wynosi co najmniej 2. Niech a i b
beda cyframi jednosci odpowiednio ¢ i m. Skoro mama Przemka jest o 27 lat starsza, toa+7=>blub a+7 =10+ 0.
Jesli oboje maja co najmniej 100 lat, réznica miedzy pierwszymi cyframi ¢ i m jest rowna co najwyzej 1, co nie jest
mozliwe, poniewaz sa to cyfry a i b. A zatem, obie liczby ¢ i m maja 2 cyfry.

Wobec tego chcemy znalezé wszystkie takie liczby ab, ze

ab = ba + 27.

Wiemy, ze a > b, czyli warunek a + 7 = b nie moze by¢ spelniony. Wobec tego zachodzi a +7 = 10 + b, czyli a = b + 3.
Skoro a <9, to mamy b < 6. Dla kazdej cyfry b € {0,1,...,6} otrzymujemy cyfre a = b + 3. Zauwazmy, ze warunek
(b+3)b=0b(b+ 3) + 27 zachodzi dla tych cyfr. Zatem opisywana sytuacja wystapi 7 razy: Kiedy Przemek ma 3, 14,
25, 36, 47, 58 i 69 lat.

Zadanie 9. Ela buduje duza kostke o wymiarach 4 x 4 x 4 przy uzyciu 32 bialych i 32 czarnych sze$cianéw
jednostkowych. Chciataby, zeby na powierzchni tak uzyskanej kostki znajdowalo sie jak najwiecej bialych Scian
szesciandéw jednostkowych. Jaka czes¢ calej powierzchni kostki bedzie biata przy takim ustawieniu?

Wynik. 3/4

Rozwigzanie. Jesli szeScian jednostkowy zostanie umieszczony w rogu duzej kostki, to na powierzchni widoczne beda
trzy jego $ciany. Jesli znajduje sie na ktoérej$ z krawedzi kostki, to widoczne beda jego dwie Sciany; w przeciwnym razie
co najwyzej jedna $ciana jest widoczna. Sze$cian ma 8 rogéw i 12 krawedzi, z ktérych kazda zawiera (poza naroznymi)
dwa szeéciany — w tych miejscach Ela moze wiec umiesci¢ 8 + 2 x 12 = 32 szedciandw i jasne jest, ze aby uzyskaé
mozliwie najwieksza bialg powierzchnie, musi umiedci¢ tam biale szeéciany jednostkowe. Wéwczas na powierzchni

kazdej ze Scian znajduje sie 12 Scian bialych szescianéw i 4 $ciany czarnych szescianéw. Zatem biale $cianki stanowia
12/16 = 3/4 calej powierzchni kostki.

Zadanie 10. Na eksperymentalna zalogowa misje na Merkurego zglosilto sie stu ochotnikéw. Wszystkich potencjalnych
astronautéw poddano $cistym testom sprawdzajacym kondycje, odpornoé¢ oraz zdrowie psychiczne. Jedynie dwadzie$cia
szes¢ osob zaliczylo testy kondycyjne. Ponadto az szesédziesieciu ochotnikow przeszto co najwyzej jeden test. Wiemy
takze, ze na testach odpornosci i zdrowia psychicznego odnotowano osiemdziesiat trzy porazki, ale kazdy z kandydatow
pomysélnie przeszedt co najmniej jeden z tych dwoch testéw. Ilu Smiatkéw uzyskato pozytywny wynik we wszystkich
testach?

Wynik. 3

Rozwigzanie. Poniewaz nikt nie oblal jednoczesnie odpornosci i zdrowia psychicznego, wiec kazdy kandydat, ktéry
nie przeszed! co najmniej dwoch testéw, musial oblaé test kondycyjny. Daje nam to (100 — 26) — 60 = 14 oséb, ktére
odpadly wylacznie z powodu kondycji. Razem z 83 osobami, ktore zostaly odrzucone z powodu odpornoéci lub zdrowia
psychicznego, otrzymujemy taczna liczbe 97 ochotnikéw, ktorzy tym razem w kosmos nie poleca. Zatem 3 kandydatow
zaliczylo wszystkie trzy testy.

Zadanie 11. Kwadrat A ma dwa boki pokrywajace si¢ z promieniami okregu, a kwadrat B ma dwa wierzchotki lezace
na tym samym okregu oraz cze$ciowo wspotdzieli bok z A. Znajdz stosunek pola kwadratu A do pola kwadratu B.




Wynik. 5:4
Rozwigzanie. Oznaczmy przez S dlugosé boku B. Zauwazmy, ze z symetrii sSrodek okregu dzieli bok B zawierajacy sie
w $rednicy na dwie réwne czesci o dlugosci s/2. Zatem z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

2 5
= (3) +7=1

i stad szukany stosunek wynosi 5 : 4.

N|»

Zadanie 12. Wyznacz dwie ostatnie cyfry (w zapisie dziesietnym) iloczynu

2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31-37.

Wynik. 10
Rozwigzanie. Poniewaz w danym iloczynie mamy 2 i 5, wiec ostatnig cyfra na pewno bedzie 0. Pozostaje nam
wyznaczy¢ ostatnig cyfre iloczynu

3-7-11-13-17-19-23-29-31-37,

ktora jest oczywiscie taka sama jak ostatnia cyfra iloczynu
3-7-1-3.7.9-3-9-1.7=3-7-3-7-3-7-9-0.

Znoéw, skoro 3 -7 = 21, to ostatni iloczyn ma taka sama cyfre jednosci co iloczyn 9 - 9 = 81, czyli 1.

Zadanie 13. Detektyw przeshuchal pieciu z sze$ciu podejrzanych o popelnienie przestepstwa i okazalo sie, ze maja oni
odpowiednio 1, 2, 3, 4 i 5 znajomych wsrod pozostatych podejrzanych. Ilu znajomych wéréd pozostatych podejrzanych
ma ostatni podejrzany?

Znajomosé jest relacja symetryczna, tzn. jesli podejrzany A jest znajomym podejrzanego B, to podejrzany B jest
znajomym podejrzanego A.

Wynik. 3

Rozwigzanie. Oznaczmy przez n szukana liczbe znajomych ostatniego podejrzanego. Podejrzany, ktéry ma pieciu
znajomych, zna wszystkich pozostatych podejrzanych, wiec mozemy go pominaé, zmniejszajac o 1 liczbe znajomych
wszystkich pozostatych podejrzanych. Nastepnie mozemy pominaé takze podejrzanego, ktéry ma tylko jednego
znajomego, gdyz teraz jego liczba znajomych spadla do zera (po jego pominieciu nie zmienia sie juz liczby znajomych
pozostaltych podejrzanych). Zostaje wéwczas jedynie czterech podejrzanych, ktérzy maja odpowiednio 1, 2, 3, n — 1
znajomych pomiedzy soba. Powtarzajac powyzsza procedure, mozemy pomingé¢ najpierw podejrzanego, ktéry ma trzech
znajomych, po czym tego, ktéry ma tylko jednego znajomego. Zostaje wowczas jedynie dwdch podejrzanych — jeden
ma jednego znajomego, a drugi ma ich dokladnie n — 2. Oczywiste jest wtedy, ze n —2 =1, a zatem n = 3.

To rozwiazanie moze by¢ wykorzystane do skonstruowania grupy podejrzanych spelniajacej warunki zadania. Jest ona
przedstawiona na ponizszym diagramie:




Zadanie 14. Kostka przedstawiona na rysunku na kazdej $ciance ma napisana dodatnia liczbe catkowita. Ponadto
iloczyn liczb na przeciwleglych $ciankach jest taki sam dla kazdej pary takich écianek. Liczby na Sciankach nie musza
by¢ rozne. Jaka jest najmniejsza mozliwa suma wszystkich liczb napisanych na kostce?

S

Wynik. 40

Rozwigzanie. Niech P bedzie iloczynem liczb na przeciwleglych sciankach. Oczywiscie, im wicksze P, tym wigksza
suma liczb. Poniewaz P musi by¢ podzielne przez wszystkie trzy pokazane liczby, wiec najmniejsza mozliwa wartos¢
P to najmniejsza wspoélna wielokrotnoéé tych liczb, P = 36. Przyjmujac te zalozenia, brakujace liczby to 3, 4 1 6,
a caltkowita suma wynosi 6 +9+ 12+ 6 + 4 + 3 = 40.

Zadanie 15. Jezeli szary oSmiokat i paskowany pieciokat sa foremne, a paskowany czworokat jest kwadratem, to
jaka jest miara zaznaczonego kata pomiedzy pogrubionymi odcinkami?

Wynik. 99°

Rozwigzanie. Oznaczmy punkty jak na rysunku.

D

Miara kata C' B D jest réznicg miar katow wewnetrznych oémiokata i pieciokata, wobec czego ZCBD = 135°—108° = 27°.
Ponadto z latwoscia stwierdzamy, ze ZABD = 135°. Skoro trojkaty ABD i CBD sa réwnoramienne, to

ZCDB = 1(180° — ZCBD) = 76.5°,
/BDA = 1(180° — ZABD) = 22.5°.

Wobec tego
LCDA=/CDB+ ZBDA =99°.

Zadanie 16. Minister ma osobistego kierowce, ktory codziennie rano wyjezdza z ministerstwa o ustalonej godzinie,
zeby odebra¢ ministra i zawiez¢ go do ministerstwa. Minister budzi sie kazdego dnia o tej samej godzinie, a samochod
przyjezdza po niego dokladnie wtedy, kiedy minister jest gotéw do wyjscia. Dzi§ minister obudzil sie wczesniej, przez co
byl gotéw godzine wezesniej niz zazwyczaj. Postanowil wiec pdj$é w kierunku samochodu (ktéry jak zwykle odjezdza
z ministerstwa). Po pewnym czasie spotkal samochéd, wsiadl do niego i dotart do ministerstwa dwadzie$cia minut
wczesniej niz zazwyczaj. Ile minut szedl minister? Zaloz, ze samochdd porusza sie ze stalg szybkoscia, a czas wsiadania
do samochodu jest pomijalnie krotki.



Wynik. 50

Rozwigzanie. Czas, ktéry minister zyskuje wstajac wczesniej mozemy podzieli¢ na dwie czedci. Pierwsza to czas t,
mowiacy jak dlugo minister idzie do samochodu, natomiast druga to czas, jaki zajeloby dotarcie kierowcy do domu
ministra od miejsca spotkania. Ten drugi to oczywiscie polowa calego zaoszczedzonego czasu, tak wiec:

20
=t4+ =
60 =1+ >

lub ¢t = 50.

Zadanie 17. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba calkowita o co najmniej dwéch cyfrach, ktérej warto$¢ po usunieciu
pierwszej cyfry od lewej jest 29 razy mniejsza?

Wynik. 725

Rozwigzanie. Niech d bedzie pierwsza cyfra szukanej liczby, a k liczbg otrzymana po usunieciu pierwszej cyfry. Wtedy
szukana liczba jest réwna 10™d + k, gdzie n oznacza liczbe cyfr k. Mamy wiec

10"d + k = 29k,

czyli
10"d = 28k.

Skoro 28 = 22 . 7, a lewa strona musi by¢ podzielna przez 28, to musi zachodzi¢ d = 7 oraz n > 2. Dla n = 2 mamy
k = 25, co daje najmniejsza taka liczbe, czyli 725.

Zadanie 18. Ile razy w ciagu 24 godzin wskazdéwka minutowa jest prostopadia do wskazéwki godzinowej?
Wynik. 44

Rozwigzanie. Wskazdwka minutowa robi 24 obroty w 24 godziny, godzinowa robi w tym czasie 2 obroty. Minutowa
wskazowka okraza wiec godzinowa 22 razy. W kazdym takim okrazeniu wskazowki te sa prostopadle po dwa razy, co
daje wynik 44.

Zadanie 19. Znajdz wszystkie czterocyfrowe palindromy, ktére moga by¢ zapisane jako suma dwdch trzycyfrowych
palindroméw.

Palindrom to liczba, ktora czytana od lewej i prawej strony jest taka sama, np. 2018102. Liczba nie moze zaczynaé si¢
od cyfry 0.

Wynik. 1111, 1221

Rozwigzanie. Niech abba bedzie szukanym palindromem. Poniewaz suma dwoch trzycyfrowych liczb nie przekracza
1998, wiec a = 1. Niech 1bbl bedzie réwne cdec + Tyz. Wtedy

1001 + 110b = 101(c + ) + 10(d + y).

Ostatnia cyfra lewej strony to 1, wiec ostatnia cyfra c+ x to réwniez 1. Skoro 1 < ¢,z < 9, to c+x = 11. Po wstawieniu
i uproszczeniu powyzszego wyrazenia dostajemy

1(b—1)=d+y.

Prawa strona tej réownosci nie przekracza 18, wiec b — 1 jest réwne 0 lub 1. Obie opcje sa mozliwe: 1111 = 505 + 606,
1221 = 565 + 656.

Zadanie 20. Boki trojkata réwnobocznego podzielono na odcinki bedace w stosunku 6 do 1 w taki sposéb, ze punkty
podzialu réwniez tworza wierzchotki tréjkata réwnobocznego (patrz obrazek). Wyznacz stosunek pola powierzchni
mniejszego tréjkata réwnobocznego do pola powierzchni wigkszego trojkata rownobocznego.




Wynik. 31/49

Rozwigzanie. Pole powierzchni kazdego z trzech matych tréjkatow wynosi

16_6
77 49
pola wiekszego tréjkata, poniewaz odpowiednio ich wysoko$ci wynosza 1/7 oraz dlugosci podstaw 6/7 z odpowiadajacych

im odcinkéw w wiekszym tréjkacie. Dlatego stosunek pola powierzchni mniejszego tréjkata rownobocznego do pola
powierzchni wigkszego tréjkata rownobocznego wynosi
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Zadanie 21. ZnajdZ wszystkie takie czworki (a, b, ¢, d) dodatnich liczb calkowitych, ze jesli w tablicy ponizej zamiast
tych liter wpiszemy przypisane im odpowiednie wartosci liczbowe, wowczas a, b, ¢, d beda dokladnie liczbg jedynek,
dwdjek, trojek oraz odpowiednio czwérek w ponizszej tablicy.

Wynik. (2,3,2,1), (3,1,3,1)

Rozwigzanie. Zadna liczba nie moze pojawié sie w tablicy wiecej niz pieé razy; jednakze numer pieé¢ nie moze wystapic,
inaczej zajalby pozycje liczby pojawiajacej sie pieé¢ razy. Skad tablica moze zawiera¢ jedynie liczby 1, 2, 3, oraz 4.

Pokazemy, ze d = 1. Jedli d = 2, to jedna z liczb a, b, ¢ musi by¢ rowna 4 i poniewaz zostana juz tylko dwa wolne
miejsca, to ta liczba musi by¢ b. Jednakze, (2,4,2,2) w oczywisty sposéb nie jest szukana czwérka. Mozliwosci d = 3 i
d = 4 réwniez prowadza do sprzecznosci.

Wiemy juz, ze a € {2,3}. Przyjmujac a = 2, dostajemy b, ¢ € {2,3} (nie moze by¢ inncyh jedynek ani czwérek), ale
b = 2 prowadzi do sprzecznosci (beda trzy dwdjki), skad mamy wprost, ze b = 3 oraz ¢ = 2. Jesli a = 3, to w tabeli
musi by¢ jeszcze jedna jedynka wiecej, a nie moze to byé ¢ (juz jest inna tréjka), wiec b =1 i znéw natychmiastowo
otrzymujemy, ze ¢ = 3.

Zadanie 22. Piotrek zapomnial swojego hasta. Pamieta tylko, ze sktadalo sie ono z 9 matych liter alfabetu tacinskiego
oraz zawieralo angielskie stowa ,math” i ,drama”. Ile réznych hasetl spelnia te warunki?

Stowa sg zawarte jako spdjne podciagi, czyli na przyktad ,martha” nie zawiera stowa ,math”. Alfabet laciniski ma 26
liter.

Wynik. 2030

Rozwigzanie. Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym slowa ,math” i ,drama” nie nakladaja sie. Wowczas sg
dokladnie dwa sposoby polaczenia ich: ,dramamath” oraz ,mathdrama”.

Jezeli nakladaja sie na siebie, to musza tworzy¢ segment ,,dramath”. Pozycje pozostatych dwéch liter mozna wybraé
na trzy sposoby: ,**dramath”, ,*dramath*”,  dramath**”. W kazdym z tych przypadkéw jest dokladnie 262 = 676
mozliwoSci wyboru liter oznaczonych ,,*”. Wobec tego uzyskujemy lacznie 676 - 3 = 2028 potencjalnych hasel w tym
przypadku.

Lacznie mamy wiec 2028 + 2 = 2030 mozliwych hasel.

Zadanie 23. Jedli wylosujemy dwie rézne liczby ze zbioru {1,2,3,...,n—1,n}, to prawdopodobienistwo, ze wylosowane
liczby beda kolejnymi dodatnimi liczbami catkowitymi wynosi % Wyznacz n.

Wynik. 42

Rozwigzanie. Mamy n — 1 par kolejnych liczb ze zbioru {1,2,3,...,n — 1,n} i jest %n(n — 1) mozliwosci wyboru

dwéch réznych dowolnych liczb. Skad otrzymujemy
n—1 2 1

in(ln—1) n 21

wiec ostatecznie n = 42.



Zadanie 24. Apoloniusz, Bonifacy i Czeslaw grali w tenisa stolowego wedlug nastepujacych regul: w kazdej rundzie
dwéch z nich grato przeciwko sobie, a trzeci odpoczywal. Zwyciezca rundy gral nastepnie z uprzednio odpoczywajacym
zawodnikiem. W pierwszej rundzie Apoloniusz gral przeciwko Bonifacemu. Po pewnej liczbie rund Apoloniusz mial na
swoim koncie 17 wygranych, a Bonifacy 22. Ile razy Apoloniusz i Bonifacy grali przeciwko sobie?

Wynik. 20

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze kazde zwycigstwo Charliego nie ma wpltywu na liczbe rund wygranych przez Artura lub
Bena. Nie ma to tez wplywu na liczbe rund w ktérych Charlie nie bral udzialu. Mozemy wiec zalozyé, ze Charlie za
kazdym razem przegral. Innymi stowy, kazde zwycigstwo Bena zwigksza calkowity wynik Artura o 2 (o ile nie jest
to ostatnia runda) i na odwrét. Poniewaz liczba zwyciestw Artura jest nieparzysta widzimy, ze w ostatniej rundzie
musieli rywalizowaé Ben i Artur, a wygral w niej Artur. Jezeli wiec dodamy jeszcze jedna runde (Artur kontra Charlie,
zakonficzona wygrana Artura) to liczba rund w ktérych Charlie nie bral udziatu bedzie polowa sumy wynikéw koricowych
Artura i Bena, tj. (18 +22)/2 = 20.

Zadanie 25. Klienci sklepu internetowego moga wyrazi¢ swoja satysfakcje z zaméwionego produktu oceniajac go
w skali od jednej do pieciu gwiazdek (1 gwiazdka = staby, 5 gwiazdek = $wietny). Srednia ocena nowego smartfona
jeszcze w ubieglym tygodniu wynosila 3.46, ale po oddaniu przez kolejne dwie osoby gloséw w obecnym tygodniu,
$rednia zwiekszyta sie do 3.5 gwiazdki. Ile oséb jak dotad ocenito nowego smartfona?

Wynik. 52

Rozwigzanie. Niech k bedzie liczba ocen do poprzedniego tygodnia wlacznie, a * — suma tych ocen. Co wiecej, niech
a oraz b oznaczaja dwie nowe oceny oddane w tym tygodniu. Wowczas

T r+a+b
— =34 —_— =3.
A 3.46 oraz 2 3.5
czyli
v=(3+2Z)k, (1)
r+a+b=(3+3)k+7. (2)

Z réwnosci (1) wynika, ze k jest liczba podzielna przez 50. Z kolei odejmujac (1) stronami od (2), uzyskujemy

k
b—7=—.
a-+ 25
Skoro a,b < 5, to lewa strona powyzszej réwnosci jest dodatnia liczba calkowita nie przekraczajaca 3, wobec czego
k < 75. Laczac powyzsze obserwacje, dochodzimy do wniosku, ze k£ = 50, wiec po dodaniu dwéch gloséw z tego
tygodnia otrzymujemy 52 dotychczasowe oceny.

Zadanie 26. Dorota ma cztery pary skarpetek odpowiednio z napisami poniedziatek, wtorek, $roda, czwartek. Na ile
sposobdéw moze je nosi¢ od poniedziatku do czwartku, aby kazdego dnia obie skarpetki byly rézne i na zadnej nie byta
napisana nazwa obecnego dnia?

Kazda skarpetka pasuje na kazda noge (nie ma ,lewych” i ,prawych” skarpetek). Co wiecej, noszenie jednej skarpetki
na lewej nodze i innej na prawej liczy sie jako ten sam sposéb noszenia, co noszenie ich odwrotnie.
Wynik. 9
Rozwigzanie. Dla zwieztosci bedziemy uzywac liczb 1, 2, 3, 4 zamiast nazw dni tygodnia. Zauwazmy, ze kazdemu
dniowi przyporzadkowane zostana trzy rézne liczby: numer dnia oraz numery skarpet noszonych tego dnia. Zatem
réwnowaznie mozemy kazdemu dniowi przyporzadkowaé jedna liczbe — czwarta liczbe (rézna od numeru dnia i numeréw
noszonych tego dnia skarpetek). Takie przyporzadkowanie bedzie spelnia¢ warunki zadania, jesli bedzie permutacja
numerow 1, 2, 3, 4 i kazdy z nich bedzie przyporzadkowany dniowi o numerze innym niz on sam.

Liczba takich permutacji moze zosta¢ policzona w nastepujacy sposéb: liczbe 1 mozemy ustawi¢ na 3 sposoby; niech
n # 1 bedzie jej pozycja. Wéwczas réwniez n moze zostaé¢ umieszczone w jednym z trzech miejsc (na dowolnym réznym
od n). Latwo zauwazy¢, ze po ulozeniu n pozostale dwie liczby mozna ulozyé na dokladnie jeden sposéb, zatem mamy
3 - 3 sposoby noszenia skarpetek.

Zadanie 27. Komisja sktadajaca sie z 26 matematykéw nominuje (co najmniej) pie¢ filméw do nagrody na festiwalu
filméw matematycznych. Wybieraja sposréod 16 filméw w nastepujacy sposob: Kazdy czlonek komisji wybiera pigé
réznych filméw i nominowanych zostaje pie¢ filméw z najwieksza liczba gloséw; w przypadku remisu na pigtym miejscu,
nominowane zostaja wszystkie filmy zajmujace to miejsce. Jaka jest najmniejsza liczba gloséw, jaka musi otrzymacé
dany film, zeby zostal nominowany niezaleznie od gloséw na pozostale filmy?

Wynik. 21



Rozwigzanie. W trakcie glosowania filmy otrzymuja tacznie 26 - 5 = 130 gloséw. Jesli dany film otrzymat 20 lub mniej
gloséw, to pozostate 110 gtoséw mozna rozdzieli¢ pomiedzy pozostale filmy tak, aby pie¢ innych filméw otrzymato
po 21 gloséw. Z drugiej strony, gdyby dany film otrzymal 21 gloséw i nie zostal nominowany, to pie¢ innych filméw
musialoby otrzymaé¢ co najmniej po 22 glosy, co daje w sumie 21 + 5 - 22 = 131 glosoéw, a to jest sprzeczne.

Zadanie 28. Funkcja rzeczywista f spelnia réwnanie

f@)+zfl—2)==x

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Znajdz f(—2).

Wynik. 4/7

Rozwigzanie. Podstawiajac x = —2 dostajemy réwnanie f(—2) — 2f(3) = —2, natomiast dla = 3 mamy f(3) +
3f(—=2) = 3. Jest to uklad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi f(—2) i f(3). Po przemnozeniu drugiego
réwnania przez 2 i dodaniu stronami otrzymujemy f(—2) = %.

Zadanie 29. Liczby dwucyfrowe n, a, b, o, j wybrano w taki sposob, ze ich iloczyn naboj jest podzielny przez 4420.
Znajdz najwieksza mozliwa wartos¢ sumy n+a + b+ o+ j.

Wynik. 471

Rozwigzanie. Zacznijmy od roztozenia liczby 4420 = 2-2-5-13-17 na czynniki pierwsze. Poniewaz 13 i 17 sa pierwsze,
wiec ktoras z liczb n, a, b, o, j musi by¢ podzielna przez 13 oraz tak samo ktéras przez 17. Najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé 13 i 17 wynosi 221, a wiec nie istnieje taka liczba dwucyfrowa ktora jest podzielna przez obie te liczby
jednoczesnie. Nie tracac na ogélnoséci mozemy przyjacé, ze n jest podzielne przez 17 i a jest podzielne przez 13. To
oznacza, ze n <85 =5-171a <91 =7-13.

Przypusémy wiec, ze n = 851 a = 91. Widaé¢, ze n = 85 jest podzielne przez 5, zatem potrzebujemy jedynie
zapewni¢ podzielno$¢ przez 4. Poniewaz n zaréwno jak i a sa nieparzyste, 4 musi dzieli¢ boj. Stad, jedna z liczb b, o, j
jest podzielna przez 4 lub pewne dwie sa podzielne przez 2. W drugim przypadku szukana suma bedzie wigksza, tj.
gdy b=0=981j =99. Obliczamy wtedy, ze n +a+b+ o0+ 7 =85+ 91 + 98 + 98 + 99 = 471.

Ostatecznie, sprawdzamy przypadek gdy n < 85 lub a < 91. Poniewaz liczby n i @ musza by¢ podzielne odpowiednio
przez 17 i 13, co oznacza, ze n < 68 = 85 — 17 lub a < 78 = 91 — 13. Wéwczas suma n + a + b+ o+ j moze wynosi¢ co
najwyzej 68 + 91 + 3 - 99 = 456 (pierwsza mozliwosé) lub 85 + 78 4+ 3 - 99 = 460 (druga mozliwo$é), jednakze w kazdej z
tych mozliwosci dostajemy wynik mniejszy niz w uprzednim przypadku.

Zadanie 30. Ewelina zamoéwila przez internet osiem pilek tenisowych i jedna pitke reczna. Pilki (z ktérych kazda ma
ksztalt idealnej kuli) zostaly zapakowane do sze$ciennego pudetka w taki sposéb, ze kazda pitka tenisowa jest styczna
do trzech Scian pudetka i do pitki recznej. Promien pitki recznej wynosi 10 cm, a promien pitki tenisowej wynosi 5cm.
Wyznacz dtugosé krawedzi pudetka (w centymetrach).

Wynik. 10(1+ /3)

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze gtéwna przekatna pudetka przechodzi przez $rodki pitki recznej i dwoch pitek tenisowych
oraz przez punkty stycznosci tych trzech kul. Jedyne fragmenty przekatnej, ktére nie znajduja sie wewnatrz zadnej
z kul to odcinki pomiedzy pitkami tenisowymi a naroznikiem pudetka. Zatem dtugosé przekatnej pudetka to suma
nastepujacych odcinkéw:

o (dwukrotnie) odcinek od srodka pitki tenisowej do najblizszego jej rogu;
o (dwukrotnie) promieni pitki tenisowej;
e Srednica pitki recznej.

Odcinek taczacy srodek pitki tenisowej z najblizszym jej rogiem jest przekatna sze$cianu o krawedzi rownej promieniowi
tej pitki. Zatem jego dtugo$é wynosi 5v/3. Promien pilki tenisowej to 5 i $rednica pitki recznej to 20. Zatem dlugosé
przekatnej pudetka to

2.5V342-5+20 =30 + 10v/3,
a wiec dlugosé krawedzi wynosi

30 +10v3
—5 - 10(1 + V3).



229 jest dziewieciocyfrowa liczba, ktérej wszystkie cyfry sa

Zadanie 31. Zapisana w systemie dziesietnym potega
rézne. Jakiej cyfry nie uzyto w tym zapisie?
Wynik. 4
Rozwigzanie. 7 jednej strony, potege mozemy obliczyé na piechote w przystepny sposéb: np. 219 = 1024, dalej
obliczamy 10242 i 10242 - 1024. Nastepnie uzyskany wynik dzielimy przez 2 i dostajemy 22° = 536 870 912.

Z drugiej strony, mozemy skorzystaé z faktu, ze dana liczba catkowita oraz suma jej cyfr daja dokladnie te sama
reszte z dzielenia przez 9. Co wiecej, reszta z dzielenia przez 9 poteg 2" jest okresowa z okresem diugosci 6. Poniewaz
suma wszystkich cyfr zapisu dziesietnego wynosi 45, ostatecznie otrzymujemy

229

45 -2x=2%=2=5 (mod 9)
gdzie x oznacza pominieta cyfre w dziesietnym przedstawieniu 22°. To daje z = 4 mod 9, wigc pominieta cyfra jest 4.

Zadanie 32. Podczas porzadkowania strychu, Zbyszek znalazl stary kalkulator, ktory potrafi obliczaé¢ pierwiastki
kwadratowe, jednak jego wyswietlacz pokazuje tylko dwie cyfry po przecinku. Przykladowo, dla v/4 urzadzenie pokaze
2.00, a dla v/6 = 2.44949 . .. bedzie to 2.44. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba calkowita, nie bedaca kwadratem
liczby calkowitej, ktérej pierwiastek kalkulator Zbyszka wyéwietli z dwoma zerami po przecinku?

Wynik. 2501

Rozwigzanie. Oznaczmy przez pde(n) liczbe powstala z pierwszych dwéch cyfr po przecinku liczby \/n. Zauwazmy, ze
jedli k2 <m < n < (k+1)? dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k, to pdc(m) < pde(n). Zatem w poszukiwaniu
najmniejszej liczby n, nie bedacej kwadratem, dla ktérej pde(n) = 0, wystarczy ograniczy¢ sie do liczb postaci k2 + 1,
gdzie k jest dodatnia liczba caltkowita.

Latwo widaé, ze czeéé catkowita liczby v/A2 + 1 to doktadnie k. Warunek pdc(k? +1) = 0 mozemy wigc réwnowaznie
przepisaé jako vk +1—k < Wlo' Przenoszac k na prawa strone nieréwnosci, podnoszac do kwadratu (obie strony sa
dodatnie) oraz porzadkujac wyrazy, otrzymujemy

1
(i 1h).

Ostatecznie, poniewaz prawa strona jest liczba SciSle pomiedzy 49 a 50, a k jest catkowita, wiec k > 50. Totez
n = 50% + 1 = 2501 jest szukang liczba.

Zadanie 33. W kazde z pdl tablicy 2018 x 2018 nalezy wpisa¢ jedna z liczb od 1 do 9 w taki sposéb, zeby suma liczb
znajdujacych sie wewnatrz kazdego kwadratu 3 x 3 byla podzielna przez 9. Na ile réznych sposobéw mozna to uczynic?

Wynik. 93068

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dowolne wpisanie liczb w 8068 pdl, ktore tworza dwa dolne wiersze i dwie lewe kolumny
pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ liczby wpisane w pozostale pola (tak, aby warunki zadania byly spelnione), gdyz
liczby te mozemy wpisywaé kolejno przekatna po przekatnej — jak na obrazku. Z drugiej strony, dowolne spelniajace
warunki zadania wpisanie liczb w pola tablicy wyznacza pewien uklad liczb na 8068 rozwazanych polach. Stad
wniosek, ze liczba wszystkich mozliwych wypelnien tych pdl liczbami jest rowna szukanej liczbie wszystkich poprawnych
wypelnien catej tablicy.

9|8 9|8 918 9|8

9|7 9|7 9|7 9|72

5|2 _>52 _>525 _>5251
4|1 4|1]1 4|1(1]2 4(1(1]2[2
31619](9]1(3 31619(9]1|3 316(9](9]1]3 31619](9]1(3
219]1|7 4 2|9|1|7 4 219]1|7]4|4 219]1|7 4

Zadanie 34. Znajdz wszystkie pary (n,m) dodatnich liczb calkowitych, ktére spelniaja réwnanie 4™ + 260 = m?.
Wynik. (3,18), (6,66)

Rozwigzanie. Podane réwnanie jest réwnowazne z réwnaniem m? — (27)2? = 260, oraz przeksztalcajac lewa strone
dostajemy (m — 2™)(m + 2") = 260. Rozktad na czynniki pierwsze 260 = 22 - 5 - 13 daje nastepujace przedstawienia:

260=1-260=2-130=4-65=5-52=10-26 = 13 - 20,

biorac pod uwage, ze (m — 2") < (m + 2"). Poniewaz (m + 2") — (m — 2") = 2"*!  wigc mamy dwie mozliwosci
26 — 10 =241 130 — 2 = 27, co prowadzi do dwéch par (3,18) i (6,66) spetniajacych réwnanie.
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Zadanie 35. W trdjkacie réwnobocznym ABC' promien $wiatta wychodzacy z punktu B padl na bok AC' w takim
punkcie D, ze DC : AC = 1: 2018, odbijajac sie od niego zgodnie z zasada, ze kat padania jest réwny katowi odbicia.
Nastepnie odbijal sie podobnie za kazdym razem, gdy dotart do jakiegos boku trdojkata. Oblicz, ile bylo w sumie odbié,
zanim promien dotart do pewnego wierzchotka tréjkata ABC.

Wynik. 4033

Rozwigzanie. Zamiast odbija¢ promien, pozwdlmy mu przelecie¢ prosto i nastepnie odbijmy tréjkat wzgledem boku,
na ktory padlo swiatlo. Wykazemy, ze w jednym pasku takich trojkatéw znajdziemy wierzcholek pewnego tréjkata, w
ktory trafi promien.

Niech E bedzie przecieciem potprostej BD z prosta przechodzaca przez A i réwnolegla do BC oraz niech F' bedzie
takim punktem na BC, ze EF || AC. Wtedy tréjkaty BC'D oraz BFE sa podobne i BF = 2018 BC. Stad punkt F
moze byé otrzymany przez odbijanie trojkata ABC' 1 jest jasne, ze jest to pierwszy taki punkt na BD.

Wida¢, ze odcinek BE przecina 2 - 2017 — 1 = 4033 odcinkéw w pasku trojkatow, a to jest rowne liczbie odbié
promienia $wiatlta z tresci zadania. Rysunek pokazuje rozwiazanie dla warunku z treéci zmienionego na DC' : AC' =1 : 5.

Zadanie 36. Prostokatna kartka papieru ABCD zostala zlozona tak, ze wyjsciowy punkt A znalazl si¢ na boku
BC, a punkt M bedacy przecigciem boku C'D i wyjéciowego boku AD byt doktadnie w jednej trzeciej dhugosci boku
CD, tj. CD =3CM. Jezeli pole szarego trdjkata jest réwne 1, to jakie jest pole paskowanego?

Wynik. 9/4

Rozwigzanie.

&

A L B

Trojkaty KM D', A’MC, i LA'B sa prostokatne i do siebie podobne, co wynika z prostych przeniesien katéw. Chcemy
znalezé skale podobienistwa dwéch tréjkatéw z zadania. Wiedzac, ze KD = KD' i LA = LA’ mamy:
D'K + KM =DM = 2DC = 2AB

oraz:

A'L+ LB = AB.

W powyzszym podobienstwie bok A’L odpowiada bokowi K M, a bok LB odpowiada bokowi K D', z czego wynika, ze
skala jest réwna 3/2. Stosunek pdl wynosi zatem (3/2)? = 9/4.
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Zadanie 37. Po podzieleniu wielomianu 3 + z° + 27 + 2% + 21 + 22017 4 22018 przez 22 — 1 otrzymujemy reszte.
Znajdz warto$¢ zmiennej x, dla ktorej ta reszta jest réwna 1111.

Wynik. 185

Rozwigzanie. Wielomian ten mozemy zapisa¢ jako

1,3 + 1,5 + :L’7 + x9 + ﬂfll 4 12017 + £U2018 _

=z(2® - 1) +a@@ 1) 2@ —1)+2@® - 1) + 220 - 1) + (22 — 1) + (228 — 1) + 62 + 1.

Skoro
ZCQk _ 1= (31‘2 _ 1)(3,:2]6—2 4 CCZk—4 N 1)7

to kazde wyrazenie tej postaci jest podzielne przez x? — 1. Stopien 6 + 1 jest mniejszy niz stopien x% — 1, wiec jest to
szukana reszta z dzielenia. Po rozwigzaniu réwnania 1111 = 62 + 1 otrzymujemy odpowiedz x = 185.

Zadanie 38. W Pentagonii znajduje si¢ dziesie¢ miast. Kazde z nich potaczone jest liniami kolejowymi z trzema
innymi, zgodnie z ponizszym diagramem. Polityka nieufnoéci wymaga, zeby kazde dwie linie majace wspolna stacje
nalezaly do réznych przewoznikéw. Na ile sposobéw mozna przyporzadkowaé linie trzem przewoznikom, aby prawo nie
zostalo ztamane?

Wynik. 30

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze na "zewnetrznym pieciokacie”, zaden z przewoznikow nie moze obstugiwaé trzech linii,
zatem dwdch przewoZnikéw (oznaczonych jako X 1Y) musi obstugiwaé po dwie linie, natomiast trzeci przewoznik tylko
jedna. Ponadto, jedyna mozliwa kolejnosé¢ tych firm to XY XY Z, poczynajac od dowolnego miasta. Latwo pokazaé,
ze przyporzadkowanie tych linii jednoznacznie wyznacza pozostate. Kazdy z odcinkéw w ”"wewnetrznym pieciokacie”
musi by¢ obstugiwany przez te sama firme, co jego zewnetrzny odpowiednik, natomiast laczniki musza naleze¢ do
trzeciego, niewystepujacego dotad w danym wezle, przewoznika. Oznacza to, ze liczba poprawnych przyporzadkowan
sieci jest rowna liczbie mozliwych przyporzadkowaé linii na zewnetrznym pieciokacie. Istnieje 6 sposobéw na ktore
mozna przypisaé przewoznikom nazwy X, Y, Z oraz 5 miast, w ktérych mozna zaczaé przyporzadkowanie XY XY Z.
Daje to 5 - 6 = 30 mozliwosci.

Zadanie 39. Trojkat prostokatny zawiera 25 stycznych okregéw o promieniu 1, jak pokazano na rysunku.

Ile wynosi promien okregu wpisanego w ten trojkat?

Wynik. 25 —13v/2

Rozwigzanie. Rozwazmy tréjkat, ktérego wierzcholki sa srodkami trzech okregéw w naroznikach. Jest on prostokatny,
a jego przyprostokatne maja dlugosci 14 i 34. Na mocy twierdzenia Pitagrosa dlugoéé¢ przeciwprostokatnej wynosi
V142 4 342 = 26+/2. Mozemy wiec wyliczy¢ promien okregu wpisanego w ten tréjkat, ktéry wynosi (14+34—26+/2)/2 =
24 — 131/2. Poniewaz boki wyjéciowego tréjkata sa réwnolegte do bokéw nowego tréjkata i odleglte od nich o 1, to
$rodki okregéw wpisanych w oba tréjkaty pokrywaja sie. Promien okregu wpisanego w wyjsciowy trojkat jest zatem
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réwny dlugosci promieniowi okregu wpisanego w nowy tréjkat powiekszonej o odlegloéé miedzy bokami, tj. 25 — 13v/2.
y g p egu wp g y trojkat powie ] g edzy , 1)

Zadanie 40. Madzia wymyslila operacje o nazwie madzing, dzialajaca na (skoriczonych) ciagach liczb catkowitych.
Majac dany ciag bierze jego cztery kopie, zwieksza ich wyrazy kolejno o 0, 2, 3 i 5 oraz laczy ciagi, otrzymujac
znéw pojedynczy ciag. Na przyklad, majac dany ciag (8, 3) otrzyma (8,3,10,5,11,6,13,8). Jezeli Madzia zacznie od
jednoelementowego ciagu (0) i bedzie wykonywaé operacje madzingu dopdki nie otrzyma co najmniej 2018 liczb, to
jaka bedzie liczba 2018-ta? (Wyraz najbardziej na lewo jest uznawany za pierwszy).

Wynik. 17

Rozwigzanie. Dla wygody, numerujmy wyrazy ciagu poczawszy od zera. Prosty argument indukcyjny wyjasnia, ze
pozycja liczby zapisana w systemie czwérkowym moéwi jakie operacje i w jakiej kolejnoéci wykonano na liczbie na danej
pozycji. Dla przyktadu, po dwbch operacjach madzingu Madzia otrzymala:

(040,042,043, 0+5,2+0, 242, 243, 2+5, 340, 342, 3+3, 3+5, 540, 542, 5+3, 5+5).
00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33
(Liczba ponizej wyrazu méwi numer pozycji pomniejszony o 1 w systemie czwérkowym.) 2017 w tym systemie zapisuje
sie jako 133201, tak wiec liczba na pozycji 2018 to

24+5+5+3+0+2=1T7.

Zadanie 41. Wyznacz najmniejsza dodatnia liczbe catkowita n taka, ze réwnanie
(332 4 y2)2 4 2nx(x2 T y2) — n2y2

ma rozwiazanie (z,y) w dodatnich liczbach calkowitych.
Wynik. 25

Rozwigzanie. Na réownanie w zadaniu mozemy spojrze¢ jak na réwnanie kwadratowe zmiennej n z rozwiazaniem

(@ +9*) (= + V2 +3°)
y2

(drugie rozwiazanie prowadziloby do ujemnego n gdyz y/x? + y? > ), tym samym
ny® = (2® +y?) (z + Va2 + y?).

Niech d = NWD(z, y), oraz niech = xqd, y = yod. Podstawiajac i upraszczajac mamy

nys = d(xzg + y5) (zo + /23 + 12).

Teraz, poniewaz zg i yo sa wzglednie pierwsze, wiec y3 i 22 + y2 sa réwniez wzglednie pierwsze i stad z3 + 42 | n.
Dalej, wyrazenie /22 + y2 pociaga, ze z3 + y2 jest kwadratem dodatniej liczby calkowitej. Wiadomo, ze 5% = 25 jest
najmniejszym kwadratem ktéry posiada przedstawienie w postaci sumy dwéch kwadratéw , 32 + 42, Zatem n > 25 i
podstawienie x = 3, y = 4 pokazuje, ze n = 25 istotnie daje rozwiazanie.
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Zadanie 42. W prostopadloéciennym pokoju o wymiarach 6m x 2.4m x 2.4m (dlugo$¢ x szeroko$é x wysokoscé)
znajduje sie pajak. Siedzi on na jednej ze Scian o wymiarach 2.4m x 2.4m, 20cm od sufitu i w jednakowej odlegtosci
od jej pionowych krawedzi. Mucha, siedzaca na przeciwleglej Scianie, takze znajduje sie na jej pionowej osi symetrii, ale
20 cm od podlogi. Mucha nie porusza sie, natomiast pajak przemieszcza sie po Scianach celem zlapania jej. Jaka jest
najmniejsza odlegto$é (w m), ktéra musi on pokonaé?

|
|
I 20 cm
I
! pajak|g 4
mucha, ’
20 cmi/ ________________ o
d 24m

6 m

Wynik. 8m

Rozwigzanie. Rozwazmy mozliwe drogi pajaka na siatce bryly. Oczywiscie, po rozlozeniu na siatke najkrotsza Sciezka
staje sie fragmentem prostej. Na rysunku bialy znacznik reprezentuje muche, natomiast czarny pajaka. Jego polozenie
na plaszczyznie zalezy od sposobu na ktéry roztozymy prostopadtoscian na siatke.

7 dokladnoscia do symetrii istnieja trzy mozliwe sposoby, na ktore pajak moze dotrze¢ do muchy. Przetnie on jedna,
dwie albo trzy dtugie Sciany prostopadltoécianu; $ciezki oznaczone sa na rysunku przez A, B i C. Sciezka zawierajaca
cztery z tych Scian moze zostaé¢ zredukowana do krétszej. Diugosé Sciezki A wynosi 8.4 m. Korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa otrzymujemy, ze dlugos¢ Sciezki B w metrach wynosi 1/66.32, natomiast dlugosé¢ $ciezki C' wynosi 8.
Najmniejsza z tych liczb jest odpowiedzia, tak wiec najkrétsza mozliwa $ciezka to C, a jej dlugosé to 8.

Ponizszy rysunek przedstawia najkrétsza mozliwa Sciezke w trzech wymiarach:

Zadanie 43. ZnajdZ najmniejsza mozliwa warto$¢ wyrazenia
(6 + 2 cos(x) — cos(y))? + (8 + 2sin(x) — sin(y))?,

gdzie z,y € R.
Wynik. 49
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Rozwigzanie. Definiujemy V(x,y) = (6 + 2cos(z) — cos(y))? + (8 + 2sin(z) — sin(y))?. Okrag k(S, R) o érodku
S =[S1,52] i promieniu R > 0 moze zostaé¢ sparametryzowany (tzn. wspolrzedne wszystkich punktéw lezacych na nim
wyrazaja sie) przez kat « jako (x1,x2) = (S1 + Rcos(a), So + Rsin(a)). Rozwazmy punkty P = [0,0] i Q = [6, 8] oraz
okregi k1 (P, 1) i k2(Q,2). Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze V(z,y) = |AB|? gdzie A € k; o kacie z i B € ko o kacie
y. Zatem minimum V (z,y) to kwadrat odleglosci najblizszych punktéw lezacych na kq oraz ke i mozemy ja obliczy¢
uzywajac odleglosci pomiedzy $rodkami i promieni kq i ko: 6% +8%2 — 1 —2 = 7. Stad minimum V (z,y) réwna sie
72 = 49.

Zadanie 44. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita o tej wlasnosci, ze jej cyfra jednodci jest 2, oraz jesli te
ostatnia cyfre przeniesiemy przed jej pierwsza cyfre, to dostaniemy podwojenie wyjsciowej liczby?
Wynik. 105263 157894 736 842

Rozwigzanie. Niech N bedzie szukana liczba. Kiedy przenosimy cyfre jednosci N na poczatek, otrzymujemy wszystkie
cyfry 2N poczawszy od pierwszej cyfry na lewo. Stad, poniewaz N konczy sie cyfra 2, 2IN musi konczy¢ sie cyfra 4, a
wiec cyfra dziesietna N jest 4. Niech d; bedzie i-ta cyfra N, liczac od prawej do lewej (tzn. dy oznacza cyfre jednosci).
Biorac pod uwagge jak wyglada mnozenie cyfr przez liczbe dwa, widzimy ze cyfry N musza spelniaé

d — 2d;_1 mod 10 jeéli di_o < 5,
" l2di—y mod 1041 jedli di_p > 5
dla kazdego ¢ > 2. W ten sposdb mozemy wprost wypisa¢ wszystkie cyfry N. Konczymy te procedure wéwczas, gdy

otrzymamy cyfre 1 i w nastepnym kroku cyfre 2: Liczba rozpoczynajaca sie od tej cyfry 1 musi by¢é N, poniewaz
mnozenie N przez 2 dokladnie zmienia ostatnig cyfre, lecz przenosi 2 na poczatek. Ostatecznie

N = 105263157894 736 842.

Zadanie 45. Dariusz podzielil tréjkatny obszar ziemi dwiema liniami na cztery dziatki. Obszar o polu 6 podarowal
swojemu synowi Filipowi, o polu 4 oddatl swojemu synowi Piotrowi, a najmniejszy o polu 3 przekazal swojemu synowi
Mikotajowi. Sam zatrzymal najwieksza dziatke. Ile wynosi jej pole?

Wynik. 19/2

Rozwigzanie. Uzywamy oznaczen jak na ponizszym rysunku.

A
P B

Ze stosunkéw pél wynika, ze S dzieli @B w stosunku 1 : 2 oraz PC w stosunku 2 : 3. Dorysowujac odcinek AS' i
oznaczajac pole trojkata ASQ jako b oraz pole trojkata APS jako a dochodzimy do nastepujacych dwoch réwnan:

b1 b+3 3

atd 2 M T T

To jest rownowazne
2b=a+4 oraz 2b+6 = 3a,

co daje rozwiazania a = 5 oraz b = %. Zatem pole czworokata APSQ wynosi %.
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Zadanie 46. Czterej bracia posiadaja w sumie 2018 zt oszczednosci. Wiemy, ze majatek kazdego z nich jest dodatnia
liczba catkowita, a zadnych dwoch nie posiada takiej samej liczby ztotéwek. Ponadto, jesli jeden brat jest bogatszy od
drugiego, to jego majatek jest podzielny przez majatek biedniejszego. Ile co najmniej zltotéwek musi mie¢ najbogatszy
z braci?

Wynik. 1152

Rozwigzanie. Poniewaz majatek kazdego z braci jest wielokrotnoscia majatku najbiedniejszego, ich suma, 2018,
rowniez musi by¢ jego wielokrotnoscia. Jednakze, rozktad 2018 = 2 - 1009 na czynniki pierwsze pozostawia jedynie trzy
mozliwosci na najmniejszy z majatkéw: 1, 2 lub 1009. Jasne jest, ze opcja 1009 jest niemozliwa. Dalej, gdyby majatek
ten byl réwny 1, pozostali trzej bracia mieliby w sumie 2017 zt (2017 jest liczba pierwsza), totez druga najmniejsza
suma réowniez musiataby wynosi¢ 1 — sprzecznoéé. Zatem, najbiedniejszy brat musi mie¢ 2 zl, a pozostali, lacznie, 2016
zt.

Oznaczmy a < b < ¢ majatki pozostalych trzech braci. Zgodnie z warunkami zadania, spelnione sa warunki a | b | ¢
oraz a + b+ ¢ = 2016. Zauwazmy, ze podzielnos¢ w polaczeniu z ostra nieréwnoscia implikuje, ze 2a < b oraz 2b < ¢ —
gdyby istnialo rozwiazanie, w ktérym obie te nieréwnosci staja sie réwnoéciami, byloby to oczywiscie rozwigzanie z
najmniejsza mozliwa wartoscia c. Szczesliwie, 1 + 2 + 4 = 7 dzieli 2016, zatem istotnie, sume mozna zapisac¢ jako

1 2 4
72016 + = - 2016 + = - 2016,
. . 1 4 o
wigc odpowiedZ to = - 2016 = 1152.

Zadanie 47. Andrzej narysowal na tablicy symbol &. Potem trzynadcie razy powtoérzyl procedure polegajaca na
starciu tablicy i zapisaniu nowego ciagu symboli, w ktorym kazdy symbol © jest zastapiony para &Q, a kazdy symbol
& jest zastapiony parg Q. Przykladowo, w wyniku wykonania tej procedury cigg OO zostalby zastapiony ciagiem
Q&IdOSO. Ile par OO (bez zadnego innego symbolu pomiedzy) bedzie sie znajdowalo na tablicy po wykonaniu
wszystkich operacji? Liczone pary moga sie nakladaé¢, przyktadowo w ciggu QQQOQ sg trzy pary Q.

Wynik. 1365

Rozwigzanie. Niech A, oznacza cigg zapisany przez Andrzeja na tablicy bezpoérednio po wykonaniu n-tej operacji
(oraz Ag = ()), a h, oznacza liczbe par OO w A,,. Zauwazmy, ze kazda para QO w A,, mogla powstaé tylko z pary
Qo w A,_1, ktéra z kolei mogta powstaé albo z V0, albo z & w A,,_o. Wobec tego hy = hp_o + 2773 dla n > 3, gdyz
w A, _s jest dokladnie 2773 symboli &. W szczegdélnoéci dla nieparzystych n uzyskujemy

hn — 2n73 +2n75 +...4»20 +h1 —_ %(27171 o 1)7
gdyz hy = 0. Stad szukany wynik to hi3 = 1365.

Zadanie 48. Drziewieciokat foremny ABCDEFGHI jest wpisany w okrag ¢ o srodku w O. Niech M bedzie $rodkiem
(krétszego) tuku AB okregu g, P srodkiem odcinka MO, a N srodkiem odcinka BC'. Niech proste OC' i PN przecinaja
sie w punkcie Q. Ile wynosi miara kata ZNQC' (w stopniach)?

Wynik. 10°

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze skoro C' 1 M leza na o, to OC = OM. Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze ZMOC = 60°,
wiec AOCM jest réwnoboczny. Wobec tego, skoro P jest srodkiem OM, to ZOPC = 90°. W potaczeniuz ZONC = 90°

uzyskujemy, ze na czworokacie OC N P mozna opisa¢ okrag.
Bezpoérednio wyznaczamy miare kata ZOCN = 70°, skad ZOPN = 180° — ZOCN = 110° i ostatecznie

/NQC = /PQO = 180° — ZPOQ — ZQPO = 10°.
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Zadanie 49. Anna wybrala trzy dodatnie liczby catkowite x, y, z, sumujace sie do 2018, oraz powiedziata x Xenie, y
Yenie, a z Zenie. Zadna z tej tréjki nie znata pozostatych dwéch liczb, ale wszystkie wiedziaty, ze x 4+ y + z = 2018.
Wywiazala sie miedzy nimi nastepujaca konwersacja (zakladamy, ze nikt nie klamal):

e Xena: Wiem, ze Yena i Zena uslyszaly rézne liczby.
e Yena: Aha, dzieki tej informacji jestem pewna, ze wszystkie trzy ustyszalySmy rézne liczby!
o Zena: W takim razie teraz wiem, co kazda z nas uslyszala.

Wyznacz trojke (z,y, 2).
Wynik. (3,2,2013)
Rozwigzanie. Wypowiedz Xeny méwi nam dokladnie tyle, Ze x jest nieparzysta.

Sprawdzmy, czy y moze by¢ nieparzysta. Znaczyloby to, ze Yena od poczatku wiedziala, ze z i z sa rézne. Jedli
ponadto mieliby$my y > 1009, Yena wiedziataby, ze wszystkie liczby sg rézne od samego poczatku. Z drugiej strony,
gdyby y < 1007, to mimo komentarza Xeny, Yena nie mialaby pewnosci, ze jej liczba jest rézna od x. Wnioskujemy, ze
y musi by¢ parzysta, a w konsekwencji, z musi by¢ nieparzysta.

Zauwazmy, ze y nie moze by¢ podzielna przez 4. Gdyby tak bytlo, liczba ¢t = % bytaby nieparzysta, zatem Yena
nie mogtaby wykluczyé¢ mozliwosci, ze x = z = t.

Przeanalizujmy teraz wypowiedZ Zeny. Mozemy latwo wykazaé, ze y = 2: Zena nie potrafi odréznié tréjki (z,y, 2)
od (x + 4,y — 4, z), wiec skoro ma pelna wiedze, musi wiedzieé, ze y < 4. Podobnie, x nie moze byé wigksza od 4.
OgraniczyliSmy wiec do dwéch mozliwosci: = 1 lub « = 3. Jednakze, w pierwszym z tych przypadkdéw, Zena, znajac
z = 2015, uzyskalaby pelng informacje jeszcze przed uwaga Yeny. Ostatecznie, dedukujemy, ze x = 3, y = 2 1 z = 2013.

Zadanie 50. Czarodzieje Arytmetyk i Kombinatoryka rywalizuja ze soba w pojedynku. Kazde z nich ma 100 punktow
sity (PS). Zaklecie Arytmetyka trafia Kombinatoryke z prawdopodobiefistwem 90% i w przypadku sukcesu zabiera
60 PS. Zaklecie Kombinatoryki jest skuteczne w 60% przypadkéw, ale zabiera 130 PS. Czarodzieje rzucaja zaklecia na
zmiane; Arytmetyk zaczyna. Pojedynek konczy sie, gdy jeden z uczestnikéw straci wszystkie punkty sity. Drugi z nich
zostaje wtedy zwyciezca. Wyznacz prawdopodobienistwo wygranej Arytmetyka.

Wynik. 45/128

Rozwigzanie. Doklada liczba HP nie jest istotna — Arytmetyk przegrywa, gdy trafi go jedno zaklecie, natomiast
Kombinatoryka, gdy trafia ja dwa zaklecia. Zalézmy najpierw, ze kazdy z czarodziejéw ginie, gdy trafi go jedno
zaklecie, a pojedynek rozpoczyna Arytmetyk. Oznaczmy prawdopodobienstwo zwyciestwa Arytmetyka przez ¢. W tym
momencie Arytmetyk moze wygraé albo jesli jego zaklecie bedzie skuteczne (co zdarzy sie z prawdopodobienstwem 0.9),
albo jedli spudluje zaréwno on jak i Kombinatoryka (co zdarza sie z prawdopodobieristwem 0.1-0.4). W drugim
przypadku Arytmetyk znéw wygrywa z prawdopodobienstwem ¢. Otrzymujemy wiec réwnanie:

¢=09+401-04-q,

z ktérego wynika ¢ = 15/16.

Policzmy teraz prawdopodobienstwo, ze Arytmetyk wygra pojedynek. Oznaczmy je przez p. Jezeli Arytmetyk
trafi, a Kombinatoryka spudiuje (prawdopodobienstwo 0.9 - 0.4) dochodzimy do sytuacji z poprzedniego paragrafu i
Arytmetyk wygrywa z prawdopodobienistwem ¢ = 15/16. Z drugiej strony, jezeli oboje spudluja (prawdopodobieristwo
0.1-0.4) to Arytmetyk wygrywa znéw z prawdopodobiefistwem p. Mozemy wigc napisa¢ réwnanie:

15
p=09:04: 2 +0.1-04-p.

Rozwiazujac je otrzymujemy prawdopodobienistwo wygranej Arytmetyka p = 45/128.

Zadanie 51. Niech a(1),a(2),...,a(n),... bedzie rosngcym ciagiem dodatnich liczb calkowitych spelniajacym
zalezno$é a(a(n)) = 3n dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n. Wyznacz a(2018).

Ciag jest rosngcy jesli a(m) < a(n) dla m < n.

Wynik. 3867

Rozwigzanie. Jezeli a(l) = 1, to réwniez a(a(l)) = 1 # 3 -1, co jest niemozliwe. Wobec tego, skoro ciag jest
rosnacy, to 1 < a(l) < a(a(l)) = 3 i w konsekwencji a(l) = 2. Wykorzystujac warunek dany w treSci zadania,
uzyskujemy a(3n) = a(a(a(n))) = 3a(n) dla wszystkich n. W oparciu o te tozsamosé latwo wykazaé indukcyjnie, ze
skoro a(1) = 2, to a(3™) = 2 - 3™ dla kazdego m i w konsekwencji a(2 - 3™) = a(a(3™)) = 3™*!. Istnieje dokladnie
3" — 1 liczb catkowitych ¢ o tej wlasnosci, ze 3" < ¢ < 2 - 3" oraz dokladnie 3™ — 1 takich liczb catkowitych j, ze
a(3") =2-3" < j < 3" = q(2-3"), wiec skoro ciag a(n) jest rosnacy, to wynika z tego, ze a(3™ +b) =2-3" + b
dla wszystkich 0 < b < 3". Wobec tego a(2 - 3" + b) = a(a(3™ + b)) = 3"+ + 3b. Poniewaz 2018 = 2 - 3¢ + 560, wiec
ostatecznie a(2018) = 37 + 3 - 560 = 3867.
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Zadanie 52. Tréjkat réwnoboczny T o boku dtugosci 2018 jest podzielony na 20182 matych tréjkatéw réwnobocznych
o boku dtugosci 1. Zbiér M wierzchotkéw tych matych tréjkatéw nazwiemy niezaleznym, jezeli dla kazdych dwdéch
réznych punktéw A, B € M odcinek AB nie jest rownolegly do zadnego z bokow trdjkata T'. Jaka jest najwieksza
mozliwa liczba elementéw zbioru niezaleznego?

Wynik. 1346

Rozwigzanie. Kazdemu wierzchotkowi siatki tworzonej przez mate trdjkaty réwnoboczne przyporzadkujmy jego
odleglosci od trzech bokéw T' (przyjmujac za jednostke dlugosé wysokosci jednego malego tréjkata). Latwo zauwazyé,
ze liczby przypisane kazdemu z punktéw sumujg sie do 2018. Z drugiej strony dowolna tréjka liczb catkowitych
nieujemnych o sumie 2018 jednoznacznie wyznacza wierzcholek siatki, ktéremu przypisane sa te trzy liczby (jako
odleglosci od odpowiednich bokéw), wobec czego zamiast wierzchotkéw wystarczy rozwazaé tréjki liczb. Kazda taka
tréjke nazwiemy wspotrzednymi wierzchotka.

Niezalezno$é zbioru punktéw oznacza, ze zadne dwa z nich nie maja jednakowej pierwszej, drugiej lub trzeciej
wspdblrzednej. Niech

M= {(xla Y1, Zl)’ ($27 Y2, Z2)7 ) (-Tk7yk, Z"v‘)}

bedzie pewnym zbiorem niezaleznym. Skoro liczby z1,..., 2, sa réoznymi liczbami catkowitymi nieujemnymi, to ich
suma jest réwna co najmniej
k(k—1
0+1+~~+@—1¢:47?J.
Analogicznie mozemy oszacowaé warto$¢ sum y1 + - - -+ yi oraz z1 + - - - + zx. Z drugiej strony, dla kazdegoi=1,...,k
mamy x; + y; + z; = 2018, wobec czego
k(k—1)
3o ——F—<(@m1+-+a)+ W+ +y)+(z+- 4 2) =2017F

2
Stad wynika, ze
2
k<143 -2018,

czyli k < 1346.
Ponizsze dwa ciagi punktow wspoélnie tworza zbiér niezalezny wielkosci 1346:

(0,672,1346), (2,671,1345), (4,670, 1344), ..., (1344,0, 674);
(1,1345,672), (3,1344,671), (5,1343,670), ..., (1345,673,1).

Stad wniosek, ze szukana najwigksza liczba elementéw jest 1345.
Na rysunku przedstawiona jest konstrukcja analogicznego zbioru niezaleznego dla tréjkata o boku 11 zamiast 2018:

>
><>
4%’}

ONONONININININN
VAVAVAVAVAVAVAVAVAN
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
NAANNNNNNN

Zadanie 53. Niech ABC bedzie tréjkatem, w ktérym AB = 5, AC = 6, a w bedzie okregiem opisanym na tym
tréjkacie. Niech ponadto F' i G beda takimi punktami odcinka AC, ze AF =1, FG = 3, GC = 2 oraz niech D i FE
beda réznymi od B punktami przeciecia odpowiednio prostych BF i BG z okregiem w. Jaka dlugo$é ma odcinek BC
jesli wiadomo, ze proste AC' i DE sa réwnolegle?
Wynik. 5+/5/2
Rozwigzanie. Przyjmijmy oznaczenie x = BC'. Skoro ACFED jest trapezem réwnoramiennym, to mozemy réwniez
oznaczy¢ y = AFE = CD. W koncu niech p= BF, ¢q= DF,u=BGiv=GE.

Katy BAC i BDC' sa wpisane w w i oparte na tym samym tuku, wiec sa réwne. W konsekwencji tréjkaty ABF
i DCF sa podobne, skad wniosek, ze

q 5

y_a_7°
)

1 p
Podobnie otrzymujemy podobienstwo tréjkatéw BCG oraz AEG i wynikajaca zen réwnosé
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W konicu skoro AC i DFE sg réwnolegte, to

czyli 22 = 125/2. Wobec tego = = 51/5/2.

Zadanie 54. Wiadomo, ze
222000 — 4569878 . .. 229376 .

6623 cyfry

Dla ilu dodatnich liczb catkowitych n < 22000 pierwsza cyfra liczby 2" réwniez jest 47

Wynik. 2132

Rozwigzanie. Jedli pierwsza cyfra k-cyfrowej liczby N jest ¢, to c10F~1 < N < (c+ 1)10F~1. Wtedy 2¢10F~! < 2N <
(2¢ 4+ 2)10%~1 czyli pierwsza cyfra liczby 2N jest nie mniejsza od pierwszej cyfry liczby 2c i nie wigksza od pierwszej
cyfry liczby 2c + 1. Zastosujmy ten fakt do pierwszych cyfr poteg dwéjki: dla potegi dwéjki rozpoczynajacej sie cyfra 1
wnioskujemy, ze pierwsze cyfry kolejno nastepujacych po niej poteg moga wystapi¢ w jednym z pieciu nastepujacych
ukladow:

1. 1,2,4,8,1
1,2,4,9,1
1,2,5,1
1,3,6,1

AT el

1,3,7,1

Liczba 2° zaczyna sie od 1 i ma jedna cyfre. Prosta indukcja pokazuje, ze dla kazdego d istnieje doktadnie jedna
liczba k(d) taka, ze 2¢(?) zaczyna sie od 1 i ma dokladnie d cyfr oraz dla kazdego d liczba k(d + 1) — k(d) jest réwna
3 (oznaczmy liczbe takich 1 < d < 6622 przez z) lub 4 (oznaczmy liczbe takich 1 < d < 6622 przez y). Wtedy
T +y = 6622 oraz 3x + 4y = 21998, stad y = 2132. Pozostaje zauwazy¢, ze y jest dokladnie liczba poteg dwdjki
zaczynajacych sie od 4 o wyktadniku mniejszym od 22000.

Zadanie 55. Wyznacz liczby wymierne a, b, ¢ o tej wlasnosci, ze

VV2—1=a+ Vb+ e
Liczba wymierna to iloraz dwéch liczb catkowitych.
Wynik. (1/9,—-2/9,4/9)

Rozwigzanie. Przyjmijmy z = /2 — 1 oraz y = /2. Skorzystamy z faktu, ze liczby 3° 4 1 sg calkowite oraz
wykorzystamy wzory skréconego mnozenia dla wyrazen postaci A% + B3. Zauwazmy najpierw, ze

1=y’ —1=(y-DE*+y+1),
skad wobec réwnosci 3 = 3 + 1 uzyskujemy

392 4+3y+3 P +37+3y+1  (y+1)°

2
1:
vy 3 3 3
3 _ __ 1 _ _3
Zatem x _y_l_W_W' .
Ponadto, skoro3=y3+1:(y+1)(y2—y—|—1),toylﬁ:%iostatecznie
V3 _

\ é(V—fﬁ+1).

Tr = =
y+1
Tym samym udowodniliémy, ze tréjka (a, b, c) = (%, —%, %) spelnia warunki zadania.

Mozna udowodnié¢, ze przedstawienie x w postaci sumy trzech pierwiastkow szedciennych z liczb wymiernych jest
jednoznaczne z dokladnoscia do kolejnoéci sktadnikdw.
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