Uloha 1. Na obrdzku je zobrazeny desatuholnik, ktory m4 vSetky uhly pravé. Dkay niektorych strdn (ako na obrazku)
s zname a sd udané v centimetroch.

1000

52 134

45 70
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Aky je obvod desatuholnika v centimetroch?
Vysledok. 4444

RieSenie. Postupnym otocenim ,vnutornych® rohov desatuholnika na ,,vonkajsie“ rohy dostaneme obdlznik. Tento
obdlznik m4 rozmery 2018 a 70 + 134 = 204. Preto je jeho obvod 2 - (2018 + 204) = 4444.

2018

Uloha 2. Na tychto hodindch chyba minttova rucicka. Kolko mintt preslo od poslednej celej hodiny, ak uhol medzi
hodinovou rucickou a dvanastkou je 137°7

Vysledok. 34
Riesenie. Hodinové rucicka prejde za hodinu uhol 360° : 12 = 30°, ¢ize prejdenie 1° jej zaberie dve mintty. Cize od
stvrtej hodiny presla 137° — 4 - 30° = 17°, ¢o jej zabralo 17 - 2 = 34 minut.

Uloha 3. Styria studenti, Adam, Brano, Cyril a Daniel pisali pisomku. Vieme, ze dosiahli 2, 12, 86 a 6 bodov v
nejakom poradi. Taktiez vieme ze

e Adamov pocet bodov bol pampam ako Cyrilov,

e Cyrilov pocet bodov bol pampam ako Branov,

e Danielov pocet bodov bol pampam ako Branov,

e Adamov pocet bodov bol pampam ako Danielov.

kde pampam znamend ,vicsi“ alebo ,mens{“ (vyznam je rovnaky pre vSetky Styri tvrdenia). Aky je stucet poctu
Cyrilovych a Danielovych bodov?

Vysledok. 18

Riesenie. D4 sa vidiet, ze ak pampam znamend ,viacsi“, tak Adam dosiahol najviac bodov a Brafio najmenej, ak

pampam znamend ,mensi“, je to naopak. V oboch pripadoch sa vsak Cyril a Daniel umiestnili v strede, ¢ize dosiahli 6
a 12 bodov, ¢o dava sucet 18.



Uloha 4. Janko s Dankom stoja na ndmesti a pocitaji domy okolo neho. Obaja pocitaji v smere hodinovych ruéiciek,
avSak kazdy zacal od iného domu. Jankov §tvrty dom je Dankov Sestnasty a Jankov dvandasty dom je Dankov siedmy.
Kolko je na ndmest{ domov?

Vysledok. 17

Riesenie. Ked'ze Jankov §tvrty dom je Dankov Sestnésty, existuje segment domov kde Dankove &isla st o 12 viésie.
Tento segment viak musi skonéit skor ako Janko napoéita do 12, pretoZe inak by Danko dostal 12 + 12 = 24. Ked'ze
poradové ¢islo sa vidy znizi o celkovy pocet domov, ked niekto dopoéita na koniec, vidime Ze na namesti je 24 — 7 = 17
domov.

Uloha 5. Petrik dostal za dlohu vy¢istit kdvovar od vodného kameria. Preéital si ndvod a zistil, Ze musi zmiesat Styri
diely vody a jeden diel 10 % octového koncentridtu. Nanestastie mé doma iba 40 % koncentrat. Kolko dielov vody musi
zmiesat s jednym dielom 40 % koncetnratu, aby dostal roztok s predpisanou koncentraciou?

Pozndmka: n % octovy koncentrat pozostava z n dielov kyseliny octovej a 100 — n dielov vody.
Vysledok. 19

Riesenie. 'V pévodnom roztoku tvorf kyselina octovd 10 % jedného z piatich dielov. Rovnakd koncentrdciu teda mozno
dostat, ak bude kyselina octova tvorit 40 % = 4-10% jednej z 4 -5 = 20 dielov, ¢ize ku koncentratu treba pridat d’alsich
19 dielov vody.

Uloha 6. Ak priamka g je rovnobeznd s priamkou h a uhly pri vrcholoch A a C si postupne 105° a 145° stupnov,
ako je naznaéené na obrazku, aké je velkost uhla CBA?
A 9
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Vysledok. 110°

Riesenie. UvaZzujme body D a E leziace na priamkach h a g tak, Ze zndme uhly a uhol ktorého velkost sa snazime
zistit tvoria vntitorné uhly pituholnika ABCDE. KedZe siet velkosti dvoch novopridanych uhlov je 180° (méZme ich
spravif oba pravé ako na obrazku, no nie je to nutné) a sicet velkost{ vnitornych uhlov pétuholnika je 540°, vieme Ze
hladand velkost je 540° — 180° — 105° — 145° = 110°.

A E g
105° N
B 110°
145°
. h
C D

Uloha 7. Ak ABCD je stvorec, ak je velkost uhla e (v stupnioch)?

A D
3

o

B C

Viysledok. 67.5°

Riesenie. Pomenujme vrcholy uhlov € ako X a Y. Potom plati |[<AXY| = |[<AY X| = e. Dalej, kedze |<XAY| =
|<CAB| = 45°, pre vnitorné uhly trojuholnika XY A bude musief platit:

45° + ¢+ =180°,
takze £ = 67,5°.



Uloha 8. Cecil sa narodil jeho mame, ked oslavovala 27. narodeniny. Najviac kolkokrat sa moéze stat, ze Cecilov vek
je rovnaky ako vek jeho mamy pre¢itany odzadu?

Poznamka: Pripadné zaciatoéné nuly ¢isel st ignorované, teda napriklad 470 sa odzadu precita ako 74.
Vysledok. 7

Riesenie. Nech Cecil mé ¢ rokov a jeho mama nech mé m rokov, pricom ¢ je rovnaké ako m precitané odzadu. Cisla ¢
a m maji rovnaky pocet cifier (pricom ¢ moéze zaéinat nulami, ak nimi m konéf), ¢o je najmenej 2. Nech a a b su cifry
na mieste jednotiek éisel ¢ a m v tomto poradi. KedZe Cecilova mama je od Cecila o 27 rokov starsia, vidime, ze bud
a+7=b,alebo a+ 7 =10+ b. Ak by Cecilova mama mala aspori 100 rokov, rozdiel prvych cifier ich vekov by mohol
byt najviac 1, ¢o nie je mozné, kedze to su cifry b a a. Z toho vyplyva, Ze ¢ aj m majui po dve cifry.

Hladdme teda vietky &fsla ab, pre ktoré plati

ab = ba + 27.

Vieme, Ze a > b, takze podmienka a + 7 = b nemdze platif. Zvazime teda podmienku a + 7 = 10 + b alebo a = b + 3.
Kedze a <9, plati b < 6. Pre kazdu cifru b € {0,1,...,6} dostaneme cifru a ako a = b+ 3. Je zjavné, Ze pre tieto cifry
rovnost (b+ 3)b = b(b+ 3) + 27 plati. Takze hladand situdcia moze nastat sedemkrat: Ked mé Cecil 3, 14, 25, 36, 47,
58 a 69 rokov.

Uloha 9. Kikina skisa usporiadaf 32 bielych a 32 &ernych kocick s hranou dfzky 1 do jednej velkej kocky 4 x 4 x 4.
Chce, aby na povrchu velkej kocky bolo o najviac bielej. Ak4 najviésia éast povrchu velkej kocky moze byt biela?
Vysledok uvedte v tvare zlomku.

Visledok. 3/4

Riesenie. Ak umiestnime mali bielu kocku do rohu velkej kocky, na povrchu budu tri jej biele steny. Ak ju umiestnime
na hranu velkej kocky, na povrchu budtd dve biele steny. Velk4 kocka mé osem rohov a dvandst hrén, kazd4 po dve
kocky, ¢o je dokopy 32 kociek. Je jasné, ze najviac bielej na povrchu dosiahneme tak, ze biele kocky umiestnime prave
na tieto miesta. Takto postavend kocka bude mat kazdud stenu rovnakii — dvandst bielych ¢asti a styri ¢ierne. Teda
najvacsi mozny podiel bielej bude 12/16 = 3/4.

Uloha 10. Sto Iudf sa zi¢astnilo vyberového konania na let na Merkir. Kazdy potencidlny astronaut musi absolvovat
tri testy — test fyzickej zdatnosti, psychologicky test a prakticky test. Iba 26 uchidzacov tuspesne preslo testom
fyzickej zdatnosti. Popritom 60 uchadzacov nespravilo aspon dva z troch testov. Dalej vieme, ze 83 Tudi nespravilo
bud’ psychologicky test, alebo prakticky test. Nikto neprepadol aj v psychologickom, aj v praktickom teste. Kolko
ucastnikov bolo prijatych, t. j. splnilo vSetky tri testy tispesne?

Vysledok. 3

Riesenie. KedZe nikto neprepadol zéroveii v psychologickom aj praktickom teste, kazdy, kto nespravil aspoii dva testy,
musel nespravit test fyzickej zdatnosti. To ndm ddva (100 — 26) — 60 = 14 Tud{ ktori prepadli iba v skiigke fyzickej
zdatnosti. Spolu s 83 Tud'mi, ktorf prepadli bud na psychologickom teste, alebo praktickom teste to ddva 97 vyligenych
ticastnikov, ¢ize z celej skupiny boli prijat{ iba 3 Iudia.

Uloha 11. Stvorec A ma dve strany, ktoré su zaroven polomerom kruznice. Stvorec B mé dva vrcholy na tej istej
kruznici a mé éast jednej hrany spoloénti so stvorcom A. N4jdite pomer obsahu §tvorca A k obsahu §tvorca B.

Vysledok. 5:4

Riesenie. Oznacme s dlzku strany §tvorca B a r polomer kruznice. Vd'aka symetrii stred kruznice delf stranu stvorca
B, ktor lezi na priemere kruznice, na dve rovnaké ¢asti s dlzkou s/2. Potom z Pytagorovej vety méme:

2 5
7"2 = (%) +52 = 1827



¢ize hladany pomer obsahov je 5:4.

[S]1)

Uloha 12. Zistite dve posledné cifry sucinu
2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31 - 37.

Vysledok. 10

Riesenie. Kedze v stéine sa nachidza 2 - 5, posledna cifra bude 0. Cifru pred fiou potom dostaneme ako poslednii
¢fslicu stéinu 3-7-11 - ... - 37. Staéi braf do dvahy iba posledné cifry ¢initelov, pricom mozeme ignorovat jednotky.
Teda, potrebujeme zistit poslednt cifru siéinu

3.7-3.7-9-3.9.7=(3-7)-(3-7)-(3-7)-(9-9).

Ked7e 7 -3 = 21 m4 poslednii cifru 1, mézeme odstranit vietky (3 - 7). Ostalo ndm 9 -9, ¢o m4 poslednii cifru op#t 1.
Teda posledné dve cifry povodného su¢inu budi 10.

Uloha 13. Detektiv vypocival Siestich podozrivych zo zlo¢inu. Pri vypocéivani prvych piatich detektiv zistil, ze maji
postupne 1, 2, 3, 4 a 5 kamaratov spomedzi vSetkych Siestich podozrivych. Kamaratstva si vzajomné. Detektiv sa
rozhodol zistit pocet kamaratov posledného podozrivého este pred jeho vypoétivanim. Kolko kamaratov mé posledny
podozrivy?

Vysledok. 3

Riesenie. Nech n je pocet kamaratov posledného podozrivého. Podozrivy, ktory ma 5 kamaratov, je kamarat s kazdym
podozrivym. Jeho vynechanim sa zniZi poéet kamaratov kazdého podozrivého o 1. Taktiez mozme vynechat podozrivého
len s jednym kamardtom, pretoze po znizeni poctu jeho kamardtov na 0 (vynechanim toho podozrivého, ktory je
kamardt s kazdym) ndm uz neposkytne ziadnu informdciu, uz je nepodstatny. Takto dostaneme skupinu podozrivych,
ktori maju 1, 2, 3 a n — 1 kamarédtov medzi sebou. Opakovanim tychto krokov dostaneme este mensiu skupinu, ktora
m4 1 a n — 2 kamaratov medzi sebou. Z toho lahko vidiet, Ze n — 2 = 1, respektive n = 3.

Pozndmka: Toto rieSenie vieme pozmenit na tvorenie vyhovujicej (pottom kamardtov) skupine podozrivych. Vysledok

je zobrazeny v nasledujucom grafe:

) )
B

Uloha 14. Kocka na obrdzku md na kazdej svojej stene napfsané kladné celé &islo. Siéin éisel na protilahlych stendch
je pre vietky dvojice stien rovnaky. Cisla na stendch nemusia byt rézne. Aky najmensi moze byt sticet éisel na vsetkych

stenach kocky?
i '




Vysledok. 40
Riesenie. Nech S je sicin &sel na protilahlych stendch. Cim viicsie S, tym vEcs! je aj sicet vietkych éfsel na stendch.
Nakolko S musi byt delitelné vietkymi troma ¢islami, ktoré vidime na kocke, tak najmensia moznd hodnota S je ich

najmensi spolo¢ny nasobok. Teda S = 36. Za tychto podmienok ¢isla, ktoré nevidime, si 3, 4 a 6. Potom sicet ¢isel na
stenéch je 6 +9 + 124+ 6 +4 4+ 3 = 40.

Uloha 15. Zistite velkost vyznaceného uhla medzi hrubymi tseckami, pokial viete, ze Sedy osemuholnik a pruhovany
pituholnik s pravidelné a pruhovany §tvoruholnik je stvorec.

Vysledok. 99°

Riesenie. Oznacme si body tak, ako je uvedené na obrazku.

D

Uhol CBD je rozdiel vniitornych uhlov osemuholnika a pétuholnika, teda |<CBD| = 135° — 108° = 27°. Dalej lahko
zistime, ze |<ABD| = 135°. Kedze trojuholniky ABD a C'BD st rovnoramenné,

|<CDB| = 1(180° — |[<CBD|) = 76,5°,
|<BDA| = £(180° — |<ABDI) = 22,5°.

7 ¢oho vyplyva
|<CDA| = |<CDB| + |<BDA| = 99°.

Uloha 16. Minister m4 osobného soféra, ktory kazdé rdno optisfa ministerstvo v rovnakej hodine, aby vyzdvihol
ministra a doviezol ho na ministerstvo. Minister vstdva kazdé rano v rovnaky ¢as a auto pride vidy presne vtedy, ked
je minister pripraveny odist. Dnes sa vSak minister zobudil skor a bol rano pripraveny o hodinu skor, tak sa rozhodol
kracat smerom k autu (ktoré vyrdzalo z ministerstva vo svojom zvycajnom ¢ase). Ked sa stretol s autom, nasadol a
prisiel na ministerstvo o dvadsat mintt skor ako zvyéajne. Kolko mintt krd¢al minister, kym nasadol do auta? Mozete
predpokladat, ze auto sa hybe konstantnou rychlostou, ministrovi trvé nastupovanie do auta nulovy ¢as a rannd cesta
Soféra z ministerstva k ministrovi je té ist4 ako od ministra na ministerstvo.

Vysledok. 50
Riesenie. Cas, ktory minister ziskal tym, Ze sa zobudil skor (1 hodina), sa rozdelf na hladany ¢as krdcania t a ¢as,
ktory by potrebovalo auto, aby sa dostalo od miesta stretnutia k ministrovimmu domu, ¢o je polovica celkového usetreného

casu. Preto
20

=t4+ =
60 =1t + 3,

teda t = 50.



Uloha 17. Najdite najmensie celé kladné &islo, ktoré mé aspon dve cifry a pre ktoré plati, ze ked vymazZete jeho
prvi é&fslicu (najviac vlavo), ostane &fslo, ktoré je 29-krat mensie.
Vysledok. 725

Riesenie. Oznaéme d prvi cifru hladaného éisla, k &islo, ktoré ostane, ked tiito cifru vymazeme, a n pocet cifier éisla
k. Potom hladané éislo mozno zapisat v tvare
10"d 4+ k = 29k,

resp.
28k = 10™d.

Lavé strana je delitelna 28 = 22 - 7, preto musi byt aj prava, z ¢oho dostdvame d = 7 a n > 2. Napokon zvolime
najmensie mozné n = 2, z ¢oho dostadvame k = 25, teda hladané é&islo je 725.

Uloha 18. Kolkokrat za 24 hodin zvierajui hodinovéd a mintdtové ruc¢icka pravy uhol?
Vysledok. 44

Riesenie. Minutova rucicka urobi za 24 hodin 24 otacok, hodinova 2 otacky. Teda hodinova a minitova rucicka sa
prekryji 22-krat za 24 hodin. Za kazdy takyto prekryv sa rucicky vyskytni v pravom uhle dvakrat, ¢ize odpoved je 44.

Uloha 19. Najdite vietky stvorciferné palindrémy, ktoré moézu byt zapisané ako siéet dvoch trojcifernych palindrémov.
Poznémka: Palindrém je éislo, ktoré sa spredu piSe rovnako ako zozadu. Napriklad 2018102 je palindrém. Cislo neméze
za&inat nulou.

Vijsledok. 1111, 1221

Riesenie. Nech abba je taky palindrém. KedZe je to stcet dvoch trojcifernych ¢isel, nemoze byt viicsie nez 1998, takze
a = 1. Ttito rovnost mozeme zapisat ako 1bbl = cdc + Zyz, ¢o vieme prepisat na

1001 + 110b = 101(c + ) + 10(d + y).

Na mieste jednotiek na lavej strane je 1, preto ¢ 4+ x musi maf tieZ 1 na mieste jednotiek. Aj ¢ aj x st aspoii 1 a najviac
9, preto ich st¢et musi byt ¢ + z = 11. Dosadenim zjednodusime rovnicu na

1(b—1)=d+y.

Na pravej strane mame sicet dvoch cifier, ¢o je ¢islo od 0 do 18. Pre b tak mame dve moznosti a obe vedu k rieSeniu:
1111 = 505 + 606, 1221 = 565 + 656.

Uloha 20. Strany rovnostranného trojuholnika st rozdelené na dve casti v pomere 6 : 1 tak, ze deliace body tiez
tvoria rovnostranny trojuholnik (vid obrdzok). N4jdite pomer obsahu mensieho rovnostranného trojuholnika k viésiemu
rovnostrannému trojuholniku.

Viysledok. 31/49
Riesenie. Obsah kazdého z troch malych trojuholnikov je
16_6
7T 7 49
z velkého rovnostranného trojuholnika, pretoZe vyska je 1/7 z vysky velkého rovnostranného trojuholnika a jej

odpovedajiica strana je 6/7 zo strany velkého rovnostranného trojuholnika. Z toho vyplyva, Ze pomer mensicho
rovnostranného trojuholnika k obsahu véc¢sieho rovnostranného trojuholnika je

6 31
1-3 5= 15



Uloha 21. N4jdite vietky stvorice (a,b, ¢, d) kladnych celych &isel takych, Ze ked v tabulke nahradime pismenka
prislichajicimi éslami, tak a, b, ¢, d budd postupne poéty véetkych jednotiek, dvojok, trojok a stvoriek v celej tabulke,
a to presne v tomto poradi.

Visledok. (2,3,2,1), (3,1,3,1)
Riesenie. Vieme zaplnit iba §tyri volné miesta, takZe Ziadne &islo sa v tabulke neobjavi viac ako patfkrat. Ani patka
sa neobjavi, lebo by zaplnila piate miesto pre dané ¢islo. Takze za a, b, ¢, d dosddzame iba ¢isla od 1 do 4.

Najprv sporom ukdzeme, 7e d = 1. Keby bolo d = 2, tak je eSte niekde inde §tvorka. Dotyéné éislo tak musi zaplnit
vietky volné miesta okrem tej $tvorky, teda musi byt b = 4. Evidentne vsak §tvorica (2,4, 2, 2) nevyhovuje. Ak je d > 2,
dojdeme k sporu este rychlejsie.

Vieme povedaf, Ze a € {2,3} a obe mozZnosti vedu k rieseniu. Ak a = 2, tak b,c € {2,3}, lebo 1 ani 4 uz byt nemo6zu.
Pripad b = 2 vedie k sporu, uz by boli v tabulke tri dvojky. b = 3 m4 potom rieSenie, ked ¢ = 2. Ak a = 3, tak v tabulke
musi byt este jedna jednotka a nemdze to byt ¢ (lebo uz mame dve trojky). Preto b = 1 a rieSenie uzatvara ¢ = 3.

Uloha 22. Peter zabudol svoje heslo. Paméta si, ze heslo pozostava z deviatich malych pismen latinskej abecedy a ze
obsahovalo slova ,voda“ a ,slovo“. Kolko hesiel spliia tieto podmienky?

Poznamka: Slova sa vyskytuju celistvé, teda napriklad ,sloveso“ neobsahuje ,slovo*. Dohromady je v abecede 26
pismen.

Vijsledok. 2030 = 262 - 3 + 2

Riesenie. Najprv uvazujme pripad, ked sa slové ,voda“ a ,slovo“ neprekryvaji. V tom pripade vyuziji vietky pismend
a st dve moznosti ako ich zapisat: ,slovovoda“ a ,,vodaslovo®.

Ak sa prekryvaju, tak je iba jedna moznost ako ich usporiadat: ,slovoda“. Si tri moZnosti ako umiestnit dve
nevyuzité pismend: ,**slovoda*“, ,*slovoda*“,  slovoda**“. Kazdy pripad mé 262 = 676 moznosti, ako tieto pismend
zvolit. V pripade, ked sa prekryvaji mame spolu 676 - 3 = 2028 moZnosti.

Dohromady méme pre heslo 2028 4 2 = 2030 moznosti.

Uloha 23. Ak nahodne vyberieme dve rozne éisla z mnoziny {1,2,3,...,n — 1,n}, tak pravdepodobnost, Ze tieto
dve ¢isla st po sebe iduice kladné celé ¢éisla, je % Urcte n.
Vysledok. 42
Riesenie. Existuje n — 1 parov po sebe idicich ¢isel v mnozine {1,2,3,...,n — 1,n}. Mame %n(n — 1) moznost{ ako
nahodne vybrat dve rézne é&isla z tejto mnoziny. Z éoho dostévame

n—1 2 1

inn—1) n 21

a teda n = 42.

Uloha 24. Andrej, Boris a Cyril spolu hrali stolny tenis podl'a nasledujtcich pravidiel: Kazdé kolo hrajd proti sebe
dvaja hraéi a treti oddychuje. Ten, kto kolo vyhra, hra d'alsie kolo proti hracovi, ktory predtym oddychoval. V prvom
kole hral Andrej proti Borisovi. Po niekolkych koldch mal Andrej 17 vitazstiev a Boris 22. Kolkokrét hrali proti sebe
Andrej a Boris?

Vysledok. 20

Riesenie. Vsimnime si, Ze kedykolvek kolo vyhra Cyril, nemé to na poéty vyhier Andreja a Borisa ziaden vplyv, a
taktiez to nem4 ziaden vplyv na pocet kol, ktoré Cyril nehra. Mozme teda ratat s tym, ze Cyril vzdy prehrd. Inak
povedané, kazdd vyhra Andreja nad Borisom zvySuje Andrejove celkové skére o dva (ak nenastala v poslednom kole), a
naopak. Ked'ze poéet Andrejovych vyhier je neparny, vidime Ze posledné kolo bolo Andrej proti Borisovi a Andrej
vyhral. Ak by sme pridali este jedno kolo (Andrej proti Cyrilovi, vyhra Andrej), celkovy pocet kol, ktoré Cyril nehral,
bude polovica vysledného stic¢tu vyhier Andreja a Borisa, teda (18 + 22)/2 = 20.



Uloha 25. Zékaznici internetového obchodu mozu vyjadrit svoju spokojnost s ndkupom prostrednictvom online
hodnotenia na pétbodovej hodnotiacej skdle (1 hviezdicka = tibohé, 5 hviezdiciek = vyborné). Minuly tyZden bolo
priemerné hodnotenie prave vydaného smartfénu 3,46 hviezdicky. Po tom, ako tento tyzden zahlasovali d'alsi dvaja
ludia, sa priemer zdvihol na 3,5 hviezdicky. Kolko Iudi doteraz ohodnotilo smartfén?

Vysledok. 52

Riesenie. Oznacme k pocet povodnych hodnoteni a x stcet ich hviezdiciek. Dalej nech a, b sit hodnotenia z tohto
tyzdna. Potom

T r+a+b
— =234 — =3.
A 3.46 a ) 3.5
alebo
v=(3+2Z)k, (1)
z+a+b=(34+3)k+7. (2)

Z rovnice (1) vyplyva, ze k je ndsobok 50. Navyse ked odéitame (1) od (2) dostaneme

k
a+b—T7=—.
+ 25
KedZe a,b < 5, Tavd strana je celé &islo mensie rovné 3, teda k < 75. Ostdva teda jedind moznost, a to, ze k = 50. Po
zardtani hodnoten{ z tohto tyzdiia dostaneme, Zze doteraz hlasovalo 52 ludi.

Uloha 26. Hanka m4 Styri pary ponoziek s ndpismi pondelok, utorok, streda a stvrtok. (Kazdy par m4 préve jeden
deti ako napis.) Kolkymi sposobmi méze nosit tieto ponozky od pondelka do §tvrtka, ak ndpisy na ponozkéch, ktoré
nosi, musia byt rézne a neméze to byt nézov aktudlneho diia? Ponozky sa v priebehu dila nemenia a nemézu sa nosit
opakovane.

Poznamka: Hociktors ponozka moze byt nosens na hociktorej nohe, t.j. nerozlisujeme pravé a lavé ponozky. Taktiez
nerozlisujeme, ktort ponozku m4 Hanka na pravej a ktord na lavej nohe.

Vysledok. 9

Riesenie. Pre jednoduchost budeme pouzivat &sla od 1 po 4 namiesto nazvov dni. Ku kazdému ditu prislichajd tri
¢isla: Poradové ¢islo diia a dve ¢isla ponoziek nosenych v dany den. Tieto tri ¢isla si rozne a ekvivalentne mézme v dany
defi uréit nosené ponozky pomocou nepouzitého &sla. Odvodime, ze vhodné rozdelenie ponoziek stvisi s permutdciami
(1,2,3,4), ktoré nemaji ziadne ¢islo na pévodnej pozicii.

Tento pocet méze byt vypoéitany nasledovne: Mame tri moznosti, kam umiestnime 1. Ked umiestnime 1 na poziciu
n # 1, tak moZeme umiestnit n na tri moZné miesta. Zvy$né dve ¢isla uz maji umiestnenie uréené — aspon jedno z nich
totiz eSte nemd obsadeny den. Dohromady to ddva 3 -3 = 9 takychto preusporiadani a to je aj poc¢et moznosti, ktorymi
moZze Hanka nosit ponozky.

Uloha 27. Porota 26 matematikov rozhodovala o nominécii (aspon) piatich filmov pre cenu na festivale filmov s
matematickou tematikou. Vyberala zo 16 filmov nasledovnym sposobom: Kazdy porotca voli pit roznych filmov a
pit filmov s najvyssim po¢tom hlasov je nominovanych. Ak je viacero filmov s rovnakym poétom hlasov na piatom
mieste, vSetky tieto filmy st nominované. Aky je najmensi pocet hlasov taky, ze film, ktory ma dany pocet hlasov,
bude nominovany bez ohladu na poéet hlasov ostatnych filmov?

Vysledok. 21

Riesenie. Dokopy sa rozdeluje 26 - 5 = 130 hlasov. Ak film dostal 20 alebo menej hlasov, tak zvysnych 110 hlasov moze
byt rozdelenych tak, aby nejakych 5 filmov dostalo po 21 hlasov. Ak film dostal 21 hlasov, tak nebude nominovany iba
ak je inych 5 filmov s aspon 22 hlasmi. To by vSak znamenalo, Ze sa pouzilo aspon 21 + 5 - 22 = 131 hlasov, ¢o je spor.

Uloha 28. Redlna funkcia f spliia f(z) +xf(1 — ) = x pre kazdé redlne ¢islo x. Ndjdite f(—2).
Vysledok. %

Riesenie. Za x dosadime —2 a dostaneme f(—2) — 2f(3) = —2. Uz nam staéi iba ur¢if f(3). Za x dosadime 3 a
dostaneme f(3) + 3f(—2) = 3. Spolu s prvym vztahom méme dve rovnice o dvoch neznamych f(—2) a f(3). Ked
vynéasobifme druhii rovnicu 2 a séitame ich, dostaneme f(—2) = 2

7-
Pozndmka: Funkcia f splitajtica zadanie existuje a je jedina: flx)=2%/(z? -z +1).



Uloha 29. Méme dvojciferné &fsla n, a, b, o, j, ktorych siéin naboj je delitelny ¢islom 4420. Uréte najvicsiu mozni
hodnotu ich si¢tu n+a+b+ o0+ j.
Vysledok. 471

Riesenie. Najskor si rozlozme 4420 = 2-2-5-13-17. Ked'ze 13 a 17 st prvoéisla, jedno z &sel n, a, b, o, j musi byt
delitelné 13 a jedno 17. Ked'ze najmensi spoloény nasobok 13 a 17 je 221, neexistuje dvojciferné &islo, ktoré by bolo
delitelné obomi zdroveii. Preto bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpokladat, Ze n je delitelné 17 a a je delitelné 13.
To znamend, ze n <8 =5-17aa <91 =7-13.

Predpokladajme teraz, ze n = 85 a a = 91. Vidime, ze n = 85 je delitelné 5, takze potrebujeme uz len zaruéit
delitelnost 4. Ked'Ze n a a st neparne, 4 musi delit siéin boj. Preto je jedno z &sel b, o, j delitelné 4 alebo dve z tychto
¢isel st delitelné 2. Vics! sticet dostaneme v druhom pripade, ked b = 0 = 98 a j = 99. Za tychto predpokladov by sme
dostali sucet n +a+b+o0o+7=85+91+ 98+ 98 + 99 = 471.

Co v pripade, keby bolo n < 85 alebo a < 91?7 Ked'ze ¢isla n a a maji byt delitelné postupne 17 a 13, znamenalo by
to, Ze n < 68 = 85— 17 alebo a < 78 = 91 — 13. Potom by stiéet n +a -+ b+ 0+ j mohol byt najviac 68 4+ 91+ 3-99 = 456
(v prvom pripade) alebo 85 + 78 4+ 3 - 99 = 460 (v drohom pripade), a to je menej ako sme dosiahli v predchddzajicom
odseku. Najvécsia mozna hodnota suctu n+a + b+ o+ j je teda 471.

Uloha 30. Nina si objednala osem tenisovych lopticiek a jednu volejbalovti loptu cez internet. Lopty, ktoré maji
dokonaly tvar gule, boli zabalené v krabici tvaru kocky. Kazd4a tenisova lopticka sa dotykala troch stien krabice a
volejbalovej lopty. Polomer volejbalovej lopty je 10 cm a polomer tenisovej lopticky je 5cm. Kolko centimetrov mé
hrana krabice (kocky)?

Vijsledok.  10(1 4 /3)

Riesenie. Telesova uhlopriecka krabice prechadza cez stredy volejbalovej lopty a dvoch tenisovych lopticiek a taktiez
cez body, v ktorych sa vzajomne dotykaju tieto lopty. Jediné kusky telesovej uhlopriecky, ktoré nie su v ziadnej lopte st
medzi tenisovymi lopti¢kami a rohom krabice. Vzdialenost medzi stredom tenisovej lopticky a rohom krabice je polovica
telesovej uhlopriecky kocky, ktorej je tato tenisova lopticka vpisana. Teda dlzka telesovej uhlopriecky krabice je stucet

e (2x) 1/2 telesovej uhlopriecky kocky, ktorej je této tenisové lopticka vpisand,
e (2x) polomer tenisovej lopticky,
e priemer volejbalovej lopty.

Preto je dizka telesovej uhlopriecky krabice
10V3 + 10 + 20 = 30 + 10v/3,

z ¢oho dopocitame dizku hrany krabice:

30 +10v3
—5 - 10(1 + V3).

Uloha 31. V desiatkovej ststave mé ¢islo 229 devit roznych cifier. Ktort cifru toto éslo neobsahuje?
Vysledok. 4
Riesenie. Jednym rieSenim je to zratat, najrychlejsie je asi vyuzit, ze 210 = 1024, vypocitat 10243 a predelit to 2.
Vyjde ndm 22° = 536 870 912.

Jednoduchsie je spolahnif sa na fakt, ze to obsahuje devit réznych cifier a zvysok ich stétu po deleni 9 je rovnaky
ako zvysok 22%. Umocnovanie 2" déva po delenf 9 zvysky periodicky s periédou 6. Kedze sticet vietkych cifier je 45, pre
chybajticu cifru z vieme dostat rovnicu

45 —2=2%=2"=5 (mod9).
Z toho uz lahko zistime, 7ze x = 4 mod 9 a chybajica cifra je 4.

Uloha 32. Janko robil poriadky na povale a nasiel start kalkulacku, ktora ukazovala za desatinnou cCiarkou len
prvé dve cifry z vysledku. Kalkulacka vedela poéitat druhé odmocniny. Napriklad pre v/4 ukézala vysledok 2,00 a pre
V6 = 2,44949 ... ukéazala 2,44. Najdite najmensie kladné celé ¢islo, ktoré nie je druhou mocninou celého éisla, ale
Jankova kalkulacka zobrazi jeho druhi odmocninu s dvomi nulami za desatinnou ¢iarkou.

Vysledok. 2501



Riesenie. Oznacme pdc(n) prvé dve cifry za desatinnou ¢iarkou &isla y/n. Je zrejmé, ze ak n je stvorec, pde(n) bude
rovné nule. Ako n klesa k najblizsiemu Stvorcu, klesd aj pdc(n). Ked'ze hladdme najmensie n, ktoré ma pde(n) = 0,
bude sa dat n zapisat ako k2 + 1 pre nejaké celé &islo k.

Hodnota v/k2 + 1 zaokrihlené nadol na celé ¢islo je rovnd k, ¢ize vk +1 — k je ¢islo medzi 0 a 1, teda desatinn4
¢ast vyrazu vVk2 + 1. To, ze pdc(k? 4+ 1) m4 byt rovné nule mozno teda zapisat aj ako

V2 + —Ic<L

100°

Pri¢itanim k k obidvom strandm, umocnenim (obe strany si kladné) a ndslednym preusporiadanim dostaneme

1
k 1— .
>0 (1 1052 )

Pravé strana nerovnosti je ¢islo medzi 49 a 50. Ked'ze k je celé éislo, k > 50. Teda najmensie mozné n = 50% 4 1 = 2501.

Uloha 33. Miso m4 tabulku s 2018 x 2018 polickami. Rozhodol sa do kazdého policka napisaf celé &slo od 1 po 9
tak, aby v kazdom §tvorci 3 x 3 bol sticet ¢isel delitelny 9. Kolkymi moznymi sposobmi moéze tabulku takto popisat?

Vijsledok. 98068

Riesenie. Prvé dva stipce a riadky mozeme vyplnif Tubovolne a zdroveii tym uréime celd tabulku. Vzdy potom totiz
vieme néjst 3 x 3 bunku, ktord je zaplnend celd okrem policka v poslednom riadku a stipci. Toto policko je jednoznacne
urcené zvyskom suctu zvysnych policok bunky. Po urc¢eni prvych dvoch riadkov a stipcov tak mo6zme jednoznacne
doplnit celd tabulku, pozri obrazok. Poéet sposobov, ako vieme vyplnit prvé dva riadky a stfpce, je riesenim, lebo ich
vieme vyplnif Tubovolne (t.j. dolny odhad) a zdroveii ziadne dve vyhovujiice popisania nemaji prvé dva riadky a stipce
zhodné, lebo tie uz uréia celi tabulku (horny odhad). Volitenych policok je 4 - 2018 — 4 = 8068, teda moznosti je 98968,

9|8 9|8 918 9|8

9|7 9|7 9|7 9|7]2

5|2 _>52 _>525 _)5251
4|1 4|1]1 41|12 4|11]1|2
31619]9]1(3 3|6 9|1]3 3|16(9](9]1]3 31619]9]1(3
2|19]1|7 4 2|9[1[7|4]4 219[1[7]4]4 2|19]1|7 4

Uloha 34. Nijdite vietky dvojice kladnych celych éisel (n,m) spliiajiice rovnost 4™ + 260 = m2.

Viysledok. (3,18), (6,66)

Riesenie. Rovnost vieme upravit na m? — (2")2 = 260. Lavii stranu vieme rozlozif na sié¢in a dostdvame (m — 2")(m +
2™) = 260. Cislo 260 mé prvociselny rozklad 260 = 22 -5 - 13, ¢o nés vedie k nasledovnym rozkladom:

260=1-260=2-130=4-65=5-52=10-26 = 13- 20.

Uvedomme si, ze (m —2") < (m+2"). Vdaka tomu, ze (m+2") — (m—2") = 2"*! dostaneme dve moznosti 26 — 10 = 2*
a 130 — 2 = 27. Z nich dostaneme dve dvojice (3,18) a (6,66) spliajice rovnost.

Uloha 35. V rovnostrannom trojuholniku ABC' 1G¢ svetla prichddzajici z bodu B zasiahne stranu AC' v bode D
takom, ze |DC| : |AC| = 1 : 2018. Predpokladame, 7ze uhol odrazu je rovny uhlu dopadu. Podobne sa odrazi vzdy, ked
zasiahne niektort stranu trojuholnika ABC. Kolkokrat sa odrazi 14¢ (vratane tohto prvého odrazu), kym zasiahne
niektory vrchol trojuholnika ABC'?

Vysledok. 4033

Riesenie. Namiesto toho, aby sme uvazovali nad odrazom liéa, nechajme ho ist po priamke a vzdy, ked narazi
na niektort hranu trojuholnika, preklopime cez tito hranu trojuholnik. Ukazeme, ze jeden rad tychto preklopenych
trojuholnikov stac¢i na to, aby 14¢ narazil na niektory vrchol.

Oznatme FE priesecnik polpriamky BD s priamkou, ktord je rovnobezna s BC a vedie cez bod A a bod F na
priamke BC taky, ze EF || AC. Potom trojuholniky BC'D a BFE si podobné a BF = 2018 BC'. Z toho vyplyva, ze
bod E sa d4 dostat postupnym prekldpanim trojuholnika ABC.

D4 sa vidiet, ze BE pretina 2 - 2017 — 1 = 4033 &asti radu trojuholnikov, ¢o je v reéi zadania ekvivalentné 4033
odrazom luca. Na obrazku je znézornené rieSenie pre DC' : AC' =1 :5.
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Uloha 36. ObdiZnikovy list papiera ABCD bol prelozeny tak, ze bod A skon¢il na strane BC' a bod M, kde sa
strana C'D pretina so stranou DA, je presne v jednej tretine CD, t.j. |CD| = 3|CM| (ako na obréazku). Ak obsah
Sedého trojuholnika je 1, aky je obsah pédsikovaného trojuholnika?

Visledok. 9/4

Riesenie. Oznacme body tak, ako na obrazku.

D/
D K/\v\M c
» A’
A T B

Trojuholniky KM D', A’MC a LA’B su pravouhlé a podobné navzdjom, ako je zjavné z jednoduchého pocitania uhlov.
Preto hladdme pomer podobnosti medzi dvoma trojuholnikmi v zadani. Z toho, ze |[KD| = |KD'| a |LA| = |LA'|,
mame
|D'K| + |KM| = |DM| = 2|DC| = Z|AB]|
|A'L| + |LB| = |AB].

Ked'ze A'L zodpovedd KM a LB zodpovedd KD’ v horeuvedenej podobnosti, dokazuje to, Ze pomer podobnosti je
3/2. Nas viak zaujimaji obsahy, a preto vysledok je (3/2)% = 9/4.

Uloha 37. Ked predelime polyném z3 + z° + 27 + 29 + 21 4+ 22017 4 22018 polynémom z2 — 1, dostaneme nejaky
zvy$ok (ktory je tiez polyném). Ndjdite x, pre ktoré je hodnota tohto zvysku 1111.

Vysledok. 185
Riesenie. Polyném moZzeme zapisat ako
23 g T L9 1 gl g 2007 4 2018 _
—z(2® -1 +a@@* 1) +2@ —1) +2@® —1) + 220 = 1) + 222 — 1) + (228 — 1) + 62 + 1.
Ked'ze
$2k _ 1= (31‘2 _ 1)(3,:2]6—2 4 ka—4 N 1)7

vidfme, Ze véetky zdtvorky na pravej strane rovnosti st delitelné 22 — 1. Stupeit polynému 6z + 1 je mensi ako stupei
polynému z? — 1, takze 6x + 1 je hladany zvysok. VyrieSenim 1111 = 6z + 1 dostaneme rieSenie x = 185.
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Uloha 38. V krajine Pentagénia je 10 miest. Z kazdého mesta vychddzajui tri zelezni¢né trate do inych miest ako na
obrazku nizsie. Protimonopolné zakony Pentagénie vyzaduji, aby kazdé dve trate vychadzajice zo spoloéného mesta
boli obsluhované réznymi Zelezniénymi spoloénostami. Kolkymi sposobmi mozno pridelit Zelezni¢né trate Pentagdnie
trom spolo¢nostiam v silade s protimonopolnymi zakonmi krajiny?

Vysledok. 30

Riesenie. Vsimnime si, Ze ked priradujeme trate ,vonkajsieho pifuholnika®, tak dve spoloénosti (ozna¢me ich X a Y)
musia obsluhovat dve trate a jedna spolo¢nost (Z) musi obsluhovat jednu. TaktieZ tieto trete musia byt obsluhované
spoloénostami v poradi XY XY Z za¢inajiic od niektorého mesta. L'ahko mézeme vidiet, Ze ked’ priradime tieto trate
spolo¢nostiam, zvysok trati méZe byt priradeny prave jednym sposobom: Pre zvy$né strany vychadzajiice z ,,vonkajsieho
patuholnika“ do ,,vnitorného“ je len jedna volna spolo¢nost. Trate ,,vnitorného pitfuholnika“ tak nasledne musia byt
priradené rovnakym spolo¢nostiam, ako im zodpovedajice strany vo ,vonkajSom péatuholniku®.

To znamend, ze pocet zdkonnych priradeni vietkych trati je rovny poétu spoésobov, ako mozno priradit trate
,vonkajsieho p#tuholnika“ trom spolo¢nostiam. Mame 6 sposobov, ako mozeme vybrat spoloénosti X, Y a Z, a 5
sposobov, ako vybraf mesto, z ktorého zaéina priradenie XY XY Z. To nam dédva spolu 5 - 6 = 30 moznosti.

Uloha 39. Pravouhly trojuholnik obsahuje 25 dotykajuicich sa kruznic s polomerom 1 tak, ako je ukdzané na obrazku.

Aky mé polomer kruznica vpisand tomuto trojuholniku?
Vijsledok. 25— 13v/2 =34 -14/(34 + 14 4 /342 + 142) + 1

Riesenie. Uvazujme trojuholnik, ktorého vrcholy st v strede troch kruznic v rohoch. Je to pravouhly trojuholnik s
ramenami dlzky 14 a 34. Pomocou Pytagorovej vety vieme ziskat dlzku prepony:

V142 + 342 = 261/2.

Polomer jeho vpisanej kruznice vieme vypoéitat ako (14 4 34 — 261/2)/2 = 24 — 13y/2. Ked'Ze strany povodného
trojuholnika st rovnobezné so stranami nového a ich vzdialenost je 1, tak stredy ich vpisanych kruznic st totozné a
hladany polomer je od toho vypoéitaného vicsi o 1, teda 25 — 13+/2.
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Uloha 40. Mojo vymyslel operdciu smojenie postupnosti: Ak mé Mojo dani koneéni postupnost celych éisel, zoberie
si Styri jej képie, zvysi ¢leny v képiach postupne o 0, 2, 3 a 5 a spoji tieto képie za sebou do jednej postupnosti. Na
priklad, smojenim postupnosti (8,3) dostaneme postupnost (8, 3,10,5,11,6,13,8). Mojo m4 na zaciatku jedno€lenni
postupnost (0) a stale pouZiva na svoju aktudlnu postupnost smojenie, pokym nemé jeho postupnost aspon 2018
¢lenov. Ked Mojo skonéi, aki hodnotu bude mat 2018-ty ¢len jeho postupnosti? (Najlavejsi ¢len pouZijeme za prvy.)

Vysledok. 17

Riesenie. Pre prehladnost si o¢islujme pozicie v postupnosti tak, aby sme zacali nulou. Dalej vidime, ze mézme
prepisaf pozicie tejto postupnosti do §tvorkovej ststavy. Takdto upravend postupnost vlastne opisuje to, aké operacie a
v akom poradi boli na tom ¢isle pachané. Samozrejme priradime 0 k 0, 2 k 1, 3 k 2 a 5 k 3. Toto je ukazka postupnosti,
ktora vznikla dvojndsobnym pouzitim operécie smojenie postupnosti:

(040,042, 043,045, 2+0, 242, 2+3, 2+5, 340, 3+2, 3+3, 3+5, 5+0, 542, 5+3, 5+5).
00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33
(C‘l’slo pod rozlozenou postupnostou ukazuje poradie v $tvorkovej stistave &fsla v postupnosti.) Kedze 2017 je v stvorkovej

sustave zapisatelné ako 133 201 tak é&islo na pozicii 2017 je

24+5+5+3+0+2=1T7.

Uloha 41. N§jdite najmensie kladné celé ¢islo n také, ze rovnica
(1‘2 4 y2)2 4 27’L.Z’($2 + y2) — n2y2

ma rieSenie (x,y) v kladnych celych éislach.
Vysledok. 25

. “ . . A~ L . Y . a . .~ z.
Riesenie. Na rovnicu sa mézeme tiez pozriet ako na kvadraticku rovnicu v n s rieSenim

(2% + ) (z + 22 + ?)

(druhé riesenie by viedlo k zapornému n, ked'ze \/z2 + y2 > z), a teda
ny® = (2® + y?) (z + Va2 + y2).

Nech d = NSD(z,y) a nech x = zpd, y = yod. Dosadenim a zjednodusenim dostdvame

nyg = d(xg + y3) (vo + /2% + 13).

Ked'7e zo a yo st nestdelitelné, tiez y3 a x3 + y2 st nestdelitelné, z ¢oho vyplyva 22 + y2 | n. Navyse, kvoli tomu,
7e v rovnici je \/z3 + y2, musf byt x3 + y2 Stvorec. Je zndme, ze 52 = 25 je najmensi Stvorec, ktory je siétom dvoch
§tvorcov, 32 + 42. Preto n > 25 a dosadenim x¢ = 3, yo = 4, d = 2 alebo x = 6, y = 8 dostdvame, Ze n = 25 je naozaj
rieSenie.

Uloha 42. V miestnosti tvaru kvadra s rozmermi 6 m x 2.4m x 2.4m (dlzka x §irka x vyska) sa nachddza pavik na
jednej stene rozmerov 2.4m X 2.4m vzdialeny 20 cm od stropu a rovnako vzdialeny od zvislych hran steny. Mucha sed{
na protilahlej stene, taktiez je rovnako vzdialend od jej zvislych hrdn, ale 20 cm od podlahy. Pokial sa mucha nepohne
z miesta, akd je najkratsia celkovd vzdialenost (v metroch), ktori musi pavik preliezt po povrchoch stien, aby chytil
muchu?

I
I
| 20 cm
T
ik
: pavu 2.4m
mucha |
20 cm e
P 2,.4m

Vysledok. 8
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Riesenie. Skiimajme mozné cesty paviika v sieti kvddra. Je zjavné, Ze najkratsia cesta paviika sa stane priamkou, ked
sief kvadrovej miestnosti rozlozime do roviny. Reprezentujme si pavika éiernym krizkom a muchu bielym krizkom.
Poloha pavika zavisi od toho, akym sposobom rozlozime kvader do mriezky.
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Celkovo mame tri (a7 na symetriu) mozné spodsoby, ako moze pavik {st za muchou. Jeho mozné cesty, ktoré st na
obrazku oznatené A, B a C prechiadzaju postupne cez jednu, dve a tri dlhé steny kvadra. Zjave cesta, ktord by
prechddzala styrmi dlhymi stenami, by sa dala skratit. Dizka cesty A je 8.4m a s vyuzitim Pytagorovej vety dostaneme,
7e cesta B je dlha v/66.32 a cesta C zas 8. Preto cesta C je najkratsia, a teda odpoved je 8 m.

Obrazok nizsie ilustruje najkratsiu cestu v troch rozmeroch:

e - - —

Uloha 43. N3§jdite najmensiu hodnotu vyrazu
(6 + 2 cos(x) — cos(y))? + (8 4 2sin(z) — sin(y))?

s realnymi ¢islami x, y.

Vysledok. 49

Riesenie. Oznatme V(x,y) = (6 + 2cos(z) — cos(y))? + (8 + 2sin(z) — sin(y))?. Pripometime si, ze kruh k(S,7) so
stredom v bode S =[S, Ss] a polomerom R > 0 mo6Ze byt parametrizovany (t. j. siradnice vietkych bodov na nom
mozu byt vyjadrené) pomocou uhla a ako (z1,22) = (S1 + Rcos(a), S2 + Rsin(a)). Uvazujme body P = [0,0] a
Q = [6,8] a kruhy kq (P, 1) a k2(Q,2). Potom z Pytagorovej vety vieme, ze V (z,y) = |AB|?, kde A € k; pre uhol x a
B € ky pre uhol y. Z toho vyplyva, Ze minimum vyrazu V(z,y) je druhd mocnina najblizsich bodov na kruzniciach k
a ky. T moézeme vypocitat pomocou vzdialenosti stredov a polomerov kruznic kqy a ko: V62 +82 —1—2 =17, a teda
najmensia hodnota vyrazu V(z,y) je 72 = 49.

Uloha 44. Ktoré je najmengie kladné celé ¢islo, ktorého poslednd (t. j. na mieste jednotiek) cifra je 2 a ked presunieme
posledni cifru dopredu pred prvu cifru, dostaneme dvojnasobok pévodného cisla?

Vysledok. 105263 157 894 736 842

Riesenie. Oznaéme hladané ¢islo n. Ked odstranime jeho cifru na mieste jednotiek, dostaneme vietky cifry &isla 2n
okrem prvej. Ked'Ze n konéf cifrou 2, 2n musi konéit cifrou 4. Preto cifra na mieste desiatok &isla n je 4. Nech d; je i-ta
cifra ¢isla N ratajic tentokrdt sprava dolava (t. j. di je na mieste jednotiek). Ak zoberieme do tvahy, ako funguje
nésobenie po cifrach, vidime, ze cifry ¢isla n musia spllflat7

d — 2d;_1 mod 10 ak d;_o < 5,

"l (2disimod 10) + 1 akdio>5
pre vietky ¢ > 2. Tymto sposobom vieme priamo pisat cifry ¢isla n. Skonéime, ked napiseme cifru 1 a v d'alSom kroku
cifru 2: ¢islo zacinajice sa na 1 je n, pretoze nasobenie dvomi akurdt odstrani dvojku na mieste jednotiek a pridd ju

vpredu. Dostavame tak vysledok
N = 105263157894 736 842.
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Uloha 45. Matka Betka rozdelila svoj pozemok v tvare trojuholnika dvomi tiseckami na Styri ¢asti. Cast s obsahom 6
dala svojej dcére Ivke, ¢ast s obsahom 4 svojej dcére Kike a najmensiu ¢ast s obsahom 3 svojej deére Ludke. Najvicsiu
¢ast pozemku si nechala matka Betka pre seba. Aky obsah m4 Betkina ¢ast pozemku?

Viysledok. 19/2

Riesenie. Pouzijeme oznacenie ako v nasledujicom obrazku.

A
P B

Vdaka pomerom obsahov vieme, 7ze bod S deli iseé¢ku QB v pomere 1 : 2 a tsecku PC v pomere 2 : 3. Dokreslime
tsecku AS a oznaéme obsah trojuholnika ASQ ako b a obsah trojuholnika APS ako a. Teraz vieme zapisat rovnice:

b —
a+4
b+3

a

b

N W DN =

Tie st ekvivalentné rovniciam

2b=a+4,
2b+ 6 = 3a,

z ktorych dostaneme riesenie a =5 a b = %. Preto hladany obsah §tvoruholnika APSQ je 12—9.

Uloha 46. Styria bratia maji spolu 2018 eur. Vieme, Ze majetok kazdého brata je celé &islo a ziadni dvaja bratia
nemaji rovnaké mnozstvo eur. Navyse, vzdy ked je jeden brat bohatsi ako druhy, tak jeho majetok je nasobok majetku
chudobnejsicho brata. Aky je najmensi poéet eur, ktory moze mat najbohatsi brat?

Viysledok. 1152

Riesenie. Ked'Ze majetok kazdého brata je ndsobok majetku najchudobnejsieho, sti¢et ich majetkov, 2018, musi byt
delitelny tymto éfslom. Avsak rozklad na prvoéisla éfsla 2018 je 2018 = 2 - 1009, ktory ndm déva len tri moznosti
pre majetok najchudobnejsicho brata: 1, 2 alebo 1009. Zjavne 1009 je nemozné, ked'ze by to bolo viac ako zvysné
tri hodnoty. Taktiez, ak by najmensi mal len 1 euro, zvysok by musel mat spolu 2017 eur, ¢o je prvoéislo a druhy
najchudobnejsi brat by tiez musel mat len 1 euro, éo by bol spor. Preto najchudobnejsi brat ma 2 eurd a zvysni traja
bratia maju spolu 2016 eur.

Nech a < b < ¢ st majetky zvysnych troch bratov; plati pre a | b | ¢ a a + b+ ¢ = 2016. Delitelnosti spolu s ostrymi
nerovnostami ndm vravia, ze 2a < b a 2b < ¢. Ak by sme mohli dosiahnut rovnosti, zjavne by sme tak dostali rieSenie s
najmensou hodnotou c. Nagtastie 1 + 2 + 4 = 7 je delitelom &isla 2016, a preto moZeme tento stcet rozdelit ako

2016 = 1 - 2016 + 2 - 2016 + 7 - 2016

a rieSenim je 2 - 2016 = 1152.
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Uloha 47. Andrej nakreslil na tabulu symbol &. Potom 13-krat zopakoval nasledujici postup: Zmazal tabulu a
napfsal na fiu novii postupnost symbolov, v ktorej bola dvojica &< namiesto kazdého symbolu Q a dvojica Q& namiesto
kazdého symbolu & v prave zotrenej postupnosti. Napriklad, postupnost &VQ by Andrej nahradil postupnostou
QdHORD. Kolko pirov QO (neobsahujiicich Ziadne symboly medzi nimi) sa nachddzalo na tabuli, ked” Andrej skonéil
svoju ¢innost? Rétané symboly sa mozu prekryvat, takze napr. v postupnosti QOO su tri pary Q.

Vysledok. 1365

Riesenie. Nech A, je postupnost na tabuli potom, ¢o Andrej n-ty krat zotrel tabulu (s tym, Zze Ao = (%)) a nech
hn je pocet parov QO v postupnosti A,. Vsimnime si, ze kazdy par Q0 v postupnosti A,, vznikne iba z parov QO
v postupnosti A, _1, ktory, na druht stranu, vznikd bud z OO alebo & v postupnosti A,_». Z toho vidime, Ze
hp = hy_o +2"73 pre n > 3, ked'ze v postupnosti A, je prave 2”2 symbolov &. Preto pre neparne n mame

hp=2"342"% 4 ... 4204 ph = %(27171 —1),
kedze hy = 0. Hladany vysleok je hi3 = 1365.

Uloha 48. Nech ABCDEFGHI je pravidelny devifuholnik s opisanou kruznicou k so stredom O. Nech M je stred

(kratsieho) obliika AB kruznice k, P je stred strany MO a N stred strany BC. Nech priamky OC a PN sa pretinaji v

bode Q. Ak4 je velkost uhla NQC' (v stupiioch)?

Vysledok. 10°

Riesenie. Ukézeme, ze Stvoruholntk OC'N P je tetivovy. Kedze |[<ONC| = 90°, sta¢i ndm ukézat, ze |[<OPC| = 90°. To

mozeme ukdzat nasledovne: Kedze oba body C' a M lezia na kruznici k, |OC| = |OM|. Jednoduchym vypoctom zistime,

7e |[<<MOC| = 60°, takze trojuholnik OC'M je rovnostranny. Kedze bod P je stred stanu OM, plati |[<OPC| = 90°.
Dalsfm jednoduchym vypoctom zistime, ze |<<OCN| = 70°, ked'ze |[<OPN| = 180° — |[<OCN| = 110°. S vyuzitim

trojuholnika OQP, dostaneme, ze

|[<NQC| = |<PQO| = 180° — |<POQ| — |[<QPO| = 10°.

Y

Uloha 49. Afasi vybrala trojicu (z,y, z) kladnych celych ¢isel takych, ze z +y + z = 2018. Hodnotu z povedala Xike,
y Yozovi a z Zajovi. Nikto z nich nevedel hodnotu zvysnych dvoch ¢&isel, no bolo im povedané o ich sucte. Néasledne
nasledoval nasledovny rozhovor:

e Xika: Viem, ze Yozo a Zajo maju rozne ¢isla.

e Yozo: Dakujem Xika, teraz uz viem, Ze vietci traja mame rozne éislal

e Zajo: A ja teraz viem konecne povedat, kto ma aké &islo.

N4jdite trojicu (z,v, z).
Visledok. (3,2,2013)
Riesenie. Xikin vyrok len znamend, Ze z je neparne. Keby totiz bolo parne, tak y a z by mohli byt rovnaké.

Predpokladajme (sporom), Ze y je nepérne. Potom by Yozo od zaciatku vedel, ze x a z st rozne. Ak by navyse
bolo y > 1009, Yozo by od zaciatku vedel ze x a z s rozne od y a nepotreboval by informéaciu od Xiky. Ak by v8ak
y < 1007, tak bez ohladu na Xikin vyrok méze mat YozZo s niekym rovnaké &slo. Z tohto vyplyva, ze y musi byt parne,
a teda z je neparne.

Ak by bolo y ndsobkom 4, tak x + 2 = 2018 — y = 2 (mod 4), inak povedané, ich stitet moze byt dvojndsobok
nepdrneho ¢isla a x a z by mohli byt rovnaké a Yozo by nemal ako vediet, 7Ze si rozne. Ak vSak y =2 (mod 4), tak = a
z musia mat roézne zvysky modulo 4 a YoZov vyrok je opodstatneny.

Nakoniec sa pozrime na Zajov vyrok. Je nutné, aby y = 2, lebo ak by bolo viésie, tak by sme ho mohli zmensit o 4
a zvacsit x o 4 a Zajo by nepoznal rozdiel, teda by nemohol povedat, kto m4 aké éislo. Z rovnakych dévodov = < 4,
teda x = 1 alebo =z = 3. Zajo v8ak poznd sicet, teda ak by bolo x = 1, tak by Zajo vedel, ze t +y =2018 —z=3 a
urcil by vsetky ¢isla bez Yozovho vyroku. Z toho vyplyva, ze x = 3 a z = 2013. (V tomto pripade potrebuje Yozov
vyrok, aby eliminoval trojicu (1,4,2013).)

16



Uloha 50. Carodejnici Aritmetix a Kombinatorika zac¢inaji svoj duel. Obaja ¢arodejnici maji 100 HP (bodov zZivota).
Arithmetixovo kizlo zasiahne Kombinatoriku s pravdepodobnostou 90 % a sposobi jej 60 HP poskodenia (ak sa traff),
Kombinatorikine kiizlo zasiahne Arithmetixa s pravdepodobnostou 60 % a sposobi mu 130 HP poskodenia. Carodejnici
sa striedaji v zosielani kiiziel, Arithmetix zaéina. Duel skonéi, ked’ jeden z ¢arodejnikov pride o vietko svoje HP, éim
druhy ¢arodejnik vyhrd. Uréte prevdepodobnost, ze duel vyhra Arithmetix.

Viysledok. 45/128

Riesenie. Presné mnozstvo HP nie je dolezité — sta¢i nam vediet, ze Aritmetix vydri{ jedno kiizlo a Kombinatorika
dve. Predpokladajme, Zze sme v stave duelu, kedy obaja ¢arodejnici vydrzia uz len jedno kizlo a na rade je Aritmetix.
Oznaéme pravdepodobnost, Ze Aritmetix vyhrd v tomto stave ako ¢. Teraz moze Aritmetix vyhrat bud ak sa jeho kizlo
trafi, o sa stane s pravdepodobnostou 0,9, alebo ak sa jeho ttok netrafi, taktiez sa netrafi itok od Kombinatoriky, ¢o
sa stane s pravdepodobnostou 0,1 - 0,4 a nasledne Aritmetix vyhrd s pravdepodobnostou ¢. Dostdvame tak rovnicu

¢=0,940,1-0,4-¢,

z ktorej vyjde ¢ = 15/16.

Vypoéitajme teraz pravdepodobnost p, ze Aritmetix vyhra duel. Ak Aritmetix trafi a Kombinatorika minie
(pravdepodobnost 0,9 - 0,4), duel sa dostane do situécie z predchadzajticeho odseku, v ktorej Aritmetix vyhrd s
pravdepodobnostou g = 15/16. Ak sa zas Aritmetix netraff a Kombinatorika sa netraff tiez (pravdepodobnost 0,1 -0,4),
tak Aritmetix moze vyhrat znovu s pravdepodobnostou p. Takze mézeme zapisat rovnicu

15
p=019-04- 7 +0.1-04p.

Po jej vyrieseni dostaneme, Ze Aritmetix vyhrd duel s pravdepodobnostou p = 45/128.

Uloha 51. Nech a(1), a(2), ..., a(n),... je rastica postupnost prirodzenych &isel, ktora spliia a(a(n)) = 3n pre
kazdé kladné celé ¢islo n. Vypocitajte a(2018).

Poznémka: Postupnost je rastica, ak plati a(m) < a(n) pre vietky m < n.

Vysledok. 3867

Riesenie. Ak a(1) = 1, tak dostdvame, ze a(a(1)) = 1 # 3 -1 ¢o nie je mozné. kedze postupnost je rastiica, tak
plati 1 < a(1) < a(a(l)) = 3, a teda a(1) = 2. Z rovnice vyplyva , ze a(3n) = a(a(a(n))) = 3a(n) pre vsetky n.
Lahko indukciou ukaZeme, 7e a(3™) = 2 - 3™ pre vietky m, kedze f(1) = 2. Pouzitim tohto tieZ dostiavame, Ze
a(2-3™) = a(a(3™)) = 3™T!. Existuje 3" — 1 prirodzenych ¢isel i takych, ze 3" < i < 2-3" a existuje 3" — 1
prirodzenych ¢isel j takych, ze a(3") = 23" < j < 3" = q(2-3"). Kedze a(n) je rastiica, tak nemame ini moznost,
ne7 a(3"+b) = 2-3"+b pre vietky 0 < b < 3". Preto a(2-3"+b) = a(a(3"+b)) = 3" +3b. A ked'ze 2018 = 2- 3¢+ 560,
tak mame a(2018) = 37 + 3 - 560 = 3867.

Uloha 52. Rovnostranny trojuholnik 7" so stranou diiky 2018 je rozdeleny na 20182 malych rovnostrannych
trojuholnikov so stranou dlzky 1. Hovorime, ze mnozina M vrcholov tychto rovnostrannych trojuholnikov je nezdvisid,

.....

pocet vrcholov v nezdvislej mnozine?
Vysledok. 1346

Riesenie. Kazdému vrcholu v mriezke mozeme priradit trojicu celych éfsel, ktoré si vzdialenosti tohto vrcholu od
troch strdn T (pri¢om berieme vysku malého trojuholnika ako jednotku). Je Tahké vidiet, Ze pre kazdy vrchol je sticet
tychto troch celych ¢isel 2018. Na druhu stranu, ak si zoberieme trojicu ¢isel so suc¢tom 2018, tak je fiou jednoznacne
uréeny vrchol, ktorého vzdialenosti od stran T su tieto éisla. Preto mozeme ekvivalentne uvazovat tieto trojice namiesto
vrcholov. Budeme hovorit o tychto troch éislach ako o siradniciach.

Podmienka nezavislosti sa do reci siuradnic prelozi tak, ze ziadne dve trojice nemaji rovnakd prvi, druhu ani tretiu
stradnicu. Nech

M = {(z1,y1,21), (T2, Y2, 22)5 - - -5 (Thy Yks 28) }

je nezdvisld mnozina. Ked'ze &fsla 21, ..., 2y st rdzne nezdporné celé &isla, ich sicet je aspon
k(k—1)
7

To isté plati pre y; +-- -+ yx a 21 + - - - + 2. Na druht stranu vieme, ze x; + y; + 2; = 2018 pre vetky e = 1,...,k, a
teda

0O+14--+(k—1)=

k(k—1)

3- 5

S(ri+-Aa)+ (o + - ye) (20 + - 4 2) = 2018F.

7 toho vyplyva
2
E<1+ 3 2018,
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¢ize k < 1346.
Nasledujtice dve postupnosti spolu tvoria nezavisli mnozinu velkosti 1346:
(0,672,1346), (2,671,1345), (4,670,1344), ..., (1344,0,674);
(1,1345,672), (3,1344,671), (5,1343,670), ..., (1345,673,0).

7 tohto vyplyva, ze maximalny pocet vrcholov je 1346. Na obrazku je zndzornend konstrukcia nezavislej mnozine pre
trojuholnik so stranou 11 namiesto 2018:

VAVAVAVAVAVAVAVAN
VAVAVAVAVAVAVAVAVAN
INONINININONINININEN
NAANNNNNNN

Uloha 53. Nech ABC je trojuholnik s |[AB| = 5, |AC| = 6 a opisanou kruznicou k. Nech F, G st body na tsecke
AC také, ze |AF| =1, |FG| = 3, |GC| = 2 a nech priamky BF a BG pretinaju kruznicu &k druhykrdt v bodoch D a E.
Ak vieme, ze AC a DFE su rovnobezné, aka je dlzka tsecky BC?

Viysledok. 5+/5/2

RieSenie. Oznatme x = |BC|. ACED je rovnoramenny lichobeznik, pretoze je vpisany do kruznice, a preto mézeme
oznalit y = |AE| = |CD|. Napokon, nech p = |BF|, ¢ = |DF|, u = |BG| a v = |GE|.
Uhly BAC a BDC si zhodné, pretoze si to obvodové uhly nad tetivou BC'. Z toho vyplyva, ze trojuholniky ABF
a DCF st podobné, z ¢oho dostavame .
y_ q

5 1 p

Uplne rovnakym sposobom dostaneme podobnost BCG a AEG, z ktorej mame

y v 4
r 2 u
Napokon z rovnobeznosti AC' a DE plynie
p —
q
a kombindaciou s predoslymi rovnicami dostavame
25 4z
Yy _ Y
v T 2y
5 T

alebo 22 = 125/2. Preto = 5,/5/2.

Uloha 54. Vieme, ze
222000 — 4569878 ... 229376 .

6623 cifier

Pre kolko prirodzenych &sel n < 22000 je tiez pravda, Ze prvé cifra 2" je 47

Vysledok. 2132

Riesenie. Ak prvé cifra k-ciferného éisla N je ¢, tak c10¥~1 < N < (c+ 1)10¥71. Z toho vyplyva, ze 2c10F~1 <
2N < (2¢ +2)10%71, t.j. prva cifra 2N je aspon takd velka ako prvé cifra 2c a najviac takd velka ako prvé cifra

2¢ + 1. Pouzijeme tento fakt na prvé cifry mocnin dvojky: Ak mame mocninu dvoch s prvou cifrou 1, tak mame len
nasledujicich 5 moznosti na prvé cifry nasledujicich mocnin 2:

1. 1,2,4,8,1
2.1,2,4,9,1
3.1,2,5,1
4. 1,3,6,1
5.1,3,7,1
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Nech k je nezaporné celé ¢islo také, ze 28 ma prvi cifru 1 a d cifier. Potom existuje jedind mocnina 2, ktord zaéina
na 1 a méa d+ 1 cifier. A je to bud 2¥3 (ak sme v jednej zo situdcii (3), (4), (5) vyssie), alebo 2¢+4 (Vtedy, ak sa
vyskytne pripad (1) alebo (2)). Ked'ze 2° (ktoré m4 1 cifru) a 22199 (s 6623 ciframi) za¢inaji na 1, mozeme spocitat
kolkokrat sa (1) alebo 2) vyskytlo, ked’ postupne poéitame mocniny dvoch: Je to presne 21998 — 3 - 6622 = 2132-krAt.

Nakoniec si vSimnime, Ze pripady (1) a (2) sd presne tie, ktoré ndm ddvaji mocninu dvoch, ktord mé prvi cifru 4, a
preto je presne 2132 takych ¢isel v danom intervale.

Uloha 55. N34jdite racionalne ¢isla a, b, ¢ také, ze

VV2-1=Va+Vb+ e

Poznamka: Raciondlne ¢islo je podiel dvoch celych ¢isel.
Viysledok. (1/9,—2/9,4/9)

Riesenie. Nech = v/V/2 —1 ay = /2. Myslienka je vyuzit fakt, ze ¢isla y* £ 1 st celé a vyuzit vzorce na rozklad
pre A3 + B3 na to, aby sme dostali vztah medzi x a y, z ktorého uz budeme vediet vyjadrit = ako siéet troch tretich
odmocnin z raciondlnych ¢isel. Najprv si v§imnime, ze

l=y’—1=(y-DE*+y+1)
a kedze 3 = y3 + 1, tak mame

32 +3y+3 P +3y7+3y+1  (y+1)°3

2
1=
vyt 3 3 3

1 _ 3
y2+y+1 (y+1)3°

Tiez plati 3 =y + 1= (y + 1)(y* — y + 1), z coho mame ylﬁ = @ a nakoniec

Pretoz3 =y —1=

\?/g s/l s 3
r=—" =3¢ Z(V4-V2+1).
y+1 9 (\[ +1)
Dokézali sme, ze trojica (a,b,c) = (%, —%, é) funguje.
D4 sa dokdzat, Ze tato reprezentécia x ako siétu troch tretich odmocnin z raciondlnych &isel je jeding, aZ na poradie.
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