Zadanie 1. Trzy lata temu mama Pawla byla od niego trzy razy starsza. Obecnie tata Pawla jest od
niego trzy razy starszy. Jaka jest réznica wieku (w latach) pomiedzy rodzicami Pawla?

Wynik. 6

Rozwigzanie. Niech z oznacza dzisiejszy wiek Pawla. Wiek jego mamy to 3(z — 3) + 3, czyli 3z — 6.
Zgodnie z drugim zdaniem, tata Pawla ma obecnie 3z lat. Réznica wieku pomiedzy rodzicami wynosi
zatem 6 lat.

Zadanie 2. Ile tréjkatow znajduje sie na rysunku?

/N
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Rozwigzanie. Wszystkie tréjkaty na rysunku maja jeden z wierzchotkéw w najwyzszym punkcie. Ponadto
jeden z bokéw kazdego z trojkatéw lezy na jednym z dwéch réwnolegtych poziomych odcinkéw. Oznacza
to, ze kazdy trojkat jest zdeterminowany poprzez wybor jednego z dwdch poziomych odcinkéw i dwoch
roznych wierzchotkéw na tym odcinku. Poniewaz na kazdym odcinku jest szes¢ punktow, liczba tréjkatow
jest rowna

2-(54+4+3+2+1)=30.

Zadanie 3. Punkt E lezy wewnatrz kwadratu ABCD tak, ze tréjkat ABE jest réwnoboczny. Ile
wynosi miara kata DC'E w stopniach?

D . c

Wynik. 15
Rozwigzanie. Poniewaz w trojkacie réwnobocznym wszystkie katy wewnetrzne sa réwne 60°, to ZCBE =
90° — LZEBA = 30°. Z rownosci EB = AB = BC, wnioskujemy, ze tréjkat BCE jest réwnoramienny,
zatem

/ECB = /BEC = %(180O — ZCBE) = T75°.

Ostatecznie, szukany kat ma miare ZDCFE = 90° — ZECB = 15°.

Zadanie 4. Dominika ma wielka skrzynie zawierajaca duzo monet: jedna o nominale 1, dwie o
nominale 2, .., osiemnascie o nominale 18 i dziewietnascie o nominale 19. Dominika wyjmuje kolejno
monety ze skrzyni, nie widzac ich nominaléw. Jaka jest minimalna liczba monet, ktére musi wyjaé
Dominika, aby mie¢ pewnosé, ze wyjeta dziesie¢ monet o tym samym nominale?

Wynik. 136

Rozwigzanie. Dominika mogla wyjaé przypadkiem wszystkie monety o nominatach mniejszych niz 10 i
po dziewie¢ monet o wszystkich nominatach od 10 do 19. Lacznie byloby to (1+2+...4+9)+9-10 = 135
monet. Wyjecie 135 monet nie gwarantuje zatem wyjecia dziesieciu o tym samym nominale. Jezeli
jednak wyjetych zostanie 136 monet, to co najmniej 91 ma nominaly wieksze od 9. Z zasady szufladkowe;j
Dirichleta, ktéry$ z dziesigeciu nominaléw pojawia si¢ na monetach co najmniej 10 razy. Minimalna liczba
monet, ktére musi wyjaé Dominika, to zatem 136.



Zadanie 5. Pan Cukierek kupil wielkie pudto swoich ulubionych cukierkéw halloweenowych aby wreczaé
je w ramach zabawy ,cukierek albo psikus”. Zjadl jednak potowe cukierkéw zanim odwiedzilo go pierwsze
dziecko, ktore otrzymalo cze$é¢ z pozostalych cukierkow. Nastepnie, zanim przyszio drugie dziecko, znow
zjadl polowe tego co zostalo po pierwszych odwiedzinach, a po wizycie drugiego dziecka znéw zjadl
polowe pozostalych cukierkéw. Trzecie dziecko otrzymalo wszystkie pozostale cukierki. Jesli kazde z
dzieci otrzymalo doktadnie trzy cukierki, to ile cukierkéw kupit Pan Cukierek?

Wynik. 42
Rozwigzanie. Niech n bedzie liczba kupionych cukierkéw. Podzial cukierkéw wyraza sie rownaniem

((n/2-3)/2-3)/2—-3=0.
Rozwiazujac je otrzymujemy n = 42.

Zadanie 6. Niech ABCD bedzie czworokatem, w ktérym katy przy wierzchotkach A i C' sa proste.
Majac dane dtugoéci BC =6, CD =8 i DA = 2, znajdz pole czworokata ABCD.

C

Wynik. 24+ 4/6

Rozwigzanie. Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy BD = /62 + 82 = 10. Podobnie obliczamy
AB = /102 — 22 = /96 = 41/6. Zatem pole czworokata ABCD wynosi

1
5(6-8+2.4\/6):24+4\/6.

Zadanie 7. Biurowa kserokopiarka moze drukowaé jedno- lub dwustronnie. Druk jednostronny zajmuje
trzy sekundy na strone, natomiast dwustronny dziewie¢ sekund na kartke. Tomek chce wydrukowaé
dwustronnie majacy osiemnascie stron artykul naukowy. Moze albo wydrukowaé wszystkie strony
dwustronnie, albo wydrukowaé tylko strony nieparzyste, recznie wlozy¢ kartki z powrotem do kserokopiarki
i wydrukowaé strony parzyste. Tomek szybko orientuje sie, ze obie metody zajma jej tyle samo czasu. Ile
sekund trwa wlozenie kartek z powrotem do kserokopiarki?

Wynik. 27

Rozwigzanie. Wiemy, ze Tomek chce wydrukowaé artykul na dziewieciu kartkach papieru. Przy uzyciu
funkcji druku dwustronnego zajmuje to 9 -9 = 81 sekund. Przy uzyciu funkcji druku jednostronnego,
kazda kartka zostaje zadrukowana dwukrotnie, co trwa tacznie 2 - 3 - 9 = 54 sekundy. Manualna cze$é
pracy zajmuje zatem 81 — b4 = 27 sekund.

Zadanie 8. Znajdz wszystkie dziewieciocyfrowe liczby A spelniajace nastepujace warunki:
e Liczba A zawiera wszystkie cyfry od 1 do 9.

e Kazda dwucyfrowa liczba powstala z sasiadujacych cyfr liczby A jest podzielna przez 7 lub przez 13.

Wynik. 784913526



Rozwigzanie. Narysujmy diagram z cyframi 1,...,9, w ktorym strzatka wychodzi z x do y jesli dwucy-
frowa liczba Ty jest podzielna przez 7 lub 13.

(Ciagla strzatka oznacza podzielnosé przez 7, przerywana podzielnosé przez 13, zas przerywano-kropkowana
podzielnosé przez obie liczby.) Z diagramu widaé, ze liczba z tresci musi zaczynaé sie od cyfr 784. Jezeli
nastepna cyfra to 9, dalej musi by¢ 1, 3, oraz 5, a pozostale dwie cyfry musza by¢ w kolejnosci 2, 6. W
ten sposob otrzymujemy rozwiazanie 784913526.

7 drugiej strony, jesli liczba A zaczyna si¢ od 7842, mamy do rozwazenia dwa przypadki. Pierwszy,
gdy potem nastepuje 1 1 3, liczba nie moze jednocze$nie zawiera¢ 51 9. W drugim przypadku natrafiamy
na ten sam problem otrzymujac 784263, wiec powyzej otrzymane rozwiazanie jest jedynym mozliwym.

Zadanie 9. Dwa kwadraty leza wewnatrz duzego kwadratu, tak jak pokazano na rysunku. Wyznacz
pole kwadratu A, jesli pole kwadratu B jest réwne 48.

Wynik. 54
Rozwigzanie. Niech s bedzie dlugoscia boku duzego kwadratu. Wtedy bok kwadratu A jest réwny % -8,
a bok kwadratu B jest réwny % -v/2 - s. Zatem stosunek pél wpisanych kwadratéw jest réwny

wiec pole kwadratu A jest réwne 48 - % = b4.

Zadanie 10. Szymon ma dwie szeScienne kostki, jedna o boku dlugosci 9cm, zlozona z biatych
jednostkowych kostek (tj. szeScianéw o boku dlugosci 1cm), a druga o boku diugosci 10 cm zlozona z
czarnych jednostkowych kostek. Korzystajac z jednostkowych kostek Szymon chce zbudowaé kostke o
boku dhugosci 12 cm. Jaka jest minimalna powierzchnia tej kostki w cm?, ktéra musi byé czarna?

Wynik. 0
Rozwigzanie. Szymon ma 93 = 729 biatych i 10° = 1000 czarnych jednostkowych kostek. Zeby zbudowaé

sze$cian o boku 12 potrzebuje on 123 — 103 = 1728 — 1000 = 728 jednostkowych kostek. Moze wiec uzy¢
on wylacznie kostek bialych, minimalna czarna powierzchnia to 0.



Zadanie 11. Po sprawdzaniu sprawdzianu z matematyki nauczycielka zauwazyta, ze dokladnie dzie-
siecioro jej uczniéw nie umie mnozy¢ utamkéw, czternascioro nie umie ich dodawaé, a siedemnascioro
nie umie usuwaé niewymiernosci z mianownika. Ponadto, kazdy z uczniéw nie umie robi¢ przynajmniej
jednej z tych rzeczy, a szescioro nie umie wszystkich trzech. Ilu co najwyzej uczniéw chodzi na zajecia?
Wynik. 29

Rozwigzanie. Aby znalezé dokladng liczbe uczniéw, potrzebowalidémy takze informacji, ilu uczniow
nie umie wykonywaé kazdej pary operacji na ulamkach. Mozemy jednak latwo znalez¢ maksymalng
liczbe uczniéw zakladajac, ze wszyscy, ktorzy nie umieja co najmniej dwéch zagadnien, nie umieja takze
trzeciego. W tej sytuacji uczniéow jest

104+144+17-2-6=29.

Musimy odjaé liczbe uczniow bez zadnej umiejetnosci dwukrotnie, poniewaz sumujac rozmiary pozostatych
grup tych uczniéow liczymy trzykrotnie.

Zadanie 12. Jeden z katéw tréjkata prostokatnego jest réwny 23°. Wyznacz miare (w stopniach) kata
miedzy Srodkowa a wysokoécia tego tréjkata opuszczonych z wierzchotka kata prostego.

Wynik. 44
Rozwigzanie. Niech ABC bedzie tréjkatem, w ktorym /BAC = 90°. Niech AM bedzie srodkowa a AH
wysoko$cig tego trojkata.

C

' 23° 23°

Aé *B

Wierzchotki trojkata ABC leza na okregu o Srodku w punkcie M. Bez straty zalézmy, ze ZCBA = 23°.
Poniewaz tréjkat ABM jest réwnoramienny, to ZBAM = 23°. Ponadto, trojkat AHC' jest podobny do
trojkata ABC, wiec ZHAC = 23°. Ostatecznie, mamy, ze ZMAH = 90° — 2 - 23° = 44°.

Zadanie 13. Dodatnie liczby calkowite a i b spelniaja rownos¢ 20a + 19b = 365. Znajdz wartos¢
20b + 19a.

Wynik. 376

Rozwigzanie. Oczywiscie a,b < 20. Dodajac b do obu stron zadanego réwnania dostajemy 20(a + b) =
365 + b. Lewa strona powyzszej réwnosci jest podzielna przez 20, zatem prawa strona musi byé réwna
380. To daje b = 15, stad a = 4 i obliczamy, ze

20b + 19a = 380 — a = 376.

Zadanie 14. Wielokat foremny o 2018 wierzchotkach ma 2033135 przekatnych. O ile wiecej przekatnych
ma wielokat foremny o 2019 wierzchotkach?

Uwaga: w obu przypadkach nie liczymy bokéw wielokata jako jego przekatnych.
Wynik. 2017

Rozwigzanie. Foremnosé wielokatéw nie odgrywa zadnej roli. Mozemy zalozy¢, ze 2019-kat powstaje
z 2018-kata poprzez dolozenie wierzchotka na ktoryms z bokéw. Wierzcholek ten jest polaczony 2016
przekatnymi z wierzchotkami niebedacymi jego sasiadami. Powstanie takze przekatna taczaca sasiadéw
dodanego wierzchotka. Lacznie liczba przekatnych wzrosnie o 2017.



Zadanie 15. Wyznacz wszystkie rzeczywiste rozwiazania réwnania (2% — 4x + 5)””2‘*‘7”_30 =1.

Wynik. 2,5, —6

Rozwigzanie. Poniewaz 22 —4x+5 = (x —2)? +1 > 1, to jedyna mozliwoé¢é, dla ktérej rozwazana potega
jest réwna 1 jest taka, ze podstawa potegi jest réwna 1 lub wykladnik potegi jest réwny 0. W pierwszym
przypadku 22 — 42 4+ 5 = 1, co jest réwnowazne réwnaniu (z —2)? = 0, czyli = 2. W drugim przypadku
22+ 12— 30 = (z—5)(x + 6) = 0, wiec dostajemy dwa rozwiazania: x = 51 x = —6. Podsumowujac,
mamy trzy rozwigzania danego réwnania 2, 5 i —6.

Zadanie 16. Ile jest permutacji zbioru liczb {1,2,3,4} o takiej wlasnodci, ze po wymazaniu dowolnej
liczby, pozostaly ciag nie jest ani rosnacy, ani malejacy?

Uwaga: Permutacja zbioru liczb to ciag zawierajacy kazda z nich dokladnie raz.
Wynik. 4
Rozwigzanie. Permutacje nazwiemy skoczng, jesli spelnia warunek opisany w zadaniu.

Na poczatku wykazemy, ze w skocznej permutacji, liczby 1 i 4 nie moga znalezé sie na skrajnej pozycji.
Ze wzgledu na symetrie, wystarczy uzasadnic, ze 1 nie moze pojawi¢ sie na poczatku — zalézmy wiec
nie wprost, ze pewna skoczna permutacja zaczyna sie od 1. Mamy dwie mozliwosci: albo ciag liczb na
pozostatych trzech miejscach jest $cisle malejacy, albo istnieja wérdéd nich dwie takie, Zze mniejsza pojawia
sie przed wieksza. W pierwszym przypadku, permutacja nie moze by¢ skoczna (gdyz mozemy wymazaé
liczbe 1 i otrzymaé ciag malejacy). W drugim przypadku, pozostawiajac liczbe 1 i takie dwie, ze mniejsza
pojawia sie przed wieksza, uzyskamy ciag rosnacy — co rowniez prowadzi do sprzecznosci.

Oznacza to, ze liczby 1 i 4 musza zosta¢ umieszczone na dwéch érodkowych pozycjach. Fatwo
sprawdzié, ze wszystkie permutacje spelniajace tenze warunek (a sa to dokladnie 2143, 3142, 2413, 3412)
sg skoczne.

Zadanie 17. Niech ABCD bedzie prostokatem, w ktérym AB = 8cm i BC = 6 cm. Ponadto niech
X 1Y beda odpowiednio punktami przecigcia symetralnej odcinka AC' z bokami AB i CD. Jaka jest
dlugosé odcinka XY (w centymetrach)?

Wynik. 15/2
Rozwigzanie. 7 twierdzenia Pitagorasa mamy, ze AC = v/ AB2 4+ BC? = /82 4 62 = 10. Niech S bedzie
punktem przeciecia boku AC' i jego symetralnej. Oczywiscie S jest érodkiem odcinka AC, wiec AS = 5.

Y
D . c

A »
b B

Poniewaz /CAB = /SAX i ZXSA = ZCBA = 90°, wiec tréojkaty ASX i ABC sg podobne, stad

SX :AS =BC : AB lub
BC-AS 15

AB 4

Ostatecznie, szukana dtugo$¢ wynosi XY =2-5X = %

SX =

Zadanie 18. Napis FOUR + FIVE = NINF jest kryptarytmem — to znaczy, ze da sie podmienic¢
kazda z liter w nim wystepujacych na cyfre (w zapisie dziesietnym) tak, aby réznym literom odpowiadaly
rozne cyfry, ta sama litera zawsze odpowiadala tej samej cyfrze, a powstate réwnanie bylo poprawne.
Ponadto, pewne podstawienie cyfr za litery spelnia dodatkowe warunki:

e liczba FOUR jest podzielna przez cztery

e liczba FIV E jest podzielna przez pie¢



e liczba NINFE jest podzielna przez trzy

Jaka liczba kryje sie pod napisem NINE w tym podstawieniu?
Wynik. 3435

Rozwigzanie. Po pierwsze, zauwazmy, ze R musi odpowiadaé cyfrze 0 (gdyz E4+ R=FE lub E4+ R =
E +10).

Dalej, poniewaz FIV E jest podzielna przez 5, a R = 0, E musi by¢ odpowiada¢ cyfrze 5. Popatrzmy
teraz na dodawanie w kolumnie setek. Skoro O nie moze byé réwne 0, pozostaje tylko jedna mozliwosé
— 0 =9, a jedynka jest przeniesiona z kolumny dziesiatek. Zauwazmy, ze jedynka jest wtedy takze
przenoszona do kolumny tysiecy. Zatem, U + V musi by¢ wieksze od 10, a N = 2F + 1 musi by¢
nieparzysta liczba wieksza od 1. Z drugiej strony, U +V < 7+ 8 = 15, gdyz cyfra 9 jest juz zajeta. W
konsekwencji, N < 5, a skoro cyfra 5 jest przypisana do E, musimy mie¢ N = 3. Stad wniosek, ze U = 6
(liczba UR jest podzielna przez 4), V =71 F = 1.

Kontynuujac, liczba NINE jest podzielna przez 3, wiec jej suma cyfr, ktora wynosi N+ 1+ N + E =
3+ 1+ 3+5=11+ 1 takze jest podzielna przez 3. Oznacza to, ze I musi odpowiada¢ jednej z cyfr 1,
4 lub 7, a tylko 4 nie jest jeszcze nigdzie przypisana. Ostatecznie, NINFE = 3435, a caly kryptarytm
rozwiazuje sie do 1960 + 1475 = 3435.

Zadanie 19. Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym i niech CDEF' bedzie kwadratem takim, ze
punkt F lezy na odcinku AB i F lezy na odcinku BC'. Jezeli obwod kwadratu wynosi 4, to ile jest rowny

obwdd tréjkata ABC?
A

Wynik. 3+/3

Rozwigzanie. Oznaczmy przez G przeciecie AC i DE. Zauwazmy, ze dwa trojkaty prostokatne widoczne
na rysunku majace katy 30°, 60°, 1 90°, tzn. BEF oraz GCD sa przystajace, poniewaz maja wspdlny
bok dlugosci 1. Taki tréjkat prostokatny stanowi polowe tréjkata rownobocznego, ktorego bok ma
dhugo$¢ rowna dlugosci przeciwprostokatnej tego tréjkata. Zatem BE = 2BF i z twierdzenia Pitagorasa
BE? = EF? + BF?. Laczac to z réwnoscig EF = 1 dostajemy BF = /3/3. Zatem bok tréjkata ABC
wynosi 1 +1/3/3, a jego obwéd 3 + /3.

Zadanie 20. Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi. Jedli 2 — ax? + 5882z — b = 0 ma potrdjny
pierwiastek, jakie sa mozliwe wartosci a?

Wynik. 42, —42

Rozwigzanie. Jesli r jest potrojnym pierwiastkiem, to
(x — 1) =23 = 3rz? + 3r?2 — r® = 2% — aa® + 588z — b.
Poréwnujac wspélezynniki mamy, ze 3r2 = 588 lub, réwnowaznie, » = +14. Zatem a = +42.

Zadanie 21. TLukasz pojechal na wyspy, ktére sa polaczone platnymi mostami (jak na rysunku). Widok
z kazdego mostu jest wyjatkowy, Lukasz chce wigc przejsé kazdym z nich. Poniewaz lubi takze oszczedzaé
pieniadze, planuje przekroczy¢ kazdy z mostéw dokladnie raz. Na ile sposobéw moze on zaplanowaé
wycieczke jesli zaczyna ja na kwadratowej wyspie? Lukasz nie moze skakaé z mostu na most nie bedac na



wyspie i moze odwiedzi¢ kazda z wysp dowolnie wiele razy.

Wynik. 120

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wyspy kwadratowa i ta znajdujaca sie na srodku po prawej sa ,specjalne”:
wszystkie mosty maja jeden z koncéw na ktorejs z nich i kazda ze ,,zwyklych” wysp potaczona jest z nimi
obiema mostami. Przechodzac z jednej wyspy specjalnej na druga trzeba zatem przejs¢ przed jedna ze
zwyklych wysp. Wystarczy wiec wyznaczy¢ liczbe sposobéw ustawienia zwyklych wysp w ciag, gdyz
kazde z ustawien jednoznacznie wyznacza trase. Ustawien tych jest 5! = 120.

Zadanie 22. Ile jest uporzadkowanych par dodatnich liczb catkowitych (m,n) takich, ze ich najmniejsza
wspdélna wielokrotnosé jest réwna 20007

Wynik. 63

Rozwigzanie. Rozpatrzmy dwa przypadki. Najpierw zalézmy, ze w parze nie ma liczby 2000 = 2% - 53.
Wtedy jedna z liczb musi byé réwna 24 - 5% dla k € {0,1,2} a druga 2! - 5% dla | € {0,1,2,3}, zatem
dostajemy 24 takie pary (wliczajac mozliwe uporzadkowania). W drugim przypadku, jesli pewna z liczb w
parze jest réwna 2000, wtedy druga z liczb jest réwna dzielnikowi 2000, ktérych jest (4+1)- (34 1) = 20.
Biorac pod uwage porzadek dostajemy 2 -20 — 1 = 39 par; z rachunku wykluczyli$émy pare (2000, 2000)
policzona dwa razy. Ostatecznie, mamy 24 + 39 = 63 par spelniajacych warunki zadania.

Zadanie 23. Niech ABCDEFGH bedzie oémiokatem foremnym, w ktérym AC = 7+/2. Wyznacz pole
tego oSmiokata.

Wynik. 98v/2

Rozwigzanie. Niech M bedzie srodkiem okregu opisanego na tym osmiokacie. Poniewaz /JAMC =
% -360° = 90°, to promien tego okregu jest réwny 7, a érednica — 14.

c A

Rozpatrzmy rozciecie oémiokata tak jak pokazano na rysunku. tatwo widzimy, ze pole jest réwne

14 - 7v/2 = 98v/2.




Zadanie 24. Czworo przyjaciol postanowila rozpoczaé¢ nauke jezykéw obceych. Lokalna szkola jezykéw
oferuje kursy arabskiego, bengalskiego, chinskiego i duriskiego. Kazdy z przyjaciél chce uczy¢ sie doktadnie
trzech sposréd tych jezykéw. Na ile sposobow moga oni wybraé kursy tak, aby wszyscy uczeszczali na
przynajmniej jeden wspdlny?

Wynik. 232

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze tréjke jezykéw mozna przypisa¢ kazdej z oséb na dokladnie cztery
sposoby — mozemy réwnowaznie wybraé jezyk, ktorego dana nie bedzie sie uczyé¢. Jezeli pominiemy
dodatkowy warunek jest 4* = 256 sposobéw przypisania tréjek jezykéw czterem osobom.

Policzmy teraz ile z takich przyporzadkowan nie spelnia dodatkowego warunku, czyli nie ma kursy na
ktéry chodza wszystkie cztery osoby. Jedyna mozliwoscia jest, ze kazda z nich nie bedzie uczy¢ sie innego
jezyka. Takich sytuacji jest 4! = 24.

Laczna liczba przyporzadkowan spelniajacych zadany warunek to 256 — 24 = 232.

Zadanie 25. Agnieszka przemnozyla dodatnig liczbe catkowity n, ktérej wszystkie cyfry sa niezerowe,
przez liczbe skladajaca sie z tych samych cyfr, ale zapisanych w odwrotnej kolejnosci. Zauwazyta, ze
otrzymany wynik jest o tysiac wiekszy od iloczynu cyfr liczby n. Znajdz mozliwe wartosci n.

Wynik. 24, 42

Rozwigzanie. Liczba n ma co najmniej dwie cyfry. Jesli n jest dwucyfrowa, mozemy zapisa¢ ja jako
10a + b, gdzie cyfry a i b sa niezerowe. Wtedy z zadania otrzymujemy réwnoscé

(10a + b)(10b + a) = 1000 + ab,

co po przeksztalceniu daje
a® +b* = 10(10 — ab).

Prawa strona musi by¢ nieujemna, wiec ab < 10. Po sprawdzeniu mozliwych przypadkow otrzymujemy,
ze n =24 lub n = 42.

Jezeli n ma k > 3 cyfr, to lewa strona réwnoéci ma wartoéé wieksza niz (10571)2, a prawa strona
mniejsza niz 1000 4 10, co wyklucza ten przypadek.

Zadanie 26. Niech ABCD bedzie réwnolegtobokiem, a T punktem odcinka AD takim, ze CT jest
dwusieczna kata ZBCD. Ponadto, niech E bedzie punktem odcinka AB takim, ze ZAET = 40°. Jesli
ZCTE = 75°, ile wynosi miara kata ZCDA (w stopniach)?
Wynik. 110
Rozwigzanie. Niech S bedzie punktem na odcinku BC' takim, ze odcinek T'S jest réwnolegly do AB.
Wtedy ZETS = 40° i

LDCT = £STC = LCTE — LSTE = 35°.

Poniewaz CT jest dwusieczng kata Z/DC B, wiec tréjkat CT'S jest réwnoramienny, skad Z/DCT = £/TCS
i ZDCB =2-35° =70°. Zatem LZCDA = 180° — ZDCB = 110°.




Zadanie 27. Dwie duze rodziny szlacheckie, obie sktadajace sie zaréwno z kobiet jak i mezczyzn,
spotkaly sie na przyjeciu. Kazda osoba przywitala si¢ z kazda z drugiej rodziny. Mezczyzni witali sie
podajac sobie dlonie, natomiast przy przywitaniu dwoch kobiet badz kobiety z mezczyzng obie osoby
klanialy sie. Po wszystkich powitaniach tacznie byto 85 usciskéw dloni i 162 uklony. Ile kobiet brato
udziatl w przyjeciu? Kiedy dwie osoby klaniaja sie sobie, liczymy to jako jeden uklon.

Wynik. 10

Rozwigzanie. Niech mq, mo, ki, ko oznaczaja odpowiednio liczbe mezczyzn i kobiet w kazdej z rodzin. Z
warunkéw zadania wynika, ze mimeo = 85 = 5-17, zatem bez straty ogélnosci m; = 5 and mg = 17 (latwo
wykluczy¢ przypadek, gdy ktéras z liczb my, mo jest réwna 1). Co wiecej, lacznie bylo 85 + 162 = 247
powitan, wiec z réwnosci

(m1 + kl)(mg + kg) =247=13-19

dostajemy my + k1 = 13, ma + ko = 19 (ponownie, inne rozklady latwo wykluczy¢), zatem k; = 8, ko = 2,
a wiec kobiet bylto tacznie 8 + 2 = 10.

Zadanie 28. Rozpatrzmy tréjkat o bokach dlugosci 10, 24 i 26. Niech ¢ bedzie okregiem, ktorego
$rodek lezy na najdtuzszym boku tréjkata i ktéry jest styczny do dwéch pozostatych bokéw. Wyznacz
promien okregu c.

Wynik. 120/17

Rozwigzanie. 7 twierdzenia Pitagorasa latwo wnioskujemy, ze wyjsciowy tréjkat jest prostokatny.
Odcinek taczacy wierzcholek kata prostego ze srodkiem okregu dzieli ten tréjkat na dwa tréjkaty

prostokatne, w ktoérych promien okregu c jest jedna z przyprostokatnych. Wyznaczmy teraz pole duzego
tréjkata na dwa rézne sposoby wykorzystujac pola matych trojkatéw:

1 1 1
S=5-24-10=5 24 r+ 7107,

zatem r = 120/17.

Zadanie 29. Zdzichu przyszedt do kasyna z kwota 10zt. Jednoreki bandyta to maszyna do gry dziatajaca
w nastepujacy sposob: gracz wrzuca do maszyny 1zt w dowolnych nominatach i z prawdopodobienstwem
p wygrywa glowna nagrode; w przeciwnym razie maszyna zwraca graczowi 0,50 zt. Poméz Zdzichowi
znalez¢ najmniejsze prawdopodobienstwo p takie, ze jesli Zdzichu zdecyduje si¢ na gre na jednorekim
bandycie tak dlugo jak to mozliwe lub do momentu wygrania gtéwnej nagrody, Zdzichu bedzie miat co
najmniej 50% szansy na wygranie gléwnej nagrody.

Wynik. 1— /0,5

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze Zdzichu moze zagra¢ bez zdobycia gtéwnej wygranej co najwyzej 19 razy,
gdyz po wrzuceniu jego ostatniej ztotéwki do maszyny zostanie mu tylko 0,50 zl, a to mniej niz wymagana
ztotowka aby zagraé¢. Prawdopodobienstwo kazdej przegranej wynosi 1 — p, wiec prawdopodobienstwo
niewygrania gléwnej nagrody wynosi (1 — p)?. Aby Zdzichu mial co najmniej pieédziesiecioprocentowa
szanse wygrania gléwnej nagrody, musi zachodzié nieréwnoéé (1 — p)t? < 0,5, ktéra jest réwnowazna
p>1— %051 w takim razie 1 — %/0,5 jest poszukiwang najmniejsza wartoScia p.



Zadanie 30. Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite czterocyfrowe abed, ktore sa réwne a® + b° +
¢+ d?. Zadna z cyfr nie moze by¢ réwna zero.

Wynik. 3435

Rozwigzanie. Zadna z cyfr nie moze byé¢ wieksza niz 5, poniewaz 65 > 10000. Z drugiej strony, gdyby
wszystkie cyfry byly réwne 4, to rownoéé nie bylaby spelniona, a gdyby byly co najwyzej trzy czworki i
zadnej pigtki, liczba bylaby réwna co najwyzej 3 - 4 + 33 < 1000. Jedna z cyfr musi by¢ zatem réwna 5.
Liczba ta musi wystapié dokladnie raz, poniewaz 5° = 3125, czyli w przeciwnym wypadku pierwsza cyfra
przekroczylaby 5. Widzimy, ze 3000 < 5° < 5° + 3 - 4% < 4000, zatem pierwsza cyfra musi by¢ 3.

Teraz wiemy juz, ze szukana liczba jest nie mniejsza niz 5° + 33 + 2 - 1! = 3154. 3154 nie spekia
warunkéw zadania, podobnie jak 3155. Kolejna liczba o cyfrach nieprzekraczajacych 5 to 3211 > 5° +3-33,
zatem jedng z cyfr musi byé 4. Mamy zatem co najmniej jedna cyfre 3, co najmniej jedna cyfre 4, co
najmniej jedna cyfre 5. Ostatnia z cyfr nie moze by¢ kolejna czwérka, poniewaz cyfra setek wyjsciowej
liczby przekroczytaby 5 (5° + 4% + 4% + 33 > 5600). Sprawdzajac pozostale trzy przypadki otrzymujemy,
ze jedynym rozwiazaniem jest liczba 3435.

Zadanie 31. Ile jest takich piatek liczb dwucyfrowych, ze kazda z cyfr od 0 do 9 wystepuje w nich
tacznie doktadnie raz, a przy tym kazda z liczb dwucyfrowych jest parzysta i niepodzielna przez 37 Piatki
rozniace sie tylko kolejnoscia liczb uznajemy za tozsame.

Wynik. 16

Rozwigzanie. Wszystkie liczby musza mieé¢ parzysta cyfre jednosci. Aby zapewnié¢ niepodzielnosé przez 3,
liczby o cyfrze jednosci 0 lub 6 musza zaczynaé sie cyfra 1, 5 lub 7; liczby o cyfrze jednosci 2 lub 8 — cyfra
3, 5 lub 9; za$ liczby o cyfrze jednosci 4 — cyfra 1, 3, 7 lub 9. Jesli liczba konczaca sie cyfra 4 bedzie réwna
14, to te koniczace sie na 0 lub 6 musza by¢ réwne 50 i 76 lub 56 i 70 i w konsekwencji liczby konczace sie
na 2 i 8 musza by¢ réwne albo 32 i 98, albo 38 i 92. Daje to razem cztery mozliwosci. Podobny argument
pozostaje w mocy dla wyboru dowolnej innej cyfry dziesiatek dla liczby konczacej si¢ na 4, a poniewaz
mozemy wybraé¢ do tej roli jedna z czterech cyfr, to catkowita liczba piatek wynosi 4 - 4 = 16.

Zadanie 32. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n spelniajace réwnosé

FRERER

Uwaga: wyrazenie || oznacza cze$é catkowita (podloge) x, tzn. najwieksza liczbe calkowita nieprze-
kraczajaca x.
Wynik. 5439
Rozwigzanie. Niech

fo0 = 5]+ 7]+ [5]
5 7 351"

Funkcja f jest oczywiscie niemalejaca. Co wiecej, f(n)— f(n—1) = 1, jedli liczba n jest podzielna przez
dokladnie jedna z liczb 5, 71 f(n) — f(n — 1) = 3 jedli liczba n jest podzielna przez 35. W pozostalych
przypadkach f(n) = f(n —1). Poniewaz

to dla kazdego n spelniajacego warunki zadania dostajemy ograniczenie

35 10
> — 2019 =5435+ —
=13 13
a poniewaz n jest liczba calkowita, to n > 5436. Mamy f(5436) = 2018. Najblizsza wieksza od 5436
liczba podzielna przez 5 to 5440, a najblizsza podzielna przez 7 — 5439. Zatem z powyzszych obserwacji
wnosimy, ze f(5439) = 2019, f(5440) = 2020 i 5439 jest jedynym rozwiazaniem.

10



Zadanie 33. Ile jest liczb catkowitych n, dla ktorych istnieja dodatnie liczby catkowite x,y < 1000000
(niekoniecznie rézne) spelniajace warunek

n=5(z)=5(y) =5 +y),

gdzie S(a) oznacza sume cyfr liczby a?

Wynik. 6

Rozwigzanie. Poniewaz dla kazdej liczby calkowitej dodatniej a liczby S(a) i a daja te sama reszte z
dzielenia przez 9, to z warunkéw zadania wnioskujemy, ze liczby n, z, y 1 © + y daja te sama reszte z
dzielenia przez 9. To oznacza, ze x, a co za tym idzie réwniez n, musi by¢ podzielne przez 9. Jedli n = 9m
dla pewnej liczby calkowitej dodatniej m, to dla x = y = 10™ — 1 spelniona bedzie réwnosé¢ podana
w zadaniu. Najwigksza mozliwa suma cyfr liczby mniejszej od miliona jest 54, zatem jest doktadnie 6
mozliwych wartosci liczby n: 9, 18, 27, 36, 45 i 54.

Zadanie 34. Pentomino, ztozone z pieciu kwadratéw o boku a, jest wpisane w prostokat o wymiarach
Wyznacz a.

7 x 8 tak jak na rysunku:
7
8 §% :

Rozwigzanie. Niech ¢ i d beda dlugosciami odpowiednio dtuzszego i kréotszego rzutu boku kwadratu na
boki prostokata.

Wtedy

3c+2d =38,
3c+d=1717,

zatem ¢ = 2 i d = 1. Z twierdzenia Pitagorasa dostajemy, ze

a=+/c2+d2=/5.

Zadanie 35. Gerard ma prostokatna tabliczke czekolady o wymiarach 5 x 3. Dodatkowo, posypuje
on kostke, ktéra znajduje sie w lewym goérnym rogu cukrem. Gerard zjada czekolade w nastepujacy
sposéb: w kazdym kroku wybiera on losowo albo zjedzenie kolumny najbardziej na prawo, albo zjedzenie
najnizszego wiersza, przy czym kazda z opcji wystepuje z prawdopodobienstwem % Powtarza ten proces,
dopdki nie zje calej tabliczki czekolady. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ostatnim kroku Gerard zje

tylko kostke posypang cukrem?
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Wynik. 15/64
Rozwigzanie. Zalézmy, ze tabliczka czekolady ma 3 rzedy i 5 kolumn. Zauwazmy, ze po wykonaniu
(5—1)+(3—1) = 6 krokéw albo tabliczka zostanie cala zjedzona oraz w ostatnim kroku nie bedzie zjedzona
kostka posypana cukrem, albo zostanie tylko kostka posypana cukrem. Mozemy wiec zinterpretowaé
opisany w zadaniu proces nastepujaco: Gerard wybiera ciag liter K lub R o lacznej dlugosci 6 i na
jego podstawie zjada odpowiednio kolumne lub rzad czekolady. Sa dwie mozliwoéci: albo ciag zawiera
dokladnie dwie litery K (i cztery R), co oznacza, ze zostala mu kostka posypana cukrem, albo liczba liter
K lub R w tym ciagu jest rowna co najmniej liczbie odpowiednio kolumn lub wierszy, co oznacza, ze w
swoim ostatnim kroku Gerard zjadl co$ innego niz kostke posypana cukrem.

Jest dokladnie 26 ciggéw liter K i R, o dlugosci 6, z ktérych doktadnie (g) zawiera dokladnie dwie
litery K, zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi

() _15
26 64

Zadanie 36. Uzywajac dwukrotnie kazdej z liczb 1, 2, ..., 9, Andrzej utworzyt kilka parami réznych
liczb pierwszych w taki sposéb, ze suma tych liczb jest mozliwie najmniejsza. Ile wynosi ta suma?

Wynik. 477

Rozwigzanie. Zadna liczba pierwsza rézna od 2 i 5 nie moze konczyé sie na 5 lub na cyfre parzysta.
Zatem kazda z cyfr
2,5,4,4,6,6,8,8

musi pojawié sie jako cyfra co najmniej dziesiatek wérdd liczb pierwszych Andrzeja. Ponadto kazda z
pozostatych cyfr
2,5,1,1,3,3,7,7,9,9

musi pojawi¢ sie¢ wérdd liczb pierwszych Andrzeja (jako cyfra co najmniej jednosci). Zatem suma wynosi
€O najmniej

102+54+4+4+6+6+8+8) +2+54+1+1+3+3+7+7+9+9=47T.
7 drugiej strony, sume te mozna otrzymaé wybierajac nastepujace liczby pierwsze:

2,5,29,53,41,47,61,67, 83, 89.

Zadanie 37. Bolek i Lolek napisali na tablicy dwa wielomiany, Bolek napisal wielomian B(z) =
22 + 22 + 10, a Lolek napisal wielomian L(z) = 22 — 8z + 25. Kazdy z nich podstawil do swojego
wielomianu swoja ulubiona dodatnia liczbe catkowita (odpowiednio b i 1) i okazalo sie, ze obaj dostali ten
sam wynik, tzn. B(b) = L(I). ZnajdZ wszystkie mozliwe wartosci |b — .

Wynik. 1,5

Rozwigzanie. Rozkladajac na czynniki lewa strone réwnania B(b) — L(l) = 0, otrzymujemy réwnanie
(b+1—-3)(b—1-5)=0. Zatem B(b) = L(I) wtedy i tylko wtedy, gdy {b,1} = {17 2} lubb—1=5.

Zadanie 38. Wysoko$c tréjkata ABC opuszczona z wierzchotka A ma taka samg dlugosé, jak srodkowa
tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka B. Ponadto wiadomo, ze miara kata ABC wynosi 75°.
Wyznacz stosunek AB : BC.

Wynik. /2/2=1/v/2
Rozwigzanie. Niech E bedzie punktem symetrycznym do punktu B wzgledem srodka M boku AC, a

F rzutem prostok@tnym punktu F na prosta BC. Wtedy z pierwszego warunku zadania dostajemy, ze
sin(£LEBC) = czyh ZEBC = 30° (nie moze by¢ to kat rozwarty z powodu drugiego warunku
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zadania). Zatem ZABM = ZABE = 75° — 30° = 45°.
A E

B&BIA Lo

Qe

7 twierdzenia sinuséw dla tréjkatéw ABM i CBM mamy
BM AM AM

sin(/BAC)  sin45° o g

oraz

BM CM AM

sin(ZBCA) ~ sin30° 2

Dzielac teraz oba réwnania przez siebie i korzystajac z twierdzenia sinuséw dla trojkata ABC dostajemy

AB _ sin(£BCA) @
BC  sin(/BAC) 2

Zadanie 39. Gra w kétko i krzyzyk polega na naprzemiennym wpisywaniu symboli przez dwdch graczy
w pola planszy o wymiarach 3 x 3. Jeden z graczy wpisuje kétka, a drugi krzyzyki. Gracz wygrywa jesli
trzy jego symbole znajduja si¢ w jednym rzedzie, kolumnie lub przekatnej. Gra konczy sie remisem jesli
plansza jest catkowicie zapelniona i zaden z graczy nie wygrat. Jaka jest liczba mozliwych wypelnien
planszy w przypadku, gdy gra zakonczyta sie remisem? Wypelnienia rézniace sie o obrét lub symetrie
uznajemy za rézne. Gre moze rozpoczaé dowolny z graczy.

Wynik. 32

Rozwigzanie. Rozwazamy cztery przypadki w zaleznosci od symbolu znajdujacego sie w srodkowym polu
i symbolu, ktéry pojawia sie na planszy pieciokrotnie. Jesli w érodkowym polu jest krzyzyk, przy czym
na planszy znajduje sie tacznie pieé¢ krzyzykéw (taki przypadek okreslimy mianem ,krzyzyk-krzyzyk”), to
na planszy poza krzyzykiem na érodkowym polu musza znalezé sie jeszcze cztery inne krzyzyki. Zadne
trzy krzyzyki nie moga wypelnié¢ catego rzedu, kolumny lub przekatnej. Ostatecznie otrzymujemy wzor
przedstawiony na Rysunku 1, ktéry nie jest niezmienniczy ze wzgledu na zaden obrét ani symetrie osiowa.
Wobec tego, wzér ten odpowiada o$miu réznym zakoniczeniom gry remisem.

XXO
OXIX
xXOO

Rysunek 1

W przypadku ,krzyzyk-kétko” na planszy znajduje sie pie¢ koétek, przy czym symbol w érodkowym
polu to krzyzyk. Koétka nie moga zajmowaé wszystkich czterech naroznych pol planszy, gdyz w przeciwnym
razie piate kotko wraz z dwoma kétkami w rogach utworzyltyby wiersz lub kolumneg ztozona z trzech
kétek. Z drugiej strony, na kazdej z przekatnych musi znajdowaé sie co najmniej jedno kétko, gdyz w
przeciwnym razie gracz stawiajacy krzyzyki wygratby. Wobec tego w naroznikach znajduja si¢ dokladnie
trzy lub dwa kétka. W obu przypadkach mamy doktadnie jedno mozliwe wypelnienie planszy prowadzace
do remisu. Kazde z nich powstaje przez jeden z czterech mozliwych obrotéw plansz przedstawionych na
Rysunkach 2 i 3 (obie plansze maja o symetrii).
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OO X
XXO
OOX

OXO
X XO
OOX

Rysunek 2 Rysunek 3

Przypadki ,kétko-kétko” 1, kétko-krzyzyk” sa analogiczne do przypadkéw omoéwionych powyzej. Wobec
tego laczna liczba plansz prowadzacych do remisu wynosi 2(8 + 4 + 4) = 32.

Zadanie 40. Znajdz najwigksza liczbe calkowita dodatnig a, dla ktérej nie istnieje liczba catkowita

dodatnia b, spelniajaca
25

4 0.3
3 b 18
Wynik. 32

Rozwigzanie. Odwracajac podane nieréwnosci dostajemy

0,72 < é < 0,75.
a

Przedzial pomiedzy 0,72 a 0,75 ma dlugosé 0,03 > 4,

dodatnia b, spelniajaca podany warunek. Dla a = 33 istnieje rozwiazanie b = 24 (dajace g =0,7272...).
Dla a = 32 nie ma rozwiazania, poniewaz % =0,751 % > 0,03.

wiec dla wszystkich a > 34 istnieje liczba calkowita

Zadanie 41. Podczas liczacej 110 kilometréow wycieczki rowerowej z Krakowa do Czestochowy, Henryk
i Ewa maja do pokonania trzy wzgérza. Tuz przed startem, niezawodny w rachunkach Henryk powiedziat:
»,Jesli pomnozymy przez siebie trzy odleglosci z Krakowa do szczytu kazdego ze wzgdrz, otrzymamy
wielokrotno$¢ 2261”. Po chwili namystu Ewa zauwazyta: ,Ponadto, wielokrotno$¢ 2261 dostaniemy, gdy
pomnozymy odlegloéci do szczytéw mierzone od Czestochowy”. Po przejechaniu 80 kilometrow, Henryk,
z wyrazng ulga, rzucil: ,Jeszcze tylko jeden szczyt przed nami, zaraz dotrzemy do celu”. Zakladajac, ze
wszystkie odleglosci (liczone w kilometrach) sa liczbami catkowitymi, wyznacz, jak daleko od Krakowa
znajduje sie¢ kazdy ze szczytéw.

Wynik. 68, 76, 91

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A, B, i C odlegloéci od Krakowa do trzech szczytow. Z tresci zadania
wiemy, ze spelnione sg warunki 2261 | ABC oraz 2261 | (110 — A)(110 — B)(110 — C). Poniewaz rozktad
2261 na czynniki pierwsze to 2261 =7-17-19,a 7-17 = 119 > 110, zadna z liczb A, B, C nie moze by¢
jednoczes$nie podzielna przez wiecej niz jeden z tych czynnikow.

Bez straty ogdlnosci, przyjmijmy, ze 7 | A, 17| B, a 19 | C. Podobne rozwazanie mozemy zaaplikowaé
do liczb 110 — A, 110 — B i 110 — C. Po pierwsze, 7 musi dzieli¢ dokladnie jedna z liczb 110 — B, 110 — C,
gdyz 7t (110 — A). Zakladajac, ze 7 | 110 — B, dostajemy, ze 19 | 110 — A (gdyz 19 na pewno nie
dzieli 110 — C'), a ponadto 17| 110 — C. Analogicznie, gdy 7 | 110 — C, wnioskujemy, ze 17 | 110 — A i
19110 — B.

Zauwazmy, ze jedyny sposob na przedstawienie liczby 110 w postaci 7a+19b, gdzie a i b sa nieujemnymi
liczbami catkowitymi, to 110 = 7-134+19-1. Podobnie, dostajemy jedyne przedstawienia 110 = 17-4+7-6
1110 =19-44 17 - 2. Wracajac do poprzednio uzyskanych kombinacji podzielnosci: laczac 19 | 110 — A i
7| A, mozemy zapisaé, ze 110 = 19b+ A = 19b+ Ta (dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych a i b), co
juz jednoznacznie wyznacza A = 7 - 13. Kontynuujac, otrzymujemy dwa potencjalne zestawy rozwigzan:

A=13.7=91, B=4-17=68, C=4-19="76

oraz

A=6-7=42, B=2-17=34, C=19.

Uwaga Henryka sugeruje, ze trzeci szczyt znajduje sie co najmniej 80 kilometréow od Krakowa, co
eliminuje druga z mozliwosci. Ostatecznie, szukane odlegtosci to 68, 76 i 91.
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Zadanie 42. Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C, przy czym
AC =4 —+/31BC = +/3. Ponadto D i FE sy takimi punktami, ze ABDE jest kwadratem niezawierajacym
punktu C' w jego wnetrzu, a punkt J jest punktem na odcinku DE takim, ze ZACJ = 45°. Punkt K
lezy na odcinku CJ, przy czym AK || BC. Ile wynosi pole trojkata JKE?

Wynik. 3v/3/8

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze AK = AC', AE = AB oraz /EAK = /BAC, a wiec tréjkaty AEK i ABC
sa przystajace. Srodek S kwadratu ABDE lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC, poniewaz ASB i
ACB sa katami prostymi. Skoro AS = BS, to katy wpisane AC'S i BC'S takze sg réwne. Wobec tego S
lezy na dwusiecznej C'J. Odbijmy tréojkat JKE wzgledem S; wowczas E przechodzi na B, J przechodzi
na H, czyli na punkt przeciecia AB i C'J, oraz K przechodzi na punkt I, ktéry lezy na C'J i spekia

zalezno$é /IBC = 90°. D

(caln A

Trojkat IBC jest rownoramiennym tréjkatem prostokatnym o kacie prostym przy wierzchotku B,
zatem jego pole wynosi (v/3)?/2 = 3/2. Oznaczajac przez kwadratowe nawiasy pole tréjkata, mamy

[IBC] IC IH+HC _  HC

=2 =212 2
[[BH] IH IH T TE

Ponadto, tréjkaty ACH i BIH sa podobne, a skala podobienstwa jest réwna

HC _AC _ AC
IH IB BC’
Whnioskujemy, ze
BC
AC+BC

[JKE]=[IBH|=[IBC]- §'§—3\/§
2 4 8
Zadanie 43. Dwaj wiezniowie stoja przed dwoma pudetkami. Wiedza oni, ze jedno pudetko zawiera
dwie biate kulki i jedna czarna, a drugie pudetko — jedna biala kulke i dwie czarne. Jednakze, nie
wiedza oni, ktére pudetko skrywa ktora zawartosé. Kazdy wiezien musi wybra¢ pudetko i wyjaé¢ z niego
losowa kulke (bez zwracania kulki z powrotem do pudetka). Jesli wiezien wyciagnie biala kulke, zostaje
uwolniony; w przeciwnym razie zostaje stracony. Zalézmy, ze drugi wiezien widzi, ktére pudetko wybral
pierwszy wiezien i jaka kulke wyciagnal, oraz ze na tej podstawie drugi wiezien wybiera pudetko w
najbardziej korzystny dla siebie sposéb. Jakie jest prawdopodobienstwo uwolnienia drugiego wieZnia
zanim pierwszy wigzien wyciagnie kulke? Zakladamy, ze pierwszy wiezien wybiera pudetko losowo.
Wynik. 5/9
Rozwigzanie. Oznaczmy przez c kolor kulki wyciagnietej przez pierwszego wieznia, a przez o pozostaly
kolor. Wéwczas prawdopodobienstwo, ze wyciagnat on kulke z pudetka zawierajacego kulki o kolorach
¢, ¢, 0 wynosi 2/3, a prawdopodobieristwo, ze wyciagnal on kulke z pudeltka zawierajacego kulki o kolorach
¢,0,0 wynosi 1/3. Jesli drugi wiezienn wybierze to samo pudetko co pierwszy wiezieri, wyciggnie on kulke
w kolorze ¢ z prawdopodobienstwem
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i wobec tego kulke w kolorze o wyciagnie z prawdopodobienstwem

1 2
1—--=-.
3 3
Z drugiej strony, jedli drugi wiezien wybierze drugie pudetko, wyciagnie on kulke w kolorze ¢ z prawdopo-
dobienstwem

2 1 . 1 2 4
33 33 9
a kulke w kolorze o z prawdopodobienstwem
4 5
9 9

Jezeli ¢ jest kolorem bialym, drugi wiezien zostanie uwolniony jedli wyciagnie kulke w kolorze c.
Poniewaz % > %, rozsadniej dla niego jest wybra¢ drugie pudetko, i wéwczas zostanie on uwolniony z
prawdopodobienstwem %. Jezeli ¢ jest czarnym kolorem, drugi wiezien zostanie uwolniony jesli wyciagnie
kulke w kolorze o. Poniewaz % > g, rozsadniej dla niego jest wybraé¢ to samo pudetko, i wéwczas zostanie
on uwolniony z prawdopodobienistwem % Oczywiscie ¢ jest kolorem bialym z prawdopodobienstwem 5

oraz kolorem z prawdopodobienstwem %, zatem drugi wiezien zostanie uwolniony z prawdopodobienstwem

+

N
N
©

O
Wl b

Zadanie 44. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna n taka, ze wéréd dowolnych n liczb rzeczywistych
(niekoniecznie réznych) z przedziatu [1,2019] beda trzy mogace byé bokami niezdegenerowanego tréjkata?
Wynik. 18

Rozwigzanie. Dla n < 18 wezmy pierwsze n elementow ciaggu Fibonacciego okreslonego jako a1 = as = 1,
Gnt2 = Gni1 + ap: 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,144,233, 377,610,987,1597. Oczywiscie w dowolnej
tréjce liczb z tego ciagu najwieksza z nich jest wieksza lub réwna sumie dwoéch pozostatych, zatem
zadna z takich tréjek nie moze byé¢ dlugosciami bokéw niezdegenerowanego tréjkata. Dla n = 18, niech
1 < ... < 218 beda wybranymi liczbami. Jezeli zadne trzy nie spelniaja nieréwnosci tréjkata to xq,
To> 1, x3> 21 +22>2, 24 > x3+22>24+1=23,.... Wkazdym kroku mozemy szacowaé przez wyraz
ciggu Fibonacciego, na koncu dostaniemy wiec x1g5 > 987 + 1597 > 2019, co jest niemozliwe. Szukang
liczba jest zatem n = 18.

Zadanie 45. Niech o(k) oznacza liczbe wszystkich (dodatnich) dzielnikéw liczby catkowitej dodatniej k.
Zmnajdz najmniejsza taka liczbe catkowita dodatnia n, Ze najwiekszy wspélny dzielnik liczb o(n) i o(n?)
nie jest potega dwdjki o nieujemnym wyktadniku.
Wynik. 432 =2*.33
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli

n=p -py?-...-py

jest rozkladem liczby n na czynniki pierwsze to
on)= (o1 +1)(az+1) ... (o +1).

Warunek zadania, ze najwiekszy wspélny dzielnik nie jest potega dwdjki jest réwnowazny temu, ze istnieje
nieparzysta liczba pierwsza ¢, dzielaca zaréwno o(n) jak i o(n®). Poniewaz

o(n®) = Ba; +1)Bag +1)-...- (3ay + 1)

to ta liczba nie jest podzielna przez 3, wiec najmniejsza mozliwa wartosdcia g jest 5. Dalej, zauwazmy,
ze q nie moze dzieli¢ jednoczesnie o; + 11 3o; + 1 poniewaz w przeciwnym wypadku musiatoby dzieli¢
rowniez liczbe

3(a; + 1) — 3a; +1) = 2.

Zatem istnieja rézne 4,5 € {1,...,t} takie, ze ¢ | a; + 11 ¢ | 3e; + 1. Poniewaz szukamy najmniejszej
mozliwej liczby n to mozemy zalozyé, zet =2,i=11j = 2.
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Jedli ¢ = 5 to najmniejsze mozliwe wartosci a1i as to vy =4 i as = 3, a biorac najmniejsze mozliwe
liczby pierwsze czyli p; = 2 i ps = 3, dostajemy n = 24 - 33 = 432.
Jedlig>T7toa; >61ay> 2, cayli

n>25.3%2 =576 > 432,
co oznacza, ze liczba 432 jest najmniejsza mozliwg wartoscig liczby n, spelniajaca warunki zadania.

Zadanie 46. Niech ABC bedzie tréjkatem prostokatnym o kacie prostym przy wierzchotku C, przy
czym AC = 151 BC = 20. Niech D bedzie punktem na prostej AB takim, ze CD 1 AB. Okrag t
wpisany w trojkat ACD jest styczny do prostej C'D w punkcie T. Okrag c jest styczny do prostej C' D
w punkcie T" oraz do odcinka BC'. Oznaczmy punkty przeciecia okregu c z prosta AB przez X i Y. Ile
wynosi dtugosé odcinka XY'7

Wynik. 3v5
Rozwigzanie. Korzystajac z podobienstw AABC ~ ANACD ~ ACBD, obliczamy

AC? BC?

AD = 1B =9, BD= 1B =16, CD=vVAD -BD =12.
Promien okregu ¢, réwny DT, mozna obliczy¢ dzielac pole tréjkata AC'D przez polowe jego obwodu.
Otrzymujemy DT = 54/(36/2) = 3. Niech okrag w, wpisany w tréjkat BC'D, bedzie styczny do prostej
CD w punkcie S. Podobnie jak wczesniej, obliczamy jego promien réwny DS = 4. Jednokladno$é o
srodku w C i skali CT/CS = 9/8 przeksztalca okrag w na okrag c¢. Zatem promien okregu ¢ jest réwny
4-9/8 =9/2. Niech M bedzie $rodkiem odcinka XY i niech O bedzie srodkiem okregu c. Wiemy, ze
X0 =9/2 oraz OM = DT = 3. Stad, uzywajac twierdzenia Pitagorasa uzyskujemy

2
XY:2~XM:2\/ZQ—32:6\/Z—1:3\/5.
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C * B

Zadanie 47. Kazde pole szachownicy o wymiarach 6 x 7 zostalo pokolorowane na jeden z czterech
koloréw: bialy, zielony, czerwony lub niebieski. Powiemy, ze dane kolorowanie jest atrakcyjne, jesli
wszystkie pola dowolnego kwadratu 2 x 2 na tej szachownicy maja parami rézne kolory. Wyznacz liczbe
atrakcyjnych kolorowan.

Wynik. 1128

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze poniewaz oczywiscie dowolne dwa pole szachownicy stykajace
sie bokiem maja rézne kolory to jesli pola w danym rzedzie sa pokolorowane na wiecej niz 2 kolory, to
istnieja trzy kolejne pola w tym rzedzie pokolorowane na trzy rézne kolory. Zauwazmy ponadto, ze taka
trojka wyznacza jednoznacznie kolory odpowiadajacych trzech kolumn, tzn. tréjka 1 — 2 — 3 wymusza
by pionowo sasiadujaca z nia tréjka miata kolory 3 — 4 — 1 i te dwie tréjki na zmiane musza wypelnié
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odpowiednie trzy kolumny, powodujac, ze w tych kolumnach znajda sie doktadnie dwa kolory. To samo
rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla kolumn zamiast rzedow. Widzimy tez, ze jesli w danej kolumnie
sg dokladnie dwa kolory, to we wszystkich kolumnach sg doktadnie dwa kolory i tak samo z wierszami.
Zatem nie moze by¢ wiecej niz dwdch koloréw w pewnym rzedzie i pewnej kolumnie jednoczesnie.

Zalézmy teraz, ze szachownica ma 6 rzedéw i 7 kolumn. Policzmy liczbe kolorowan, w ktérych w
kazdym rzedzie znajduja sie dokladnie dwa kolory: wybieramy dwa kolory dla pierwszego wiersza (wtedy
para koloréw dla kazdego innego wiersza jest wyznaczona jednoznacznie) i wybierzmy wtedy kolor dla
pierwszego pola w kazdym z szeSciu wierszy. To daje nam (3) - 26 = 6 - 26 kolorowan. Analogicznie liczba
kolorowan, w ktérych w kazdej kolumnie znajduja sie doktadnie dwa kolory jest réwna 6 - 27. Teraz,
musimy odja¢ jeszcze liczbe kolorowan, w ktérych zaréwno w kazdym rzedzie jak i w kazdej kolumnie
znajduja sie dokladnie dwa kolory. Takie kolorowanie jest wyznaczone jednoznacznie przez lewy goérny
kwadrat 2 x 2, wiec jest dokladnie 4 - 3 -2 = 24 takich kolorowan.

Zatem odpowiedzia jest 6 -26 4+ 6-27 — 24 = 1128.

Zadanie 48. Sto dzieci stoi w rzedzie. Pierwsze dziecko ma 4 gramy czekolady, drugie dziecko ma
8 gramoéw czekolady, i tak dalej, setne dziecko ma 400 gramoéw czekolady. Pierwsze dziecko przekazuje
jedna trzecia posiadanej czekolady drugiemu dziecku (tak wiec drugie dziecko ma teraz 2—38 graméow
czekolady). Drugie dziecko przekazuje trzeciemu dziecku jedna trzecia posiadanej czekolady, i tak dalej
az dziewiecdziesiate dziewiate dziecko przekaze jedna trzecia posiadanej czekolady setnemu dziecku. Ile

graméw czekolady bedzie na koncu posiadato setne dziecko?

Wynik. 597 + 3799

Rozwigzanie. Po pierwszym kroku drugie dziecko ma 8 + 4/3 graméw czekolady. W drugim kroku,
przekazuje ono jedng trzecig posiadanej czekolady trzeciemu dziecku, ktére w rezultacie ma juz 12 +
8/3+4/3? graméw czekolady. Po trzecim kroku czwarte dziecko ma sumarycznie 16 + 12/3 +8/3% 4 4/33
graméw czekolady. Latwo zauwazy¢, ze na koncu setne dziecko bedzie miato

99 98 97 2 1
graméw czekolady. Oznaczmy
99 98 97 2 1
Wéwczas
1 1 1 1
S = 1+§+?++@+3@+
1 1 1
+1+§+?+...+@+
+1+}+
3
+ 1.

Korzystajac ze wzoru na sume ciaggu geometrycznego, otrzymujemy

11 11—z 3 1

zatem



Ostatecznie, uzyskujemy

3 1 1 1 _99
Zadanie 49. Znajdz wszystkie liczby catkowite n > 3, dla ktérych liczba

(n—1)""1—n?+2019- (n—1)
(n—2)?

jest catkowita.
Wynik. 3,4, 5,6, 8, 14

Rozwigzanie. Liczba n ma spelniaé
(n—2)*(n—1)""" —n?+2019- (n —1).

Mozemy dodaé (n — 2)? do prawej strony i w ten sposéb pozby¢ sie wyrazenia n?. Po skorzystaniu z
faktu, ze n? —4n + 4 — n? = —4(n — 1) otrzymujemy réwnowazny warunek

(n—2)*| (n—1)""t 42015 (n — 1).

Poniewaz n—1 i n—2 sg wzglednie pierwsze, mozemy podzieli¢ prawa strone przez n — 1. Po podstawieniu
t = n — 2 otrzymujemy t2 | (t + 1)* + 2015. Korzystajac ze wzoru dwumianowego dostajemy

t t t
2t + (t_1>t“+...+ <2)t2+ <1>t+1+2015,

wiec wystarczy znalezé liczby t, ktére spetniaja t2 | 2016. Skoro 2016 = 2° - 3% - 7, jedynymi mozliwymi
warto$ciami ¢ spelniajacymi warunki zadania sa 1, 2, 3, 4, 6 i 12. Podstawiajac n =t + 2 otrzymujemy
rozwiazania 3, 4, 5, 6, 8, 14.

Zadanie 50. Niech ABC bedzie trojkatem réwnobocznym, ktérego wierzchotki leza na réznych wspot-
$rodkowych okregach o promieniach odpowiednio 3, 4 i 5. ZnajdZ wszystkie mozliwe wartosci dtugosci
bokéw tréjkata ABC.

Wynik. /25 —12v/3, /25 +12/3
Rozwigzanie. Niech A lezy na okregu o promieniu 3, B na okregu o promieniu 4, C' na okregu o promieniu
5 i niech S bedzie wspolnym srodkiem tych okregéw. Do rozwazenia sa dwa przypadki.

Zatézmy, ze S lezy na zewnatrz tréjkata ABC. Obracajac C'i .S o 60° wokdét B otrzymujemy punkty
C'=A1i8. Woéwczas trojkat SBS’ jest réwnoboczny i ma bok dlugosci 4 oraz S'C' = SC = 5.
Tréjkat SS’C’ ma boki dlugosci 3, 4, 5, wiee £5'SC’ = 90°. Zatem /BSA = /S'SC' — /58'SB = 30°.
Wykorzystujac twierdzenie kosinuséw w tréjkacie BSA otrzymujemy AB = /25 — 12/3.
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Jezeli S lezy wewnatrz tréjkata ABC, mozemy obrécié A i S o 60° wokét B otrzymujac punkty A' = C
i 5’. Podobnie jak w pierwszym przypadku, trojkat SS’A’ jest prostokatny, przy czym £SS’A" = 90°.
Wobec tego /BSA = /BS'A" = £/858'A' + £5'SB = 150°. Korzystajac z twierdzenia kosinuséw dla
tréjkata BSA otrzymujemy drugie rozwiazanie AB = /25 + 121/3.

Zadanie 51. Siedem o0s6b siedzi (w réwnych odstepach) wokdl okraglego stotu, na ktérym narysowanych
jest siedem strzalek w taki sposéb, ze z kazdego miejsca do siedzenia wychodzi doktadnie jedna strzatka
i kazde miejsce jest wskazywane przez dokladnie jedna strzalke (strzalka moze zaczynaé i koriczy¢ sie
na tym samym miejscu). Co minute, osoby przesiadaja sie, wstajac z obecnego miejsca i siadajac na
miejscu wskazywanym przez ich strzatke, a nastepnie stot jest obracany o jedno miejsce zgodnie z ruchem
wskazowek zegara. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba minut, po upltywie ktérej wszystkie osoby po raz
pierwszy jednoczesnie usiada na swoich poczatkowych miejscach?

Wynik. 84

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze co siedem minut osoby zmieniaja swoje miejsca, a stét wraca do swojej
pozycji poczatkowej. Wobec tego widzimy, ze patrzac na co sibdma minute, osoby po prostu zmieniaja
swoje miejsca tak jak w zwyczajnej permutacji. Najmniejsza liczba razy mozliwych aplikacji permutacji
na zbiorze o siedmiu elementach zanim elementy powrdca na swoje poczatkowe pozycje (tzw. rzqd
permutacji) moze byé réwna co najwyzej 12. Liczba ta jest osiagana dla permutacji permutujacej
elementy w nastepujacy sposéb:

1-2—-3—-1 4-5—=26—-7—4

W ogdlnosci, rzad jest najmniejsza wspélng wielokrotnodcia diugosci cykli w rozkladzie o powyzszej
postaci; latwo zauwazy¢, ze 12 to w istocie najwiekszy mozliwy rzad. To daje ograniczenie gérne 7-12 = 84
minut potrzebnych aby osoby powrdcily na swoje miejsca.

Jesli strzalki sa narysowane tak, ze na poczatku tylko osoby 1 i 4 zmieniaja swoje miejsca, to po
siedmiu minutach osoby sa spermutowane zgodnie z ponizszg permutacja;

1-2—-3—>1 4—-57—-6—5—4,

zatem jesli rozwazaé bedziemy tylko co siddma minute, to procedura ta w rzeczy samej zajmie 84 minuty.
Pozostaje zauwazy¢, ze osoby nie moga powrdci¢ do poczatkowych pozycji w miedzyczasie. Co siddma
minute miejsca 1, 2 1 3 sa zajmowane przez osoby, ktére siedzialy na nich na samym poczatku (by¢ moze
przepermutowane), ale w ciagu kolejnych sze$ciu minut przynajmniej jedna z tych oséb siada na jednym
z pozostalych czterech miejsc.

Zadanie 52. Niech a1, a9, as, ... bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych. Zaczynajac od as, kazdy
wyraz ciggu jest polowa sumy $éredniej arytmetycznej i Sredniej geometrycznej dwbdch sasiadujacych
wyrazow. Znajdz asss, jesli a; = % ia; = %

Uwaga: Srednia geometryczna dodatnich liczb rzeczywistych z i y to /Y.
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Wynik. 2016

Rozwigzanie. Warunek z zadania sprowadza sie do

ap =

. 2
w + \/ak_1 - A1 _ (1/0,]671 =+ ,/ak+1)
2 4

dla kazdego k > 2. Poniewaz wyrazy ciagu sa dodatnie, mozemy zapisaé¢ ten warunek jako

Vak—1 + \/Qk+1

ap = B)

7 tego wynika, ze ciag by, b, ..., gdzie by = \/aj, jest ciagiem arytmetycznym; oznaczmy przez r roéznice
tego ciagu. Wiemy, ze by = /2/7 oraz b1; = \/7/2, wiec

CNVTR=V2T
"= 10 T ov1d

Wyliczamy

2 332 44332
byss — by + 332 :\/>+=:12\/14.
333 = U1 "TNT T o/ 2vid

Zatem azzz = b33 = 2016.

Zadanie 53. Mikotaj ma prostokat o obwodzie 444 i bokach bedacych dodatnimi liczbami catkowitymi
a i b takimi, ze a > b. Sprébowal pokry¢ go kwadratami o boku dlugoéci a — b w nastepujacy sposob.
Pierwszy kwadrat polozyl w lewym gérnym rogu. Nastepnie ukladal kwadratowa krate o osiach réw-
noleglych do bokéw prostokata zaczynajac od kwadratu znajdujacego sie w lewym gérnym rogu. W
pewnym momencie (po polozeniu co najmniej jednego kwadratu) musial zakonczyé, poniewaz nie dalo
sie juz dolozy¢ zadnego kwadratu tak, aby w calosci lezal wewnatrz prostokata. Pole niepokrytej czedci
prostokata wynosi 1296. Wyznacz sume wszystkich réznych mozliwych dlugosci boku kwadratu uzytego
do wypelnienia prostokata.

Wynik. 166
Rozwigzanie. Niech a = b =r (mod a —b), gdzie 0 < r < a—b— 1. Wtedy pole niepokrytej czesci
to ra + b — r? = —r? + 222r = 1296, co jest réwnoznaczne z (r — 6)(r — 216) = 0. Oczywiscie a > r

ib > r, skad otrgymujemy r = 6. Usunmy niepokryta powierzchni¢. Niech x = a —r oraz y = b —r.
Wtedy otrzymujemy prostokat o polu = x y pokryty przez kwadraty o polu (z —y) x (x —y) (poniewaz
r—y=a—-b)orazx+y=a+b—2r=210=2-3-5-7. Ponadto x — y musi dzieli¢ zaréwno z jak i
y, wiec dzieli tez x + y. Wybierzmy d takie, ze d | 210 oraz x — y = d. Wtedy korzystajac z réwnosci
x4y = 210 mozna wyznaczy¢ x i y:

. 210+d 210 —d

2 YT T

Poniewaz rozwiazania musza byé dodatnimi liczbami catkowitymi (dodatnimi, poniewaz istnieje co
najmniej jeden kwadrat o boku dlugosci a — b = © — y) oraz * — y > 6 (z maksymalnosci pokrycia),
mozna zauwazy¢, ze d wyznacza rozwiazanie wtedy i tylko wtedy gdy jest parzystym dzielnikiem 210
oraz spelia 6 < d < 210. A zatem d jest jedna z liczb: 10, 14, 30, 42, 70, kt6rych suma wynosi 166.

Zadanie 54. Niech P bedzie punktem wewnatrz tréjkata ABC. Oznaczmy przez A’, B’, C' punkty
przecigcia prostych AP, BP, CP z bokami BC, CA, AB odpowiednio. Zalézmy, ze

AP=BP=CP=3

oraz

AP+ BP 4+ CP = 25.

Wyznacz AP - BP - CP.
Wynik. 279
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Rozwigzanie. Oznaczmy przez [ XY Z] pole tréjkata XY Z. Niech
a=AP, b=BP, ¢=CP.
Wtedy

[PBC] PA" 3
[ABC] AA”  a+3

oraz analogicznie
[PCA] 3 [PAB] 3

[ABC]  b+3" [ABC] c+3
Co wiecej, [PBC] + [PCA] + [PAB] = [ABC], zatem

3 3 3
a+3 b+3 c¢+3

L,

co po wymnozeniu mianownikow i uproszczeniu réwnania daje
54 +9(a+ b+ c) = abe.

Wynik abe = 279 otrzymujemy po podstawieniu a + b + ¢ = 25.

Zadanie 55. Na okregu c lezy czternascie punktéw A, ..., A14 w tej kolejnosci przeciwnie do ruchu
wskazdwek zegara, przy czym zadne trzy odcinki o koncach w tych punktach nie przecinaja sie we wnetrzu c.
Krystyna narysowala wszystkie te odcinki, ale potem uznala, ze na rysunku nic nie widaé i zdecydowalta
SIQ usunqé Wszystkie boki i przek@tne 81edm10kadtéw A1A3A5A7A9A11A13 oraz A2A4A6A8A10A12A14. Na
ile obszaréw pozostale odcinki dziela wnetrze ¢?

Wynik. 295

Rozwigzanie. Rozwazmy, co sie dzieje, gdy dodajemy po kolei odcinki do rysunku. bLatwo widaé, ze gdy
dodajemy odcinek, liczba obszaréw roénie o 1 + liczbe odcinkéw juz narysowanych, ktére przecina nowy
odcinek. Zatem szukana liczba obszaréw to

1 + liczba odcinkéw + liczba przecieé¢ odcinkow.

Nazwijmy punkty Aq, As, ..., A13 nieparzystymi, a pozostale parzystymi. Odcinki na rysunku to dokladnie
te, ktore lacza pewien nieparzysty punkt z pewnym parzystym punktem, wiec jest ich 7-7 = 49. Aby
obliczy¢ liczbe przecieé odcinkdéw, zauwazmy, ze konce przecinajacych sie odcinkdéw musza leze¢ na okregu
w kolejnosci: nieparzysty, nieparzysty, parzysty, parzysty. Z drugiej strony, kazda taka czwoérka punktéw
wyznacza jednoznacznie punkt przeciecia odcinkéw, zatem musimy obliczy¢ liczbe takich czwérek. Bez
straty ogélnosci zalézmy, ze Ay jest pierwszym nieparzystym punktem z czworki w kolejnosci przeciwnej do
ruchu wskazéwek zegara. Podzielmy punkty na siedem par (A, As), (A4, As),. .., (A14, A1) 1 zauwazmy,
ze pozostale trzy punkty musza naleze¢ do réznych par. Z drugiej strony, kazdy wybér trzech par
wyznacza szukana czwérke punktow: z pierwszej pary wybierzmy nieparzysty punkt, a z pozostatych
dwoéch parzyste punkty. Poniewaz pierwszy nieparzysty punkt mozemy wybraé na siedem sposobéw,

dostajemy w sumie
7
7- = 245
(5

przecieé¢. Zatem okrag jest podzielony na 1+ 49 + 245 = 295 obszaréw.

Zadanie 56. Wyznacz liczbe uporzadkowanych czwérek (a, b, ¢, d) dodatnich liczb catkowitych spelnia-
jacych
a+b+c+d=505 and ab=cd.

Wynik. 800
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Rozwigzanie. Mnozac pierwsze rownanie stronami przez a i podstawiajac drugie rownanie, otrzymujemy
(a+c)(a+d) =5050 =5-101-a,

przy czym liczby 5 1 101 sa pierwsze. Poniewaz obydwa nawiasy sa wieksze od a, jeden z nich musi by¢
rowny 5k, a drugi réwny 1017, przy czym kl = a. Niech a+c = 5k oraz a+d = 101/ dla pewnych ustalonych
k, I speiajacych kl = a. Wtedy ¢ = k(5 —1), d=1(101 — k) oraz b =505 —a —d —c= (101 — k)(5 — ).
Latwo sprawdzamy, ze czworka

(a,b, ¢, d) = (kl, (101 — k)(5 — 1), k(5 — 1), 1(101 — k))

spelnia warunek ab = cd i jest poprawnym rozwiazaniem danego uktadu réwnan dla dowolnych | = 1,2, 3,4
oraz k =1,2,...,100. W ten sposéb otrzymujemy 400 parami réznych rozwiazan, gdyz jesli dwie pary
(k1,11) oraz (ka,l2) daja te same rozwiazanie opisane powyzej, to wtedy kily = kola i (5—11)k1 = (5—12)ks
implikuje ky = ko i l; = l5. Podobnie w przypadku a + ¢ = 101l i a + d = 5k otrzymujemy 400 parami
réznych rozwiazan

(a,b,¢,d) = (KL, (101 — k)(5 — 1), 1101 — k), k(5 — 1))

dla kazdych | = 1,2,3,41 k =1,2,...,100. Zadne rozwigzanie z drugiego przypadku nie pokrywa si¢ z
rozwiazaniem z pierwszego przypadku, gdyz 5k = a + ¢ = 101l nie zachodzi dla zadnych rozwazanych k, [.
Zatem w sumie otrzymujemy 400 + 400 = 800 rozwiazan.
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