Problema 1. In urmi cu trei ani varsta mamei lui Punto era de trei ori varsta lui Punto. In acest moment varsta
tatalui lui Punto este de trei ori varsta lui Punto. Care este diferenta in ani a varstelor parintilor lui Punto?

Rezultat. 6

Solutie. Daca x este varsta actuald a lui Punto, atunci varsta actuald a maei sale este 3(x — 3) + 3, adicd 3z — 6.
Varsta actuald a tatalui lui Punto este 3z . Diferenta varstelor parintilor este 6 ani.

Problema 2. Cate triunghiuri sunt in figura?

Rezultat. 30

Solutie. Toate triunghiurile au varfurile in cel al figurii. Mai mult, o latura a triunghiurilor este pe una dintre cele
doua paralele orizontale.Din acest motiv, fiecare triunghi este determinat prin alegerea unui segment de pe cele doua
paralele determinat de doua puncte de pe paralela pe care se afla. Cum sunt sase puncte pe fiecare paralela, numarul
triunghiurilor este

2-(54+4+3+2+1)=230.

Problema 3. Se considera punctul F in interiorul unui patrat ABCD astfel incat triunghiul ABE este echilateral.
Care este masura In grade a unghiului DCE ?

D . C

Rezultat. 15

Solutie. Cum intr-un triunghi echilateral fiecare unghi are masura de 60°, obtinem ca ZCBFE = 90° — ZEBA = 30°.
Deoarece EB = AB = BC, triunghiul BC'E este isoscel si astfel

/ECB = /BEC = %(180O — ZCBE) = T75°.
In concluzie Z/DCE = 90° — /ECB = 15°.

Problema 4. Micuta Sandi are intr-un cufar o comoara formata din monede inscriptionate: o moneda inscriptionata
cu 1, doud monede inscriptionate cu 2,.., optsprezece monede inscriptionate cu 18, si noudsprezece monede inscriptionate
cu 19. Sandi scoate din cufar moneda dupa moneda fara a putea vedea ce este scris pe ele. Care este numarul minim
de monede pe care trebuie si le scoata din cufar pentru a fi sigura ci a scos zece monede identic inscriptionate?

Rezultat. 136

Solutie. Pentru siguranta, Sandi ar trebui sa scoata toate monedele cu numere mai mici ca 10 si cate noua monede
din fiecare tip inscriptionat cu numere de la 10 la 19. In total, (1 +2+---4+9) +9- 10 = 135.

Cand Sandi va scoate si moneda 136, cel putin 91 de monede sunt inscriptionate cu numere mai mari decat 9. Din
principiul cutiei, din unul din cele zece tipuri de monede inscriptionate cu numere de la 10 la 19 a cos zece monede.De
aceea, numarul minim este 136.



Problema 5. Domnul Sugar a cumparat o cutie de bomboane pentru a da copiilor in ziua de Halloween. El a mancat
jumatate din bomboane pana ce primul copil a venit la usa sa. Dupa ce copilul a fost servit, el a méncat jumatate din
ce a ramas pana cand a venit al doilea copil, si apoi, jumatate din ce a ramas pana a venit al treilea copil care a fost
servit cu bomboanele ramase. Daca fiecare copil a primit exact cate trei bomboane, cate bomboane erau initial in cutie?

Rezultat. 42

Solutie. Daca n este numarul initial de bomboane, putem scrie distributia bomboanelor folosind ecuatia

(3949 3o-s

Rezolvand-o pentru n obtinem n = 42.

Problema 6. Fie ABCD un patrulater cu unghiurile A si C' drepte. Cunoscand lungimile BC = 6, CD = 8§, si
DA = 2, determinati aria patrulaterului ABCD.

C

Rezultat. 24 + 46
Solutie. Din teorema lui Pitagora, obtinem BD = /62 + 82 = 10 si apoi

AB =+\/BD? — AD? = /102 — 22 = \/96 = 41/6.

Aria patrulaterului ABCD este
1
5(6~8+2.4\/(§) = 24 + 4/6.

Problema 7. O imprimanta de birou poate printa fie pe o fata fie fatd-verso. Printarea unei coli A4 dureaza trei
secunde pe o fata, iar cea fata-verso dureaza noua secunde. Kate vrea sa printeze fata-verso o lucrare de cercetare
de optsprezece pagini. Ea poate alege sa printeze toate paginile fatd-verso sau sa printeze mai intai paginile impare,
sa reintroduca colile in imprimanta si sa printeze apoi paginile pare. insé7 ea realizeaza ca in ambele situatii timpul
necesar operatiunilor ficute este acelasi. Cat secunde sunt necesare pentru a reintroduce colile In imprimanta?

Rezultat. 27

Solutie. Observam ca Kate vrea sa printeze noua coli. Cand printeaza fata-verso, timpul necesar este 9 -9 = 81
secunde. Céand printeaza doar fata, fiecare coald este prinata de doua ori, deci timpul necesar este 2 - 3 -9 = 54 secunde.
In concluzie, timpul necesar reintroducerii foilor in imprimanta este 81 — 54 = 27 secunde.

Problema 8. Determinati numerele de noua cifre A care satisfac urmatoarele conditii:
e Contine fiecare cifra 1,...,9 exact o data.

e Fiecare numar format din doua cifre alaturate, prin mentinerea ordinii, este divizibil cu 7 sau 13.

Rezultat. 784913526

Solutie. (Sagetile pline definesc divizibilitatea cu 7, cele cu liniute pe cea cu 13, si cele cu liniute si puncte pe cea cu
ambele numere.) Din diagramai, este evident ci numarul cerut trebuie sd inceapa cu 784. Dacad urmatoare cifra este 9,
atunci continuam cu 1, 3, si 5, si ultimele cifre sunt 2, 6, in aceasta ordine. Obtinem solutia 784913526.

Daca, pe de alta parte, incepem cu 7842, raman de considerat doua cazuri. Prima data, alegand 1 si, respectiv, 3,
nu se poate ca numarul s& contini cifrele 5 si 9. A doua oara, ajungem in aceeasi situatie daci alegem 784263.

Fie N numarul cautat si numim a block numarul de doua cifre distincte divizibil cu 7 sau 13. Observam ca 78 este
singurul block ce 1l contine pe 7 si 84 este singurul block ce incepe cu 8, de aceea N trebuie sa inceapa cu 784. Sa
presupunem ca N nu se termina cu 9; singurele block-uri ce incep cu 9 sunt 91 si 98, si cum pozitia lui 8 in N este
deja fixata, 9 trebuie sa fie urmat de 1. Analog, deoarece 4 este deja folosit, 1 trebuie sa fie urmat de 3, 3 de 5 etc.,
formandu-se secventa de cifre 913526, care alaturata lui 784, ofera raspunsul N = 784913526.

Daca cifra unitatilor lui N este 9, N trebuie s inceapa cu 7842 si sa se termine cu 39. 39 se poate extinde spre
stanga folosind 1 sau 6, dar, atunci, singurele posibile extensii sunt 2139, 2639, si 5639, primele doua continandu-1 pe 2
si ultima nemaiputand fi extinsa spre stanga.



Urmatoare diagrama arata toate block-urile posibile:

Problema 9. Doua patrate sunt in interiorul unui patrat ca in figura. Determinati aria patratului A stiind ca aria
patratului B este 48.

Rezultat. 54

Solutie. Deoarece triunghiurile adiacente patratului B sunt isoscele, latura lui B de pe diagonala este o treime din

diagonala. De aceea, daca s este lungimea patratului mare, lungimea laturii lui B este % -v/2-5siceaalui A este % - 8.

Raportul ariilor patratelor din interior este

2. 52 _
9

s 9
4 8

si, astfel, aria patratului A este 48 - % = 54.

Problema 10. Fiona are doua cuburi, unul cu latura de 9 cm format din cuburi albe mici cu latura de 1cm, si unul
cu latura de 10 cm format din cuburi negre mici cu latura de 1 cm. Cu aceste cuburi ea vrea s& construiasca un alt cub
cu latura de 12cm. Care este minimul suprafetei in cm? de culoare neagra?

Rezultat. 0

Solutie. Fiona are 93 = 729 cuburi albe 102 = 1000 cuburi negre. Pentru a putea construi un cub cu latura de 12 are
nevoie de 123 — 103 = 1728 — 1000 = 728 cuburi cu latura de 1 cm. In concluzie, poate construi cubul doar cu fete albe,
raspunsul fiind 0.

Problema 11. Dupa ce a terminat de corectat testul la matematica, profesorul a observat ci exact 10 dintre elevi
nu au inmultit corect fractiile, 14 nu au adunat corect fractiile si 17 nu au facut corect rationalizarea fractiilor. Mai
mult, fiecare elev a gresit la cel putin o operatie si au fost 6 elevi care le-au grasit pe toate. Care este numarul de elevi
din clasa?

Rezultat. 29

Solutie. Pentru a putea determina numarul exact de elevi din clasa, ar trebui sa stim si cati elevi au gresit exact doua
operatii pentru fiecare pereche de operatii. Observam ca numéarul maxim de elevi se obtine daca presupunem ca fiecare
elev care greseste doua operatii le greseste pe toate trei. Astfel, numarul total de elevi este

104+144+17-2-6=29.

Trebuie sa scadem de doud ori numarul elevilor care au gresit toate operatiile, deoarece pe acestia ii numaram in fiecare
dintre cele trei grupe de elevi adunate.



Problema 12. Unul dintre unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic este de 23°. Aflati masura unghiului (in
grade) dintre mediana si indltimea duse din unghiul drept.

Rezultat. 44
Solutie. Fie ABC triunghiul cu ZBAC = 90°. Notam piciorul medianei cu M si cel al inaltimii cu H.

C Jit

' 23° 23°

A é * B

Varfurile triunghiului ABC' se gasesc pe un cerc cu centrul in punctul M. Deci, fie ZCBA = 23°. Deoarece triunghiul
ABM este isoscel, avem ca Z/BAM = 23°. mai mult, triunghiul AHC' este asemenea cu triunghiul ABC. Astfel
ZHAC = 23°. Obtinem ZMAH = 90° — 2 -23° = 44° ca fiind masura unghiului cautat.

Problema 13. Numerele naturale a si b satisfac 20a 4+ 196 = 365. Aflati valoarea expresiei 20b + 19a.
Rezultat. 376
Solutie. Este evident ca a,b < 20. Adunénd b in ambii membri ai relatiei date obtinem 20(a + b) = 365 + b. Cum

membrul stang se divide cu 20, membrul drept trebuie sa fie egal cu 380. Se obtine b = 15, deci a = 4 si, astfel
20b + 19a = 380 — a = 376.

Problema 14. Un poligon regulat cu 2018 varfuri are 2033135 diagonale. Cu cate diagonale sunt mai mult intr-un
poligon regulat cu 2019 varfuri? Laturile nu se vor numara ca diagonale ale poligonului.

Rezultat. 2017
n(n—1)

Solufie. Prin n puncte necoliniare trei cate trei se pot construi —=— drepte. Scazand numarul de laturi, n, obtinem

n(n2—3). Astfel, 201952016 _ 2018;015 = 92017.

numarul de diagonale

Problema 15. Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei (2 — 4z + 5)952*9”*30 =1.

Rezultat. 2, 5, —6

Solutie. Cum 2% —4x +5= (v —2)2 +1 > 1, baza este un numar real pozitiv. Posibilitatile pentru care obtinem 1
sunt baza egald cu 1 sau exponentul egal cu 0. In primul caz, 22 — 4z + 5 = 1 este echivalenti cu (z — 2)? = 0 de unde
se obtine z = 2. In a doua situatie, din 22 + x — 30 = (z — 5)(z + 6) = 0 obtinem solutiile z = 5 si z = —6.

Problema 16. Cate numere de patru cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, astfel incat oricum am sterge
una dintre cifre, numarul ramas s& nu aiba cifrele in ordine crescatoare sau descrescatoare?

Rezultat. 4

Solutie. Presupunem ca numarul incepe cu cifra 1. Daca tinem cont de conditia ca cifrele sd nu fie in ordine crescatoare,
am putea obtine 1432, care dupa eliminare cifrei 1 ar avea cifrele in ordine descrescatoare. Tinand cont de simetrie, 1
nu poate sa fie la inceput sau sfarsit de numar. La fel si pentru 4. Astfel, cifrele 1 si 4 trebuie sa fie in mijloc. Avem
patru numere care indeplinesc conditiile cerute:

(27 1’47 3)7 (3’ 1)47 2)7 (2747173)’ (374’ 1’ 2)'

Problema 17. Fie ABCD un dreptunghi cu AB = 8cm si BC = 6cm. Fie X si, respectiv Y intersectiile
mediatoarelor segmentului AC cu AB si, respectiv C'D. Care este lungimea, in ¢m, a segmentului XY?

Rezultat. 12—5

Solutie. Din teorema lui Pitagora, obtinem AC = /AB2 4+ BC? = /82 4 62 = 10. Fie S mijlocul diagonalei AC,
deci AS = 5.
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Cum LCAB = /SAX si /XSA=/ZCBA = 90°, triunghiurile ASX si ABC sunt asemenea, obtinand SX : AS =

BC : AB, de unde
BC-AS 15
X=———=—.
s AB 4

Lungimea cerutd este XY = 25X = 18,

Problema 18. In relatia FOUR + FIVE = NINFE fiecare litera reprezinta o cifra si, litere diferite reprezinta cifre
diferite. Se stiu urmatoarele:

e FFOUR se divide cu 4,
e IV E se divide cu 5,
e NINEF se divide cu 3.

Determinati toate numerele posibile pentru NINE.
Rezultat. 3435
Solutie. Tinand cont de cifra unitatilor, obtinem R = 0. Cum FIV E se divide cu 5 si R = 0, obtinem £ = 5. Tinand
cont de cifra miilor, obtinem O =9 si 1 in minte din adunarea cifrelor zecilor si, iar 1 din adunarea cifrelor miilor.Deci,
U + V trebuie sa fie mai mare ca 10 si N cifra impara. Pe de alta parte, U +V < 7+ 8 = 15 deoarece cifra 9 a fost
folosita. Se obtine N = 3. Apoi, U = 6 (datorita divizibilitatii cu 4), V =7si F = 1.

Cum NINFE se divide cu 3, suma cifrelor N+ 1+ N +E =3+ 1+ 3+ 5 = 11 + I trebuie sa se divida cu 3. Astfel,
I = 4. De aceea, raspunsul este NINE = 3435 si relatia devine 1960 + 1475 = 3435.

Problema 19. Perimetrul patratului din figura este 4. Care este perimetrul triunghiului echilateral?
A

Rezultat. 3+ /3

Solutie.

Consideram G intersectie dintre AC si DE. Sa observam ca cele doud triunghiuri dreptunghice BEF si GDC' care
au unghiurile interioare 30° si 60° sunt congruente, deoarece amandoua au o latura egala cu 1. Acum, un astfel de
triunghi este jumatate dintr-un triunghi echilateral ce are lungimea laturii egala cu lungimea ipotenuzei. De aceea,
BE = 2BF si folosind teorema lui Pitagora BE? = EF? + BF2. Tinand cont ca EF = 1, obtinem BF = /3/3. De
aceea, lungimea laturii triunghiului echilateral ABC' este 1 + %\/3 si perimetrul siu este 3 + /3.

3 — ax? + 588z — b = 0 are solutie reals tripls, care sunt valorile posibile

Problema 20. Fie a, b numere reale. Daca x
pentru a?
Rezultat. 42, —42

Solutie. Daca r este solutie tripla, atunci
(x —7)® =2 = 3ra? + 3r?z —r® = 2® — ax® + 588z — b.
de unde r = +14. Astfel, avem cd a = +42.

Problema 21. Simon este In excursie pe insule ce sunt legate prin poduri, asa cum apare in desen. El vrea sa treaca
peste fiecare pod. Deoarece 1i place sa economiseasca bani, el intentioneaza sa treacad peste fiecare pod exact o data. In
cate moduri poate planifica trecerea lor daca pleaca din insula sub forméa de patrat? Simon nu poate sari de pe un pod
pe altul si poate sa viziteze o insula de mai multe ori.




Rezultat. 120

Solutie. Sa observam ca insula patrata si cea din dreapta din mijloc sunt doua insule ’speciale’: Toate podurile incep
la una dintre ele, si din orice alta insula exista poduri spre acestea. Deci, intotdeauna vom merge dinspre o insula
speciala spre cealalta traversand o alta insula. De aceea, tot ce avem de facut este sa ordonam insulele care nu sunt
speciale, lucru ce se poate realiza in 5! = 120 moduri.

Problema 22. Cate perechi ordonate de numere naturale (m, n) exista astfel incat cel mai mic multiplu comun al
numerelor m si n sa fie egal cu 20007

Rezultat. 63

Solutie. Distingem doud cazuri: Prima dat,s& presupunem ca niciunul dintre numere nu este egal cu 2000 = 24 - 53.
Atunci, unul dintre numere este egal cu to 2% - 5¥ pentru k € {0,1,2} si celalalt este 2! - 5% pentru [ € {0, 1,2,3}, deci
sunt 24 de perechi (numarand ambele ordonéri). A doua oara, dacd unul dintre numere este 2000, atunci celalalt
este un divizor de al lui 2000 si sunt (4 + 1) - (3 4+ 1) = 20 de perechi, astfel c&, tinand cont de ordine, obtinem
220 — 1 = 39perechi; scadem perechea (2000,2000), care este numarata de douad ori. In total sunt 24 + 39 = 63
perechi.

Problema 23. Fie ABCDFEFGH un octogon regulat cu AC = 7+/2. Determinati aria sa.
Rezultat. 982

Solutie. Fie M centrul circumscris octogonului. Cum ZAMC = % - 360° = 90°, raza cercului este 7 si diametrul 14.

c A

Din reanjarea octogonului ca in figura, obtinem ci aria este egald cu produsul dintre AC' si diametru, adica 14 - 7v/2 =

98+/2.

Problema 24. Patru prieteni se decid sa invete limbi straine. Scoala la care invata ofera cursuri de araba, bengaleza,
chineza si olandeza, si fiecare din cei patru doreste sa invete exact trei limbi. In cate moduri isi pot alege cursurile
astfel Incat toti sa participe la cel putin un curs?

Rezultat. 232

Solutie. Sa observam ca un triplet de cursuri poate fi urmat de o singura persoana in exact patru moduri. Deci sunt
4* = 256 moduri ca cei patru si urmeze cursurile nerespectand conditia impuss.

Sa numaram cazurile In care toti cei patru nu au cursuri in comun. Singura posibilitate, pentru fiecare dintre cele
patru limbi, este ca unul dintre cei patru sa nu aleaga cursul. Deci sunt 4! = 24 alegeri.

Astfel numarul de alegeri ce satisfac conditia data este 256 — 24 = 232.

Problema 25. Lui Abigail i s-a comunicat un numar natural n care nu are cifre de 0. Ea l-a Inmultit cu un alt
numar ce are aceleasi cifre dar in ordine inversa. Abigail a observat ca rezultatul obtinut este cu o mie mai mare decat
produsul cifrelor numarului n. Determinati valorile posibile ale lui n.

Rezultat. 24, 42

Solutie. Evident, n are cel putin doua cifre. Daca n are exact doua cifre nenule a si b, obtinem

(10a + b)(10b + a) = 1000 + ab



sau
a® 4+ b* = 10(10 — ab).

Cum membrul drept trebuie sa fie pozitiv, obtinem ab < 10. Prin incercari, obtinem ca {a, b} = {2, 4}.
Daci n are k > 3 cifre, atunci membrul stang al egalitatii este cel putin (10¥71)2, in timp ce membrul drept este
mai mic decat 1000 + 10*, deci n nu poate avea mai mult de doua cifre.

Problema 26. Fie ABCD un paralelogram si fie T un punct pe segmentul AD astfel incat T'C sa fie bisectoarea
unghiului ZBCD. Fie F un punct pe segmentul AB astfel incat LZAET = 40°. Daca ZCTFE = 75°, care este masura
unghiului ZCDA (in grade)?

Rezultat. 110

Solutie. Fie S pe BC astfel incat T'S este paralel cu AB. Atunci ZET'S = 40° si

LDCT = £LSTC = LCTE — ZSTE = 35°.

Deoarece CT este bisectoare unghiului ZDC B, triunghiul CT'S este isoscel, ZDCT = /TCS si ZDCB = 2-35° = 70°.
Atunci ZCDA = 180° — ZDCB = 110°.

Problema 27. Doua case de nobili se intalnesc la un ospat, fiecare fiind reprezentata de cel putin un barbat si cel
putin o femeie. Fiecare persoana care a participat a felicitat membrii casei din care nu face parte: Barbatii si-au strans
mana, iar femeile, cat si o femeie cu un barbat si-au facut plecaciuni. La sfarsitul acestui ritual au fost 85 strangeri de
mana si 162 de plecaciuni. Céte femei au fost prezente la ospat? Vom numaéra o plecaciune cand doua persoane fac o
plecaciune una alteia.

Rezultat. 10

Solutie. Fie mq, mo, w1, we numarul de barbati si, respectiv, de femei din casele de nobili. Deoarece mimqs = 85 = 5-17,
observam ca my = 5 si my = 17 (posibilitatea ca unul dintre numere sa fie 1 se poate exclude imediat). Mai mult, au
fost in total 85 + 162 = 247 de plecaciuni, si din

obtinem my + wy = 13, ma + wo = 19 (alte cazuri fiind exceptate ), adicd w; = 8, we = 2 si raspunsul este 8 + 2 = 10.

Problema 28. Se considera un triunghi cu lungimile laturilor egale cu 10, 24, si 26. Fie ¢ cercul cu centrul pe cea
mai lunga latura si tangent celorlalte doua. Aflati raza cercului c.

Rezultat. 120/17
Solutie. Din teorema lui Pitagora, obtinem ca triunghiul este dreptunghic. Segmentul ce uneste varful drept cu centrul
cercului imparte triunghiul dreptunghic in doua triunghiuri mai mici. Razele duse in punctele de tangenta sunt naltimi

in aceste triunghiuri. Fie r raza cercului ¢. Vom calcula aria triunghiului dreptunghic in doua moduri, folosind laturile
date si triunghiurile mici :

1 1 1
= -—.24.10==-24-7+--10-
S 5 0 5 r—|—2 0-r,



care implica r = 120/17.

24

Problema 29. Margarita a venit la cazino cu 10€. Aparatul de noroc functioneaza astfel: Jucatorul introduce 1€
folosind orice tip de monede si cu probabilitatea p acesta castiga premiul cel mare; altfel aparatul returneaza 0.5€.
Ajutati-o pe Margarita si gaseasci cea mai mica probabilitate p astfel incat daca ea decide si joace la acest aparat
oricat demult doreste ori pana cand castigd premiul cel mare, ea va avea cel putin 50% sanse de castig al marelui
premiu.

Rezultat. 1 — 5/0.5

Solutie. Sa observam ca Margarita poate pierde de cel mult 19 ori, deoarece dupa ce va cheltui ultimul sau 1€ va mai
avea doar 0.5€ , suma ce este mai mica decat cea pe care aparatul o accepta. Probabilitatea pentru fiecare pierdere
este 1 — p, de aceea probabilitatea ca sd nu castige marele premiu este (1 — p)'. Pentru a vea cel putin 50% sanse si
castige marele premiu, relatia (1 — p)'® < 0.5 trebuie si aiba loc, care este echivalentd cu p > 1 — ¥0.5si 1 — V0.5
este cea mai mica valoare posibila pentru p.

Problema 30. Gasiti toate numerele naturale de patru cifre abed care sunt egale cu a® + b° + c¢ + d?. Cifrele nu pot
fi zero.

Rezultat. 3435

Solutie. Cum 6% > 10000, cifrele nu pot fi mai mari ca 5. Daci toate cifrele ar fi 4, ecuatia nu ar avea solutii, si daca
ar fi cel mult trei cifre de 4, numarul ar fi cel mult 3 - 4* + 3% < 1000. De aceea o cifra trebuie sa fie 5. Deoarece
55 = 3125, observiim ci cifra 5 trebuie si apari exact o data, in caz contrar, prima cifri a numérului ar trebui si fie
mai mare ca 5. Cum 3000 < 5° < 5° + 3 - 4% < 4000, obtinem ci prima cifra este 3.

Acum stim ci numarul ciutat este cel putin 5% + 33 + 2 11 = 3154, care nu verifici ecuatia, ca si 3155. Urmatorul
numir care nu contine cifre mai mari ca 5 estes 3211 > 5° + 3 - 33, de aceea una dintre cifre trebuie si fie 4. Nu mai
poate fi inca un 4 deoarece atunci urmatoarea cifra ar depasi 5 si rezolvand si urmatoarele trei cazuri, concluzionam ca
numarul cautat este 3435.

Problema 31. Cate cvintete de numere pare de doua cifre exista astfel incat in fiecare cvintet sa apara toate cifrele
si numerele sa nu fie divizibile cu trei? Cvintetele care difera doar prin ordinea numerelor se considera identice.

Rezultat. 16

Solutie. Toate cele cinci numere trebuie sa aiba ultima cifra para. Pentru a satisface conditia de non-divizibilitate,
numerele ce se termina cu 0 sau 6 trebuie sa inceapa cu una dintre cifrele 1, 5, 7, cele ce se termina cu 2 sau 8 trebuie
sa Inceapa cu una dintre cifrele 3, 5, 9, si cele ce se termina cu 4 trebuie sa inceapa cu una dintre cifrele 1, 3, 7, 9.
Daci alegem ca numarul care se termind cu 4 si fie 14, atunci sunt doud alegeri pentru cele ce se termind cu 0 si 6 (fie
50, 76, fie 56, 70), si respectiv, sunt doud alegeri pentru cele ce se termind cu 2 si 8 (fie 32, 98, fie 38, 92), deci patru
posibilitati in total. Un argument similar se aplica pentru orice alegere a numarului ce se termina cu 4, si cum sunt
patru cifre din care putem alege, numarul cvintetelor este 4 - 4 = 16.

Problema 32. Aflati toate numerele naturale n astfel incat

FRERER

Not&: Expresia || reprezintd partea intreagd a numérului z, adicd cel mai mare numér intreg mai mic sau egal cu x.
Rezultat. 5439
Solutie. Fie
n n n
fo = 5]+ 7] + |55

Evident, f nu este functie descrescitoare. Mai mult, f(n) — f(n — 1) =1 daca n este divizibil cu dintre numerele 5 sau
7,81 f(n) — f(n — 1) = 3 daci n este divizibil cu 35; in orice altd situatie f(n) = f(n —1). Cum

f e (fela ),
ME=\5T7 T 3)" T 3™



obtinem

35
> 22 9019
"=13

de unde, n > 5436. f(5436) = 2018; Cel mai apropiat numar divizibil cu 5 este 5440 si cu 7 este 5439. f(5439) = 2019,
£(5440) = 2020, si 5439 este singura solutie.

Problema 33. Pentru cite numere naturale n se pot gisi numerele naturale z,y < 1000000 (nu neapéarat distincte)
astfel Incat

n=S(x)=5(y) =S +y),
unde S(a) reprezintd suma cifrelor lui a?
Rezultat. 6
Solutie. Cum pentru orice numar natural a, S(a) si a au acelasi rest la impéartirea cu 9, avem c& numerele n, z, y, si
 + y au acelasi rest la impartirea cu 9. Acest lucru implica ca x si, respectiv n sunt multipli de 9. Daca n = 9m cu m

numar natural, atunci pentru alegerea x = y = 10™ — 1 obtinem egalitatea din enunt. Cea mai mare suma a cifrelor
pentru numere mai mici decat un milion este 54, de aceea exista sase n: 9, 18, 27, 36, 45, si 54.

Problema 34. O piesa de joc formata din cinci patrate de latura a se lipeste pe un carton dreptunghiular cu
Determinati a.

dimensiunile 7 x 8 ca in figura:
7
8 éé :
Rezultat. /5

Solutie. Fie c¢ si d cea mai scurta si cea mai lunga lungime a proiectiilor laturilor patratelor pe laturile dreptunghiului.

Atunci

3c+2d =38,
3c+d=17,

de unde ¢ = 2 si d = 1. Folosind teorema lui Pitagora deducem

a=1+c2+d2=+5.

Problema 35. Paul are o ciocolatd dreptunghiulari format din trei coloane si cinci randuri. In coltul de sus din
stanga el a pus zahar pentru a fi mai dulce. El manéanca ciocolata in urmatorul mod: La fiecare muscatura alege la
intamplare ori coloana din dreapta, ori randul de jos, amandoud alegerile avand aceeasi probabilitate 1/2. El repeta
acest pas pana cand mananca toata ciocolata. Care este probabilitatea ca la ultimul pas sd manéance coltul mai dulce?

Rezultat. 15/64



Solutie. Putem vedea procesul in felul urmator: Paul alege un sir de C si R de lungime totald (5 —1) + (3 —1) =6, si
conform lui, el mananca coloane sau randuri din ciocolata. Sunt doua posibilitati: Ori sirul contine exact doi C (si
patru R), caz in care patratul mai dulce raméne la final, sau numérul de C si R este cel putin numérul de coloane si,
respectiv, randuri, care conduce la mancarea intregii ciocolate. In ultimul caz, ultimul pas nu const4 in mancarea doar
a patratului dulce, nefiind destule coloane sau randuri mancate pentru a reduce ultima coloana sau ultimul rand la un
singur patrat.

Sunt 2° siruri de C si R (de lungime 6) in total, din care (g) contin exact doi C, deci valoarea probabilitatii este

() _15
26 64"
Problema 36. Folosind toate cifrele 1, ...,9, fiecare de cate doua ori, Greg formeaza cateva perechi de numere prime

distincte astfel incat suma tuturor numerelor prime sa fie cea mai mica posibila. Care este valoare sumei?
Rezultat. 477

Solutie. Nu exista numere prime exceptand 2 si 5 ce se pot termina cu 5 sau o cifra para, de aceea fiecare dintre cifrele
2,5,4,4,6,6,8,8
trebuie sa fie prima cifra a numerelor scrise. Mai mult, cifrele ramase
2,5,1,1,3,3,7,7,9,9
trebuie sa apara pe pozitia unitatilor. De aceea, suma minima ce se poate obtine este:
102+5+4+4+64+6+8+8)+2+5+1+14+34+3+7+7+9+9=477.
Suma este obtinuta pentru urmatoarele numere prime:

2,5,29,53,41,47,61,67, 83, 89.

Problema 37. Tom si Jerry au polinoamele T'(z) = 22 + 2z + 10 si J(z) = 22 — 8z + 25. Cand fiecare calculeazi
valoarea polinoamelor in numarul natural favorit ¢, j, ei obtin acelasi rezultat, adica T'(t) = J(j). Aflati toate valorile
posibile pentru |t — j|.

Rezultat. 1,5

Solutie. Descompunénd in factori T'(¢t) — J(j) = 0 obtinem (¢t + j — 3)(t — j + 5) = 0 si de aici {¢,j} = {1,2} sau
t—j =>5.

Problema 38. Iniltimea din varful A a triunghiului ABC are aceeasi lungime ca si mediana din varful B. Se
cunoaste masura unghiului ABC' de 75°. Determinati raportul AB : BC.

V2 1
Rezultat. 57 = 7
Solutie. Fie E simetricul lui B fatda de mijlocul M al laturii AC si F' piciorul perpendicularei din £ pe BC.

Obtinem sin(ZEBC) = £8 = 1 si, deci ZEBC = 30° (nu poate fi obtuz datorita celei de a doua conditii). Astfel

LABM = ZABE = 75° — 30° = 45°.
A E

B &8O oya

C

Din teorema sinusurilor aplicatd in triunghiurile ABM si CBM obtinem

BM AM AM

sin(/BAC)  sin45° 2

si

BM CM AM

sin(/BCA)  sin30°
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Impértind relatiile (AM = C'M) si folosind teorema sinusurilor in triunghiul ABC' avem

AB _ sin(/BCA) 2

BC ~ sin(/BAC) 2

Problema 39. Doi jucatori scriu alternativ 0 si x intr-un patrat 3 pe 3. Unul dintre ei castiga daca pe o linie, sau
coloana, sau diagonala apare simbolul sau de trei ori. Jocul se termina daca patratul este complet scris cu 0 si x si nu a
castigat nimeni. Cate moduri diferite de umplere a patratului cu 0 si x sunt posibile? Nu consideram moduri diferite
cele care se obtin dintr-o rotatie sau citire in sens invers a patratului. Orice jucator poate incepe jocul.

Rezultat. 32

Solutie. Consideram patru cazuri in functie de simbolul din mijloc si simbolul care apare de cinci ori in patrat. Daca,
In mijloc, este un x si sunt cinci de x in patrat (denumim acest caz “x-x”) trebuie s mai scriem patru de x. Nu putem
folosi o Intreagd diagonald sau o intreagd “axa”. Avem un model (Figura 1) care nu este simetricd in raport cu o rotatie
sau axa de simetrie si, de aceea acest caz contribuie cu 8 modele diferite.

XXO
OXIX
xXOO

Figure 1

In cazul “x-0” trebuie si desendm cinci de 0 in patrat si x in mijloc. Nu putem folosi toate cele patru colturi
deoarece un jucator ar castiga cand am desena al cincilea simbol. Pe de alta parte, trebuie sa punem cel putin un 0 pe
ambele diagonale, altfel x castigd. Astfel, trebuie sa desenam exact trei de 0 sau exact doi de 0 in colturile patratului si
in ambele cazuri rdméne cite un caz de a umple patratul. Ambele situatii sunt una dintre cele 4 rotatii (ambele au axa
de simetrie) ale urméatoarelor modele (Figura 2 and Figura 3).

X OOX
XO XXO
OX OOX

Figure 2 Figure 3

OXO

Cazurile “0-0” si “0-x” sunt analoage cu cele discutate si astfel, numérul total de umpleri este 2(8 + 4 + 4) = 32.

Problema 40. Aflati cel mai mare numar natural a astfel incat sa nu existe numere naturale b care satisfac

4<
3

a2
b 18

Rezultat. 32

Solutie. Reciproc, obtinem

0.72 < g < 0.75.

Intervalul dintre 0.72 si 0.75 are lungimea 0.03 > 1/34, deci pentru orice a > 34 avem solutie. Pentru a = 33 exista
solutia b = 24 (obtindnd b/a = 0.7272...). Pentru a = 32 nu exista solutie deoarece 24/32 = 0.75 si 1/32 > 0.03.
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Problema 41. La un turneu de ciclism cu distanta de 110 km de la Passau la Linz, Heiko si Eva trebuie sa treaca
peste trei dealuri. In timpul primului popas, Heiko, care este bun la aritmetica, spune: “Daca inmultim cele trei
distante de la Passau la varful fiecarui deal, obtinem un multiplu de 2261.” Dupa ce se gandeste putin, Eva raspunde:
“Tot un multiplu de 2261 obtinem si daca masuram distantele de la Linz.” Dupa ce parcurg 80 km de la start, ei se
opresc pentru un moment si Heiko afirma: “Acum mai avem un singur deal in fata noastra inainte ca sa ajungem la
Linz.” Presupunand ca toate distantele sunt numere naturale exprimate in kilometri si sunt parcurse pe sosea, aflati
distantele de la Passau la fiecare varf de deal.

Rezultat. 68, 76, 91

Solutie. Fie A, B, si C cele trei distante masurate in km. Avem relatiile 2261 | ABC si 2261 | (110 — A)(110 —
B)(110 = C). Cum 2261 =7-323 ="7-17-19 i 7-17 = 119 > 110 distantele nu pot fi mai mult decat un factor prim
al lui 2261.

Putem presupune cd 7| A, 17| B, si 19 | C. Pentru distantele 110 — A, 110 — B and 110 — C, obtinem dou
cazuri 7 | (110 — B) si 7 | (110 — C) deoarece 71 (110 — A). In prima situatie, 7 | (110 — B), obtinem 19 | (110 — A) si
191 (110 — ©), deci 17 | (110 — C). In cazul 7| (110 — C) obtinem 17 | (110 — A) si 19 | (110 — B).

Cum GCD(7,19) = 1, singurul mod de descompunere a lui 110 ca a -7 + b - 19 cu a, b numere naturale este
110 =13 -7+ 1-19 (toate descompunerile sunt de forma 110 = (13 + 19k) - 7+ (1 — 7k) - 19 pentru k € Z si coeficientii
sunt naturali doar pentru k = 0). In mod similar, avem descompunerile 110 =4-174+6-7si 110=4-1942-17.
Acestea conduc la doua solutii

A=13-7=91, B=4-17=68, C=4-19=76

si

A=6-7T=42, B=2-17=34, C=19.
Remarca lui Heiko din timpul celei de al doilea popas indica faptul ca al treilea varf este la cel putin 80 km departare
de Passau. In consecinaa, distantele sunt 68, 76 si 91.

Problema 42. Fie ABC un triunghi dreptunghic in C astfel incat AC = 4 — /3 si BC = /3. Fie D si E astfel
incdt ABDE este un patrat ce nu contine punctul C' in interior, si J un punct pe DFE astfel incat ZACJ = 45°. Fie K
un punct pe CJ astfel incat AK || BC. Care este aria triunghiului JKE?

Rezultat. 3+/3/8

Solutie. Observam cd ZEK A = 90°; iar triunghiurile AEK si ABC sunt congruente, deoarece AK = AC, AE = AB,
si ZEAK = Z/BAC. Centrul S al patratului ABDE se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC' deoarece ASB
si AC'B sunt unghiuri drepte. Deoarece AS = BS unghiurile AC'S si BC'S sunt congruente. De aceea S se afla pe
bisectoarea C'J. Prin relexia triunghiului JKFE fata de S, F ajunge in B, J in H, care este punctul de intersectie
dintre AB si C'J, si K ajunge in I, care se afla pe C'J si satisface ZIBC = 90°.

D

ot A

Triunghiul IBC este dreptunghic isoscel cu unghiul drept in B si are aria (v/3)?/2 = 3/2. Folosind parateze drepte
pentru aria unui triunghi, avem ca
IBC] IC IH+HC HC

LAy P
[[BH] IH IH T TH

Triunghiurile ACH si BIH sunt asemenea, deci

HC _AC _AC
IH IB BC’
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In concluzie,

V3 3V3

3 V3 _3v3
2 o8

BC
[JKE] = [IBH] = [IBC] AC T BC —
Problema 43. Doi prizonieri au in fata lor doua cutii. Ei stiu ca intr-o cutie sunt doua bile albe si una neagra, iar
in alta o bila alba si doua negre; dar nu stiu care este cutia care contine combinatiile specificate. Fiecare prizonier
alege o cutie si extrage o bila fara a o repune in cutie. Prizonierul care extrage bila alba este eliberat, iar in caz
contrar, executat. Daca al doilea prizonier este martor la extragerea primului, care este probabilitatea de supravietuire
a acestuia Inainte ca prima bila sa fie extrasa? Presupunem ca primul prizonier alege o cutie la intamplare.

Rezultat. 5/9
Solutie. Notam cu c¢ culoarea extrasa de primul prizonier si cu o cealalta culoare. Probabilitatea de a extrage din

cutia cu ¢, ¢, 0 este 2/3 si din cutia cu ¢, 0,0 este 1/3. Daca al doilea prizonier alege aceeasi cutie ca si primul, acesta va
extrage culoarea c¢ cu probabilitatea

2 1 . 1 0= 1
32 3 ¥
si culoarea o cu probabilitatea
1 2
1—-=-.
3 3
Daca alege cealalta cutie, extragerea culorii ¢ are probabilitatea
2 1 . 12 4
33 33 9
si culoarea o
4 5
1—=-=-.
9 9

Daci ¢ este alb, al doilea prizonier va supravietui daci extrage ¢. Cume 2 > 1. este indicat si extragsi din cealaltd
, P praviet 5> 3,

cutie, si va supravietui cu probabilitatea %. Daca c este negru, al doilea prizonier supravietuieste daca extrage o. Cum
% > 87 este indicat sa aleaga aceeasi cutie, si va supravietui cu probabilitatea % Evident c¢ este alb cu probabilitatea %
si negru cu probabilitatea %, de aceea al doilea prizonier va supravietui cu probabilitatea

4

4.1 5
92

L2158
3 2 9

Problema 44. Care este cel mai mic numar natural n astfel incat printre orice n (nu neaparat distincte) numere
reale din intervalul [1,2019], exista trei care reprezinta lungimile laturilor unui triunghi nedegenerat?

Rezultat. 18

Solutie. Pentru n < 18 consideram primii n termeni ai sirului lui Fibonacci dat prin relatia a1 = a2 = 1, agq2 =
ap+1 +ag: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, 377,610,987, 1597. Evident, cel mai mare numar al oricarui triplet
format din aceste numere este mai mare sau egal cu suma celorlalte doua si de aceea un astfel de triplet nu poate forma
un triunghi nedegenerat. Pentru n = 18, fie ;7 < --- < x15 numerele alese. Daca oricare trei dintre ele nu formeaza
un triunghi nedegenerat, alegem z1,29 > 1, x3 > 21 + 29 > 2,24 > 3+ 22 > 2+ 1 =3,... obtinind la fiecare pas
un termen din sirul lui Fibonacci terminand cu x15 > 987 4 1597 > 2019, ceea ce este imposibil. Numarul cerut este
n = 18.

Problema 45. Notam cu o(k) numéarul tuturor divizorilor (pozitivi) ai numéarului natural k. Aflati cel mai mic
numar natural n astfel incat cel mai mare factor al lui o(n) si o(n?) nu este putere a lui 2 (inclusiv 1).

Rezultat. 432 =24 .33
Solutie. Daca

n=pit-py*eepyt
este factorizarea lui n, atunci

on)= (a1 +1)(ag+1)-(ar+1).

Conditia ca cel mai mare factor sa nu putere a lui 2 este echivalenta cu faptul ca exista un numar impar ¢ care divide
o(n) si o(n3). Cum
a(n®) = (3a1 +1)(3az +1) - (3a, + 1),

acest numar nu se divide cu 3, si, de aceea cea mai mica valoare pentru g este 5. Mai mult, ¢ nu poate divide «; + 1 si
3a; + 1 in acelasi timp, deoarece ar divide

3(a; + 1) — 3a; +1) =2.
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Deci exista numerele distincte 4, j € {1,...,t} astfel incat ¢ | o; + 1 si ¢ | 3a; + 1. Cum cautdm cel mai mic numar,
putem presupune t =2, ¢ =1,si j = 2.

Daca g = 5, cele mai mici valori pentru ay, ag sunt a3 = 4, as = 3, si considerand cele mai mici numere prime,
p1 = 2, p2 = 3, obtinem n = 2% . 33 = 432.

Daca g > 7, atunci a; > 6 si as > 2, obtinandu-se

n>2%.3%2 =576 > 432,
aratand ca432 este cea mai mica valoare pentru n.

Problema 46. Fie triunghiul dreptunghic ABC' cu unghiul drept ZACB = 90°, AC = 15, BC' = 20. Fie D punctul
de pe AB astfel incat CD 1 AB. Cercul t inscris in triunghiul AC'D este tangent laturii C'D in T'. Un alt cerc c este
tangent laturii C'D in T, si tangent laturii BC. Notam cele doud intersectii ale cercului ¢ cu latura AB cu X si Y.
Care este lungimea segmentului XY?

Rezultat. 35

Solutie. Din teorema catetei obtinem

AC? BC?
=5 =9 BD

~ AB

AD =16, CD=+vAD-BD =12.

Raza cercului ¢ (care este egald cu DT') se poate calcula ca raportul dintre aria triunghiului AC'D si semiperimetrul
sau: Obtinem DT = 54/(36/2) = 3. Cercul inscris in triunghiul BC'D, notat cu w, este tangent laturii CD in S. Raza
sa este DS = 4. Omotetia cu centrul in C si raport CT/CS = 9/8 duce cercul w in cercul c. Astfel, raza cercului ¢
este 4-9/8 = 9/2. Fie M mijlocul segmentului XY si O centrul cercului ¢. Stim c& XO =9/2 siOM = DT = 3. Din
teorema lui pitagora, obtinem ca

2
XY2-XM2\/32326\/213\/5.
A
D
X
7. -~~~ M ¢
S \
t N \
A/ N LNY
: Ce 0
\ /./'/ !
X /
TN /
/-// w\\ //
C = N = * B

Problema 47. Fiecare patratel al unei table de sah cu dimensiunile de 6 x 7 este colorat alb, verde, rosu sau albastru.
Numim colorare atractiva daca fiecare patratel din orice patrat de 2 x 2 are culori diferite. Cate colorari atractive sunt?

Rezultat. 1128

Solutie. Din moment ce doua patratele au colorari diferite, atunci, daca sunt mai mult de doud culori pe o linie exista
trei patratele consecutive colorate prin trei culori diferite. Un astfel de triplet va genera colorarea respectivelor trei
coloane. Spre exemplu, tripletul 1 —2 — 3 obliga patratelele vecine de pe verticala sa fie tripletul 3 — 4 — 1 si aceste
doua triplete trebuie sa alterneze pana la umplerea coloanelor, continand doar doua culori. Analog pentru coloane in
loc de linii. Astfel, nu se pot folosi in acelasi timp mai mult de doua culori pe o linie sau doua culori pe o coloana.
Presupunem ca tabla are 6 linii si 7 coloane. Sa numaram colorarile folosind doar doua culori in fiecare rand: alegem
doud culori pentru primul rand (atunci cuplul de culori pentru orice alt rind este determinat)si apoi alegem culoarea
de Inceput in fiecare din cele 6 randuri. Obtinem (3) .26 = 6. 26 colorari. Analog, numsirul colorarilor folosind doar
doua culori pe fiecare coloana este 6 - 27. Trebuie si scadem numarul de coloriri cu dous culori pe fiecare coloana si pe
fiecare linie. Cum o astfel de colorare este determinata de patratul 2 x 2 din coltul stang sus, exista 4 -3 -2 = 24.
Raspunsul este 6 -2° +6-27 — 24 = 1128.
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Problema 48. O suta de copii sunt asezati in rand. Primul copil are 4 grame de ciocolata, al doilea are 8 grame de
ciocolata si tot asa pana la ultimul care are 400 grame de ciocolata. Primul copil ofera o treime din ciocolata sa celui
de al doilea (deci al doilea are acum % grame de ciocolatd). Al doilea oferd o treime din ciocolata sa celui de al treilea
si tot asa pana cand al 99-lea copil ofera o treime din ciocolata sa celui de al 100-lea copil. Cate grame de ciocolata va
avea al 100-lea copil la final?

Rezultat. 597 4+ 3799

Solutie. Dupa primul pas, al doilea copil are 8 + 4/3. La al doilea pas, al doilea copil oferi o treime din ciocolata
sa celui de al treilea, care va avea atunci 12 + 8/3 + 4/3% grame. Dupai al treilea pas, copilul al patrulea va avea
16 +12/3 + 8/32 4 4/3% grame. Se observa ci al 100-lea copil va avea

99 98 97 2 1
Notam 9 98 97 2 1
Atunci avem
1 1 1 1
S= l4gtmt o togmtagmt
1 1
+1+§+?+,,,+7398+
1
14 =
+ +3+
+ 1.

Folosind suma numerelor in progresie geometrica,

1 1 11—+ 3 1
1+_|__|_..._|_:31+1:2(1_>’

3 32 3n 1—3 3+l
obtinem
3 1 1
522(100—<3100+399+ +3>>
_3 100 . + = +-o+1
2 3\ 3 398
3 1 1
~3 (-3 (1 am))
In final

3 1 1 1 o

Problema 49. Determinati toate numerele naturale n > 3 pentru care

(n—1)""1—n?+2019- (n—1)
(n—2)2

este numar natural.
Rezultat. 3,4,5,6,8, 14
Solutie. Dorim ca n si satisfacd (n —2)? | (n — 1)1 —n2 42019 (n — 1). Acest lucru nu este influentat de adunarea
lui (n — 2)? in membrul drept, obtinand

(n—2)*| (n—1)""" 42015 (n — 1).
Cum n — 1 si n — 2 sunt prime intre ele, putem sa Impartim membrul drept prin 7 — 1. Substituind ¢t = n — 2, obtinem
t2 | (t+ 1)t + 2015. Folosind binomul lui Newton, obtinem

t t t
2t (t_ 1)tt1 R (2)t2+ <1>t+1+2015,

deci t? | 2016. Descompunerea in factori primi a lui 2016 este 2% .32 .7, deci valorile 1, 2, 3, 4, 6, 12 sunt singurele
variante pentru ¢. Inlocuind in n = ¢t + 2 obtinem rezultatele 3, 4, 5, 6, 8, 14.
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Problema 50. Se considera triunghiul echilateral ABC ce are varfurile situate pe trei cercuri concentrice de raze 3,
4, si 5. Determinati toate lungimile posibile ale laturii triunghiului.

Rezultat. /25— 12v/3, \/25 + 123

Solutie. Fie A pe cercul de raza 3, B pe cel de raza 4, C pe cel de raza 5, si S centrul cercurilor. Trebuie considerate
doua cazuri.

In primul caz, considerim ci S este in afara triunghiului ABC. Rotind C si S cu 60° in jurul lui B obtinem
punctele C' = A si S’. Triunghiul SBS’ este echilateral cu latura de 4, si S'C' = SC' = 5. Triunghiul SS’'C’ are
laturile de 3, 4, 5, deci £S'SC’" = 90°. Atunci ZBSA = £5'SC’ — £5'SB = 30°. Folosind teorema cosinusului in

triunghiul BSA obtinem AB = /25 — 124/3.

Daca S este in interiorul triunghiului ABC, rotim A si S cu 60° in jurul lui B si obtinem punctele A’ = C si S’.
Triunghiul S8’ A’ este dreptunghic cu £S5S5’A" = 90°. Atunci Z/BSA = /BS'A' = /558" A’ + £55'B = 150°. Folosind
teorema cosinusului in triunghiul BSA obtinem AB = /25 + 12/3.

Problema 51. Sapte persoane stau pe scaune (egal distantati) in jurul unei mese rotunde, pe care sunt desenate
sapte sageti astfel incat fiecare incepe din dreptul unui scaun si este indreptata spre un scaun (locul de inceput si
sfarsit nu trebuie s& fie neapérat distincte). La fiecare minut, oamenii isi schimba locurile in functie de ce aratd sidgeata
din dreptul lor, si masa se roteste in sensul acelor de ceas cu un loc. Care este numarul maxim de minute necesar
oamenilor pentru a reveni la pozitiile initiale?

Rezultat. 84

Solutie. Sa observam cid dupa 7 pasi oamenii 1si schimba locurile intre ei, insd masa ajunge in pozitia initiala. De
aceea, putem vedea ca la fiecare al 7-lea minut oamenii si-au schimbat locurile ca intr-o permutare. Numarul minim ce
se poate aplica unei permutari pentru ca elementele sale sa revina pe aceleasi pozitii poate fi cel mult 12: Acesta se
obtine pentru permutarea elementelor unei permutari ca

1-2—-3—>1 4-55—-6—>7—4
In general, ordinul unei permutari este cel mai mic multiplu comun al lungimilor ciclurilor; se observa ca 12 este ordinul

maximal. Astfel obtinem 7 -12 = 84 minute necesare ca oamenii sa revina la pozitiile initiale.
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Daca sagetile sunt desenate pe masa astfel incat doar persoanele 1 si 4 isi schimba locurile, atunci dupa 7 minute,
oamenii sunt permutati conform permutarii

1-2—-23—>1 4—-7—-6—5—4,

deci procedura dureaza 84 minute. Raméane sa observam ca oamenii nu se pot intoarce la locurile lor initiale intr-un
timp mai scurt: La fiecare 7 minute locurile 1, 2, si 3 sunt ocupate de (posibil permutate) de ocupantii initiali, dar in
cele sase minute dinainte, cel putin o persoana dintre acestea sta mai departe de aceste trei locuri.

Problema 52. Fie aj,a9,as,... un sir de numere reale pozitive. Incepand cu al doilea termen aq, fiecare numar este
jumatate din suma dintre media aritmetica si media geometrica a celor doi vecini ai lui. Determinati asss stiind ca

2 _7
(11—7$1(111—§.
Nota: Media geometrica a doua numere reale pozitive x si y este egala cu /xy.

Rezultat. 2016

Solutie. Conditia data se scrie

ap —

ay— a 2
e Y=y e} _ (ar—1 + \/art1)
2 4

pentru orice k > 2. Aceasta se poate rescrie ca

Vag—1 + Ok

ay = 5
Astfel sirul by, ba, ... unde by = \/ay, este o progresie aritmeticé; fie d ratia progresiei. Tim c& by = 1/2/7 si b1; = /7/2,
deci
de VT2 —£/2)7 _ 1 '
10 2¢/14
Obtinem

2 332 44332
bags = b +332-d:\[+::12\/14.
838 = o1 7 2/14 214

Atunci agzz = b345 = 2016.

Problema 53. Adam are un dreptunghi cu perimetrul 444 ce are laturile de lungimi numerele naturale a, b satisfacand
a > b. El a incercat sa il acopere cu patrate cu latura de lungime a — b asezand primul patrat in coltul din stanga sus
si apoi urmand modelul unei retele de patrate cu axele paralele cu laturile dreptunghiului si originea in coltul de sus
din partea stdngs. La un moment dat (dupa ce cel putin un pétrat a fost asezat) el s-a oprit deoarece nu mai putea
suprapune intreaga suprafatd a patatului peste o parte interioara a dreptunghiului. Aria suprafetei dreptunghiului
neacoperita de patrate este 1296. Determinati suma tuturor posibilelor lungimi de laturi ale patratelor folosite pentru
acoperirea dreptunghiului.

Rezultat. 166
Solutie. Avem a = b = r (mod a —b) unde 0 < r < a — b — 1. Aria portiunii neacoperite este ra + rb — r? =
—r? 4 222r = 1296, relatie echivalenta cu (r — 6)(r — 216) = 0. Evident a > r si b > r deci obtinem r = 6.

Daca inlaturam portiunea neacoperita si notam x = a — r, y = b — r, obtinem un = x y dreptunghi acoperit de
(x —y) x (x —y) patrate (deoarece t —y =a—b)siz+y=a+b—2r =210=2-3-5-7. x —y trebuie sa fie un divizor
al lui z si y, deci si @ +y. Alegem un divizor d | 210 si fixdm z — y = d. Folosind z + y = 210 rezolvam pentru z si y:

210 + d 210 — d
r=—- = .
2 Y 2

Cum solutiile trebuie sa fie numere naturale (existd cel putin un patrat cu latura de lungime a — b =« — y) si cum
x —y > 6 (datoritd maximalitatii de aproape acoperit), putem observa c& d este solutie daca si numai daci este un
divizor par al lui 210 si satisface 6 < d < 210. Deci d este unul dintre numerele 10, 14, 30, 42, 70 a caror suma este 166.
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Problema 54. Se considerd punctul P interior triunghiului ABC. Notdm cu A’, B’, C’ intersectiile dreptelor AP,
BP,CP cu BC, CA, AB. Presupunem ca

AP=BP=CP=3

si

AP+ BP +CP = 25.
Determinati AP - BP - CP.
Rezultat. 279

Solutie. Not&m aria triunghiului XY Z cu [XY Z].
Fie
a=AP, b=DBP, c=CP
Atunci
[PBC| PA 3
[ABC]  AA"  a+3

Y [PCA] 3 [PAB] 3

[ABC] ~ b+3’ [ABC] c¢+3
Cum, [PBC| + [PCA] + [PAB] = [ABC], obtinem

3 L 3 L 3 1
a+3 b+3 c+3
care conduce la
54 +9(a+ b+ c) = abe.
Rezultatul se obtine prin inlocuirea in relatie a sumei a + b + ¢ = 25.
Problema 55. Patrusprezece puncte Aj,..., A4 au fost alese in aceastd ordine pe cercul ¢ in sensul acelor de

ceasornic astfel incat oricare trei segmente cu extremitatile in aceste puncte sa nu fie concurente in interiorul cercului c.
Christine a desenat aceste segmente, dar observand ca desenul a devenit neclar, s-a hotarat sa stearga toate laturile si
diagonalele heptagoanelor A; AsAsA7AgA11A13 si As AyAgAgA19A12A14. In cate regiuni iImpart segmentele ramase
interiorul cercului ¢?

Rezultat. 295

Solutie. Consideram ca segmentele sunt adaugate desenul unul dupa celalalt: Este usor de observat ca atunci cand un
segment este adaugat, numarul total de regiuni creste cu 1 4 cate segmente din cele deja desenate sunt intersectate de
noul segment. De aceea, numarul de regiuni este egal cu

1 + numarul de segmente + numarul de intersectii.

Sa& denumim punctele Ay, Az, ..., A3 impare si pe cele ramase pare. Segmentele existente sunt cele ce unesc un punct
impar cu unul par, adica 7-7 = 49 segmente.

Pentru a calcula numarul total de intersectii, si observam ca capetele segmentelor sunt pe cerc astfel incat punctele
impare sunt unul langa altul si similar pentru cele pare. Pe de altd parte, fiecare cvadruplu de puncte reprezinta o
singura intersectie, deci va trebui sa numaram aceste cvadruple. Fie A; primul punct impar din cvadruplu; atunci
impdartind punctele in sapte perechi (Ag, Az), (A4, As), ..., (A14, A1), observim ci cele trei puncte ramase trebuie si
fie in perechi distincte. Pe de alta parte, orice alegere a trei dintre aceste perechi genereaza un cvadruplu de puncte:
Alegem punctul impar din prima pereche si punctele pare din celelalte doua perechi. Cum sunt sapte posibilitati de
alegere pentru punctul impar, avem in total

7
7- (3> = 245

intersectii. Concluzionam ca cercul este impartit in 1 + 49 + 245 = 295 regiuni.
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Problema 56. Determinati numarul de cvadruple (a, b, ¢, d) de numere naturale care satisfac

a+b+c+d=505 si ab=cd.

Rezultat. 800

Solutie. Inmultim prima relatie cu a si folosind-o pe a doua, obtinem (a + ¢)(a + d) = 505a = 5 - 101 - a, observand
ca 5 si 101 sunt numere prime. Cum ambele paranteze sunt mai mari ca a trebuie ca una sa fie egala cu 5k, si alta
cu 101, unde kil = a. Alegand a + ¢ = 5k si a + d = 101] pentru k, [ fixati, satisfacand ki = a, obtinem ¢ = k(5 — I),
d=1(101 — k) sib=505—a —d—c= (101 — k)(5 — ). Se poate verifica ci cvadruplu

(a,b,c,d) = (kl, (101 — k)(5 = 1), k(5 —1),1(101 — k))
satisface conditia ab = cd si deci este o solutie a sistemului dat pentru orice | = 1,2,3,4 si orice k = 1,2,...,100. Toate
cele 400 de solutii sunt diferite deoarece daca doud perechi (k1,11) si (ko,l2) dau aceeasi solutie mentionata anterior,
avem ca kily = kalo si (5 — l1)k1 = (5 — la)ko care implica k; = kg si l; = l3. Analog, pentru cazul a + ¢ = 1011 si
a + d = 5k obtinem 400 de solutii diferite

(a,b,c,d) = (kl, (101 — k)(5 —1),1(101 — k), k(5 — 1))

pentru orice | = 1,2,3,4 si orice k = 1,2,...,100. Nici o solutie din cazul doi nu coincide cu una din primul caz
deoarece 5k = a + ¢ = 1011 nu are loc pentru orice k, I din domeniu. Avem 400 + 400 = 800 solutii.
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