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Uloha 1. Kuba nakreslil domek tvofeny &tvercem a rovnostrannym troji-
helnikem. VSechny jeho strany maji stejnou délku. Jaka je velikost dhlu (ve
stupnich), ktery je vyznacen v obrazku?

Visledek: 105°

Reseni. Viimneme si, ze dana tsecka je zakladnou rovnoramenného trojithel-
niku s thly 150°, 15°, 15°. Hledany tihel je proto 180° — 60° — 15° = 105°.
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Uloha 2. Clenové sportovniho tymu pézuji na fotku. Oblékli si dresy s riznymi
kladnymi celymi ¢isly a stoupli si vedle sebe do jedné rady. Fotograf si vsiml,
Ze sportovec nejvice vpravo ma cislo 72 a ze ¢islo kazdého sportovee déli ¢islo
jeho souseda napravo (strany jsou popsany z pohledu fotografa). Kolik nejvyse
sportovclti muze byt na fotce?

Visledek: 6

Reseni. S kazdym posunem doleva musime ¢&islo dresu vydélit néjakym ce-
lym &fslem vétsim nez 1. Prvoéiselny rozklad 72 je 23 - 32. S kazdym krokem
se exponent alespon jednoho z prvocisel zmensi, takze mtizeme mit nejvyse
342+ 1 =6 sportovcii. Posloupnost 1, 2, 4, 8, 24, 72 ma délku 6 a spliuje
podminky, takze odhad 6 je skutecné optimalni.

Uloha 3. Kazdy ¢len smyc¢cového souboru umi hrat na housle nebo na violu
a presné ctvrtina z nich umi hrat na oba néastroje. Pokud hraje 32 ¢lent na
housle a 23 na violu, kolik hudebnikl je v souboru?

Visledek: 44

Reseni. Ozna¢me si pocet hudebniki n. Seétenim 23 a 32 dostaneme n + T
protoze jsme zapocitali dvakrat ty, kteri hraji na housle i violu. Po tupravé vyjde
n =44.

Uloha 4. Cecil vynésobil pét po sobé jdoucich kladnych celych ésel a dostal
¢islo C'. David udélal totéz, ale jeho posloupnost zacala ¢islem o jedna vétsim.
Vyslo mu ¢islo D. Jaké bylo nejmensi z Davidovych ¢isel, pokud % = %?

Visledek: 21

Reseni. Oznaéme si n Cecilovo nejmensi &islo. Potom
C=nn+1)(n+2)(n+3)(n+4).

David zacal s n+ 1, takze D = (n+1)(n+2)(n+ 3)(n+4)(n + 5). Dostaneme

4 C nn+1)(n+2)(n+3)(n+4) n

5 D (m+D)n+2)n+3)(n+4)n+5 n+s5

Resenim této rovnice je n = 20. Nejmensi z Davidovych &sel je proto 21.



Uloha 5. Kdy# kazdému trojihelnicku pfifadime pocet trojihelnicki, se kte-
rymi sdili hranu, jaky bude soucet vsech téchto ¢isel?
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Visledek: 168

Reseni. Obrazek obsahuje 18 trojtihelnicki se dvéma sousedy a 3 trojihelnicky
s jednim sousedem. Zbyvajicich 64 — 18 — 3 = 43 trojihelnick ma t¥i sousedy.
Soucet je tedy 3-43+2-18 4+ 3 = 168.

Uloha 6. Najdéte nejvétsi kladné celé ¢islo n takové, ze n? —5n+6 je prvoéislo.
Visledek: 4
Reseni. Aby n? —5n + 6 = (n — 2)(n — 3) mohlo byt prvoéislo, musi jeden

z Ciniteld byt +1. Nejvétsi n, pro které se to stane, je 4. Po dosazeni n = 4
skutecné dostaneme prvocislo, konkrétné 2.

Uloha 7. Dvé kruznice s poloméry 1 se dotykaji ve stfedu velké kruznice,
ktera se dotyka obou mensich kruznic. Urcete délku ¢arkované tsecky, kterd je
te¢nou obou mensich kruznic a jejiz krajni body lezi na velké kruznici jako na
obrazku.

Vijsledek: 2+/3 = 3,464



Cérkovand tisecka se nachazi ve vzdalenosti 1 nad vodorovnym primérem velké
kruznice. Stred velké kruznice, jeden krajni bod ¢arkované tsecky spolu s bo-
dem ,nahote* velké kruznice tedy tvori rovnoramenny trojihelnik se svislou
zékladnou a rameny délky 2. Vysledek je tedy dvojnasobek délky vysky v rov-
nostranném trojuhelniku, ktery ma strany délky 2, a miuzeme ho urcit napiiklad
z Pythagorovy véty.

Uloha 8. Ctyii matematici sedéli u stolu pied osatkou plnou preclikit. Daniel
odesel na zachod. Zatimco byl pry¢, Adam, Beata a Cyril si kazdou minutu vzali
spolecné jeden preclik, rozdélili ho na t¥i stejné dily a snédli. Po néjaké dobé se
Daniel vratil. Spolecné pak déle jedli jeden preclik za minutu, ale Daniel dostal
% kazdého precliku a ostatni po % Po chvili Adam poznamenal, Ze toho on i
Daniel snédli stejné. Jaky je pomér doby, kterou Daniel stravil na zachodé, ku

dobé, po kterou s ostatnimi ujidal precliky? (Reseni napiste ve tvaru zlomku.)
Visledek: % =0,6

Reseni. Ozna¢me si t, a t, Casy, po které byl Daniel pry¢ a piitomen. Jelikoz
Adam a Daniel snédli stejné preclikti, dostaneme

2=t by e 3
57 3% 57 t, 5

Uloha 9. Sménérna v Praze nabizi mince za tyto ceny: korunu za 40 centi,
dvoukorunu za 50 centt, pétikorunu za 1 euro, desetikorunu za 2 eura, dvaceti-
korunu za 4,1 eur a padesatikorunu za 9,9 eur. Honza chce sménit vSech svych
11,8 eur, ale od zddného druhu nechce koupit vice nez jednu minci. Jakou ¢astku
(v korundch) dostane? Naleznéte soucet vSech moznych Feseni.

Visledek: 58



Reseni. Ulohu pievedeme na rovnici
11,8:0,4-x1—|—0,5'1:2—|—1-x3—|—2~x4+4,1-x5—|—9,9-x6,

kde vSechny x; nabyvaji hodnot z {0,1}.

Soucet cen minci bez padesatikoruny je 0,44+0,5+1+2+4,1 < 11,8, takze
xg musi byt 1. Resime 1,9 =04 -2; +0,5- 29+ 1-23 +2- 24 +4,1 - 5. Pokud
x4 = 1 nebo x5 = 1, presdhneme 11,8, takze x4 = x5 = 0. Ale 0,4+0,5+1 = 1,9,
proto jediné feSeni je x1 = x9 = x3 = x¢ = 1 a x5 = x4 = 0. Honza dostane
1+ 2+ 5+ 50 =58 korun.

Uloha 10. Na obrazku je ¢erné vyznaéeno ¢trndct bodi z pravidelné étvercové
mrizky. Kolik existuje obdélnik1, jejichz vSechny ¢tyti vrcholy jsou cerné?

Visledek: 27

Reseni. Sedm moznych typt obdélniki je zakresleno na obrazku.
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Dohromady mame 7 jednotkovych ctverci, 2 ¢tverce velikosti 2 x 2, potom 4
¢tverce vyznacené teckovanou cCarou a 2 jako ten s prerusovanou carou. Pak
mame jesté 8 obdélnikl se stranami délky 1 a 2, dale 2 obdélniky se stranami
délky 1 a 3 a konecné 2 obdélniky jako ten s pferusovanou carou.

Celkem je to 74+ 2+ 4+ 2+ 8 + 2+ 2 = 27 obdélnikd.



Uloha 11. Jaks je hodnota kladného celého &sla n, pokud nejmensi spolecny
nasobek 60 a n je o 777 vétsi nez nejvétsi spolecny délitel 60 a n?

Visledek: 39

Reseni. Chceme vyfesit rovnici nsn(60,n) = 777 + NSD(60,n), kde nsn je
nejmensi spole¢ny nasobek a NSD je nejvétsi spolecny délitel. Nejvétsi spolecny
délitel 60 a n déli 60, takze je to jedno z ¢isel 1, 2, 3, 5, 6, 10, 12, 20, 30 nebo
60. Obé strany rovnice jsou délitelné 60 a jedind moznd hodnota NSD(60,n),
ktera tohle spliiuje, je 3. Ale pak NSD(60,n) = 780 a 60 - n = 3 - 780, takze
n = 39.

Uloha 12. Mravenec sedi uprostied stény pravidelného ¢tyfsténu, ktery mé
hrany délky 1. Chce se dostat do stfedu nékteré hrany, ktera nendlezi mraven-
cové soucasné sténé. Jakou nejmensi vzdalenost musi ujit, aby se tam dostal?
Mravenec se muze pohybovat jen po povrchu ¢tyrsténu.

Vigsledek: |/ = 0,764

Resent.

i

Rozlozme povrch ¢tytsténu do roviny jako na obrazku. Mravenec stoji v bodé
A a chce se dostat do B. Sit ¢tyfsténu je rovinnd, takze nejkratsi cesta musi
byt usecka (Carkovand tsecka). Spoéitame |PD| z Pythagorovy véty jako

2 2 2 2 1 ? 3
PDP = [CDP — PP =12~ (5 ) =7,



tedy, | PD| = /3. Take

2 2 1
|AD|~|PD|\/§.
3 3V 4 V3

Jelikoz |DB| = 1, miizeme znovu pouzit Pythagorovu vétu a spoéitat

1 7
ABI2 2 2 _+ L _
|AB|* = |AD|* + |DB|* = + 1= 1

7
AB| =/ = = .
|AB| 5 = 076376

Uloha 13. Anic¢ka, Béra, Cecilka a Danéa si v n&jakém poradi vylosovaly éisla
3,6, 9 a 12 (kazdé ¢islo bylo tazeno pravé jednou). Dvé dévéata mluvi vzdy
pravdu a dvé vzdy 1zou. O tom, co vylosovaly, fekly nasledujici:

coz dava vysledek

Anicka: Dostala jsem dvakrat vétsi ¢islo nez Danca.
Béara: Dostala jsem ttikrat veétsi ¢islo nez Danca.
Cecilka: Dostala jsem ¢tytikrat vétsi ¢islo nez Danca.
Danca: Nedostala jsem nejmensi ¢islo.

Jaky je soucin ¢isel, které si ty dvé lharky vytahly?
Visledek: 27

Reseni. Pokud Danca dostala 3, pak 1Ze a mezi ostatnimi je pravé jedna lhaika.
To vsak neni mozné, protoze by si dvé divky musely vytahnout stejné cislo.
Pokud Danca dostala 9 nebo 12, vSechny ostatni by lhaly, protoze tak vysoka
¢isla v zadani nebyla. Danca tedy dostala 6. Jedind, kterda mtize v této situaci
fikat pravdu, je Anicka, pokud si vylosovala 12. Bara a Cecilka jsou lharky a
vylosovaly si v néjakém poradi 3 a 9. Soucin jejich ¢isel je 27.

Uloha 14. Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo, které mé piesné 24 kladnych
délitel, z nichz je presné 8 lichych.

Visledek: 420

Reseni. Pokud mé hledané ¢islo prvoéiselny rozklad n = pi® - - pp%, pak
pocet délitelt je (a3 +1) - -« (ar +1). Pocet lichych délitelt spoéitdme podobné,
jen ze soucinu vynechame a; + 1, kde a; je exponent pro p; = 2. Protoze
24 = 8-3 a lichych déliteli je 8, exponent pro 2 je 2. Z minimality n dostaneme,
ze exponenty lichych prvocisel tvori nestoupajici posloupnost. Hodnota n je
tedy jedna z nésledujicich: 22 - 37, 22 .33 .5, 22.3 .5 - 7. Nejmens{ z nich je
22.3.5.7=420.



Uloha 15. Kruznice a ¢tverec sdileji stied jako na obrazku. Jaky je podil délky
strany Ctverce a poloméru kruznice, pokud maji sedé oblasti stejny obsah?

Vijsledek: /7 = 1,772

Reseni. Obsahy Sedych oblasti jsou stejné, takze kruh a ¢tverec maji stejny
obsah, protoze obsahy ¢tverce i kruhu jsou rovny sou¢tu obsahu jejich priniku a
¢tyfnasobku sedé oblasti. Pokud je a délka strany c¢tverce a r polomér kruznice,
pak a? =r’raa:r= /7.

Uloha 16. Lenka napsala posloupnost 1,2, 3,...,20 a plusové nebo minusové
znaménko mezi kazda dvé po sobé jdouci ¢isla tak, aby byl vysledek 192. Kolika
zpusoby to mohla udélat?

Visledek: 5

Resent. Cislo 1 je kladné, protoze znaménka jsou napsand jen mezi &sly. Soucet
1+2+---420 je 210. Lenka dostala o 18 méné, takze soucet ¢isel po minusech je
9. Zapornd znaménka jsou tedy pfed prvky trojice (2, 3,4), nebo jednoho z para
(2,7), (3,6), (4,5), nebo pred ¢islem 9. Lenka tedy mohla dostat vysledek 192
péti zpusoby.

Uloha 17. V rovnoramenném pravouhlém trojithelniku se nachézeji tii ctverce
jako na obrazku.
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Jaky podil obsahu trojihelniku zabira azurovy Ctverec?
Visledek: 8%

Resend. Klicové je viimnout si, ze délka strany Zlutého ¢tverce je jedna tietina
délky prepony trojihelniku; pro dikaz sta¢i doplnit ,,vnéjsi“ trojthelniky do
¢tverci, protoze tyto trojuhelniky jsou rovnoramenné.

Podil obsahu zlutého ¢étverce k obsahu trojuhelniku je

Vyuzitim stejného pozorovani dostaneme, ze délka strany azurového ctverce je
jedna Sestina délky strany zlutého c¢tverce. Podil obsahti azurového a zlutého
¢tverce je tedy % a podil obsaht azurového ¢tverce a trojihelniku je 8—11.

Uloha 18. Najdéte soucet viech kladnych celych &isel, kterd nelze zapsat ve
tvaru 2a + 3b, kde a a b jsou nesoudélnd kladna celd cisla. Dvé ¢isla m a n jsou
nesoudélna, pokud je nejvétsi spolecny délitel m a n roven 1.

Visledek: 26

Reseni. Zadné z &sel 1, 2, 3, 4, 6, 10 nelze takto zapsat, protoze a,b > 1
a NSD(a,b) = 1. Na druhou stranu, pokud volime nesoudélné dvojice (a,b)
ve tvaru (a,1), dostaneme libovolné liché ¢islo vétsi nebo rovno 5, zatimco
(2k — 3,2) ndm da ¢isla n = 4k > 8 a (2k — 5,4) ¢isla n = 4k + 2 > 14,

Uloha 19. Mnoho¢len nazveme velmi diskrétnim, pokud mé celodiselné koefi-
cienty se souc¢tem 2020 a celociselné koreny s rozdilem jedna. Kolik mnohoclenti
stupné dva, tedy vyrazi tvaru az? + bz + ¢, je velmi diskrétnich?

Visledek: 4
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Reseni. Vime, Ze polynom mé dva celo¢iselné kofeny, miizeme ho tedy napsat
ve tvaru a(z — k)(z — £), kde k a £ jsou kofeny a a je vedouci koeficient. Soucet
koeficienti polynomu pak mtizeme zapsat ve tvaru a(k —1)(¢ — 1), kde a, ki ¢
jsou z predpokladu celociselné. Mame tedy

2020 = 2%.5-101 = a(k — 1)(£ — 1).

Cisla k — 1 a £ — 1 se li¥f o jedna, takZe mame pouze &tyfi moznosti, vedouci
k nasledujicim polynomtm: 1010(x —2)(z — 3), 1010z(x + 1), 101(x —5)(z — 6)
a 101(z + 3)(z +4).

Uloha 20. Z Ceska do Bhiutéanu jezdi historicky expres se 40 vagény &slova-
nymi od lokomotivy postupné 1 az 40. Kazdy vagén ma kapacitu 40 pasazéri.
Expres uz neni nejmladsi, takZe mu na kazdé zastdvce prestane fungovat po-
sledni vagén. Vypravéi jsou na tuto situaci zvykli, takze nefunkéni vagén od-
poji a lidé, kteri v ném sedéli, postupné prochazeji vlakem dopredu a vzdy si
sednou na prvni volné misto, které po cesté potkaji. Kolik pasazéri bude na
konci cesty sedét ve druhém vagoénu, pokud ve vychozi stanici sedélo v kazdém
vagénu prave tolik lidi, kolik je jeho poradové ¢islo, nikdo po cesté nenastoupil
ani nevystoupil a vlak dojel do konecné stanice s 22 vagony?

Visledek: 19

Reseni. Vime, 7ze pocet pasazérii ve vlaku je % = 820. Kdyz vlak vjizdi do
cilové stanice, vagény 3 az 22 musi byt plné. V opacném pripadé by ve vlaku
mohlo sedét nejvyse 1 + 2 4 39 + 19 - 40 = 802 pasazéru, protoze by si pred
naplnénim vagénu 3 nemohl nikdo pfesednout do 2. ani 1. vagénu. To znamena,
Ze v prvnich dvou vagénech sedi dohromady 20 lidi. Druhy vagén proto nemuze
byt plny, takze v prvnim vagdnu je stéle jen jeden pasazér. Ve druhém vagdnu
je tedy 20 — 1 = 19 pasazéri.

Uloha 21. David chtél viem svym kamaradiim poslat vanoéni piéni. Piekvapil
ho v8ak lockdown, a protoZe papirnictvi musela mit zavieno, nemél na sva prani
obalky. Rozhodl se je tedy vyrobit sim. Poskladal fadu obdélnikovych obélek
ze Ctvercl papiru o thlopric¢ce 30 cm tak, ze nejdfive prelozil levy a pravy roh,
potom spodni a nakonec obdlku zaviel prelozenim horniho rohu. Prelozeny
horni roh nikdy nepfecnival pfes spodni okraj obalky. Aby obalku slo slepit,
je potieba na zac¢atku nechat mezi pfdnim a okrajem papiru mezeru 1cm (viz
obrazek). Jaké nejsirs{ prdni mohl David do takto vyrobené obélky zabalit?
Vysledek uvedte v centimetrech.
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Visledek: 18

Reseni. Vychédzejme z obrazku a ozna¢me délku tdhlopticky papiru d, délku
vodorovné strany prani a a délku svislé strany b. Podivame-li se na trojihelnik,
ktery je tvoren levym rohem papiru a prodlouzenim svislé hrany prani, zjistime,
Ze je rovnoramenny a vysSka v ném je dlouhd %+ 1. Z toho plyne, ze d = a+b+2,
protoze tihlopticka étverce je tvofena dvéma tuseky, jejichz délka je rovna délce
zminéné vysky, a tUsekem délky a. Aby horni roh po prelozeni nepresahoval,
musi platit 452 < b, neboli b > 4. Dohromady a <d — 4 —2 = 2d — 2.

Uloha 22. Misto toho, aby na hodiné déjepisu déval pozor, hréal si Matéj se
svymi oblibenymi kladnymi celymi ¢isly a, b a c. Pfekvapilo ho, Ze ¢isla a + b,
b+ ¢ a ¢ 4+ a nabyvala po dvou ruznych hodnot a zaroven to vSechno byly
druhé mocniny néjakych kladnych celych ¢isel. Prekvapilo ho to tak moc, ze
sva oblibena ¢isla zapomnél. Poradte mu, jaky nejmensi soucet mohla cisla a,
b a ¢ mit.

Visledek: 55

Reseni. Oznac¢me a +b = d%, b4+c=¢€% c+a = f% kde d, e a f jsou po
dvou rizna piirozend ¢éisla. Déle predpokliadejme, ze d < e < f (neni-li tomu
tak, muzeme napiiklad pfeznacit proménné). Z faktu, ze Matéjova ¢isla jsou
prirozena, plyne, ze

d+et=a+c+20>a+c=f
Navic vime, ze a+b+c = W, tedy hleddme trojici ¢isel (d?, €2, f?), kterd

spliiuje nerovnost vyse a jeji soucet je sudy a minimalni mozny. Hledané trojice
je (25,36,49) a hledany soucet pak 55.
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Uloha 23. Kolik existuje cest z bodu A do bodu B na obrazku nize, po-
kud 1ze kazdou Sipku pouzit nejvyse jednou? (Jedna takova cesta je v obrizku
zakreslend fialovou barvou.)

L b

Vijsledek: 162 = 2 - 3*

Resend. Cesta je jednoznaéné uréena nasledujicimi volbami: na prvnim rozcesti
1ze jit bud nahoru, nebo dolt (2 moznosti), a pak v kazdém ze 4 svislych paru
vrchold mtizeme bud nepouzit zadnou svislou sipku, pouzit jednu z nich, nebo
pouzit obé (3 moznosti). Volby jsou na sobé nezavislé, takZe celkovy pocet
moznost{ je 2-3* = 281 = 162.

Uloha 24. Kolik étyfeifernych ¢sel ma tu vlastnost, ze kazdé dvé bezpro-
stfedné po sobé jdouci cifry se lisi presné o trojku? Ctyfciferna ¢isla nemohou
zaCinat nulou.

Visledek: 29

Resend. Viimnéme si, ze mame-li zadanou prvni cifru étyiciferného éisla, pak uz
je toto ¢islo jednoznacné urceno informaci, zda v prvni, druhé a tieti dvojici po
sobé jdoucich cifer je druhé cifra vétsi, nebo mensi nez ta prvni. Tyto moZnosti
budeme zkracené zapisovat trojpismennym koédem z pismen U a D, kde U
znamena, ze druhd cifra je vétsi nez ta prvni, D, Ze je mensi a pozice v kédu
odpovida poradi dvojice cifer v ¢isle. Napriklad cislo 1474 by dalo vzniknout
kédu UUD — druhé cislice v prvni i druhé dvojici ¢isel jsou vétsi nez ty prvni
a v posledni dvojici je to naopak.

Téchto kédu je celkem sedm, protoze UUU neni pripustny kod pro zddné
¢tytciferné ¢islo — ¢islo nesmi zac¢inat nulou. Nyni staci urcit, které pocatecéni
¢islice muzeme vyuzit se kterym kédem, aby Cislo, které je timto kédem urcené,
bylo ¢tyrciferné:

. UUD: 1, 2, 3, « DUD: 3,4,5,6,7,8,09,
« UDU: 1,2, 3, 4, 5, 6, « DDU: 6,7, 8, 9,
« DUU: 3, 4, 5, 6, « DDD: 9.

. UDD: 3, 4, 5, 6,

Cisel s hledanou vlastnost{ je dohromady 29.
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Uloha 25. Jednotkovému étverci jsou vepsany dvé stejné velké kruznice, které
maji vnéjsi dotyk jako na obrizku. Najdéte délku strany ¢arkovaného ctverce,
ktery sdili vrchol s jednotkovym c¢tvercem a dotyka se obou kruznic.

- R
x
|
|
1
’ . 1 _ 1 =
Vijsledek: o V2 —-1=0,414
Reseni. Oznaéme si z délku strany ¢arkovaného ¢tverce. Pro poloméry kruznic
r plati r = 1_7" Uhlopfticka jednotkového ¢tverce je rozdélena stiedy kruznic

a jejich bodem doteku na ¢tyfi usecky. Dvé z nich maji délku r a dvé jsou
uhlopticky ctverce o délce strany r. Celkem dostaneme

V2=2.142V2-r=(1—-2)(1+V2)

a po vyreseni x =1 — 1;(2/5 = Hlﬁ:\/ﬁfl.
Uloha 26. Realn4 ¢isla T1,T2, ..., T2020 splnuji nasledujici podminky:

o Kdykoliv seCteme vSechna tato ¢isla az na jedno x;, kde i je liché, dosta-
neme 2.

o Kdykoliv seCteme vSechna tato ¢isla az na jedno x;, kde i je sudé, dosta-
neme 0.

Jaka je hodnota vyrazu z1 + 22 + - - - + 220207

. . 2020
Vijsledek: 557

Regent. Sedtenim vSech rovnic obdrZime
2019(z1 + x2 + - - - 4+ 22020) = 1010 - 2 + 1010 - 0 = 2020,

o ., 2020
takze vysledek je 557.
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Uloha 27. Marian s Vikim hraji hru, pfi¢emz se pravidelné stiidaji v tazich
a Marian zacina. Kazdy tah spociva ve zméné kladného celého ¢isla n na jiné
kladné celé ¢islo z intervalu (%, 5). Hra¢, ktery tdhnout, prohrava. Pro kolik
pocatecnich ¢isel v intervalu (1,1000) m4 Marian vyhravajici strategii?

Visledek: 620

Resend. Nazvéme vyhrdvajici ta ¢isla, pro ktera existuje vyhravajici strategie, a
ostatni ¢isla jako prohrdvajici. Cislo n je vyhravajici tehdy a jen tehdy, pokud

interval (%,5) obsahuje prohrévajici ¢islo. Stejné tak cislo n je prohravajici
pravé tehdy, kdyz je kazdé cislo z intervalu (%, %5) vyhrdvajici (naptiklad i

tehdy, kdyZ tento interval neobsahuje zddné p¥irozené ¢islo).

Cislo 1 je prohréavajici, takze z predchozich pozorovani plyne, 7e 2 i 3 jsou
vyhravajici. To znamenad, ze ¢isla 4,...,7 jsou prohravajici, protoze pro tato
¢islo interval (§,%5) NN C {2,3}. Obdobné ¢isla 8,...,21 jsou vyhravajici.
Opakovanim tohoto postupu uréime, ze dalsi vyhravajici ¢isla jsou 44, ...,129
a 260,...,777. Celkem tedy mame 620 vyhravajicich cisel.

Uloha 28. Dvé kruznice o primérech |[AB| = 17 a |AC| = 7 se protinaji
v bodech A a D. Déle vime, ze |CD| = 4. Najdéte vSechny mozné vzdédlenosti
stfedu takovych kruznic a spocitejte jejich soucin.

Visledek: 60

Reseni. Z Thaletovy véty plyne, ze tthly ADC a ADB jsou pravé, a tedy body
B, C a D lezi na jedné primce. Z Pythagorovy véty spocitame

|BD|* = 17% — (7% — 4%) = 167,

neboli |[BC| = 16 + 4 (skuteéné, zminéné pravé thly mohou byt shodné nebo
dohromady tvofit pfimy thel).
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Spojenim stiedi kruznic dostaneme trojihelnik podobny (s koeficientem %)
trojuhelniku ABC' a hledand vzdalenost proto musi byt 22—0 = 10 nebo 1—22 = 0.

Hledany soucin je tedy 60.

Uloha 29. Na lince se ¢trndcti zastdvkami jezdi sedm trolejbustt. Kazdy tro-
lejbus vyjizdi o pulnoci z jedné z téchto zastavek a pohybuje se jednim smérem,
dokud nedojede na konec¢nou, tedy prvni nebo posledni zastavku linky. Tam
se otoci a pokracuje opacnym smérem. Vsechny trolejbusy se pohybuji stalou
rychlosti jedné zastavky za minutu. O pulnoci vypada situace nasledovné:

(1) Na kazdé zastavce se nachdzi nejvyse jeden trolejbus.

(2) Bez ohledu na to, jakym smérem se ktery trolejbus vydd, bude minutu

po pulnoci na kazdé zastavce opét nanejvys jeden trolejbus.

Kolika zptusoby mohou byt trolejbusy o ptlnoci usporadany? VsSechny trolej-
busy povazujeme za stejné a vsechny zastavky za obousmérné.

Visledek: 20

Resend. Zadné dva trolejbusy od sebe nesmi byt vzdaleny pravé dvé zastavky.
Zjevné jsou tedy liché a sudé zastavky navzajem nezavislé a v kazdé z téchto
skupin mohou byt najednou maximalné 4 trolejbusy. V jedné tak musi byt
o ptlnoci 3 a ve druhé 4, takze moznosti je 2 - N, kde N odpovidad poctu
zpusobu, kterymi muzeme polozit tfi kameny na sedm mist v fadé tak, aby
byly oddéleny mezerami. Nejdiive umistime ¢tyti volnd mista do fady a pak
mezi né nebo na okraje polozime tri kameny. Pro prvni kdmen tak mame 5
moznosti, pro druhy 4 a pro treti 3. Protoze jsou kameny nerozlisitelné, tzn.
nezavisi na poradi jejich vybéru a celkem je téchto usporadani 3-2-1, vysledek
je dohromady N = % = 10. Reseni celé tlohy je tedy 2 - 10 = 20.

Uloha 30. Prvn{ verze Marianovy knihy méla 2020 strének oéislovanych
1,2,3,...,2020. Po korekturach byla jesté na uplny zacatek pridana predmluva
o 11 strankach. Kolik ¢islic musi Marian prepsat, aby byly vSechny stranky opét
spravné o¢islované? Cislice miize byt pouzita jen na své pvodni pozici, takze
napiiklad pfi zméné 23 — 34 musi Marian prepsat dvé cifry. Nové napsané
¢islice, tedy napriklad 1, ktera se objevi pri zméné 95 — 106, se nepocitaji.

Visledek: 4251

Resend. Nejprve spocitejme, kolik ¢islic ziistane stejnych. Je snadné si rozmyslet,
ze u kazdého jednociferného ¢i dvouciferného cisla operace +11 vSechny cifry
zméni. Proto jsou vSechny neprepsané ¢islice na pozici stovek nebo tisicii. Pokud
jsou dvé posledni cifry ¢isla stranky od 00 do 88, ziustanou jeho poc¢atecni jedna
¢i dvé cifry stejné. To nastane pro ¢islici na misté stovek u 89 ¢isel v kazdé stovee

s vs

stranek. Kazdé ¢islo od 1000 do 1988 ma navic jesté jednu pevnou ¢islici — tu na
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misté tisici. Pro stranky do 1999 mame tedy celkem 19 -89 4 989 = 2680 cislic,
které zlistanou nezménéné. Na strankich od 2000 do 2020 je pak napsanych 21
¢isel. Jejich cifry na misté stovek a tisicti se nezméni, coz dava dalsich 2-21 = 42
nedotcenych ¢islic. Dohromady tedy ztistane 2680 + 42 = 2722 ¢islic stejnych.

Zbyva spocitat, kolik cislic je v pivodnim ocislovani stranek celkem. Od 1
do 9 je to 9 cislic, na strankach od 10 do 99 je 90 - 2 ¢islic, od 100 do 999 je
pak 900 - 3 ¢islic a od 1000 do 2020 dalsich 1021 - 4 ¢islic. Dohromady bylo tedy
v puvodni verzi knihy 6973 ¢islic, a proto jich 6973 — 2722 = 4251 musi Marian
prepsat.

Uloha 31. Kdyz vhodime kulicku hornim otvorem do krabice s drazkami na
obrazku, kolika riznymi zptisoby mize propadnout az doli? Jeden ze zpiisobu
je na obrazku vyznacen.

Visledek: 65

Reseni. Do kazdé kiizovatky napiSeme pocet zptisobi, kolika mitze kulicka
spadnout odtamtud az dolu. Zac¢neme zezdola a postupujeme nahoru. Kazdé
¢islo je souctem cisel bezprostredné pod nim.
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Uloha 32. Krél a jeho sto rytiit svadi spoleéné u kulatého stolu. Kazdy z nich
je bud klobasozravec, a konzumuje tedy k svaciné pouze klobésy, nebo banano-
Zravec, ktery k svaciné nepozre nic jiného nez cerstvy banan. Pred zacatkem
hodovéani si kral vsiml, ze jeho klobasa je mensi nez klobésa rytire sediciho po
jeho levici. Roztrpcen touto nespravedlnosti naridil, aby kazdy stolovnik predal
svou svacinu ¢lovéku po jeho pravici. Kral byl se svou novou svacinou spokojen,
ale 64 rytiifd mélo nyni pred sebou nespravny pokrm. Proto kral znovu nafi-
dil, aby kazdy stolovnik predal jidlo sousedovi po jeho pravici. Opét byl vSak
roztrpcen, ze rytit po jeho levici méa vétsi klobasu, a tak uz potteti rozkéazal
posunout pokrmy o jedno misto doprava. Tentokrat byli se svacinou nespoko-
jeni pouze dva rytifi. Ti se dohodli, Ze si vyméni mista a pak budou spokojeni.
Kolik klobasozroutt bylo mezi kralovymi rytifi?

Visledek: 68

Reseni. Ze zadani plyne, ze kral a t¥i rytfii po jeho levici méli na zacatku
vSichni klobasu. To znamena, ze po tretim posunuti se prvni banan po kralové
levici dostal ke klobasozravci a prvni bananozravec po kralové pravici dostal
klobasu. Toto nutné musi byt ti dva rytiri, ktefi si na konci vyménili mista.

BKKK--'K

Po tretim posunuti kazdy dostal svacinu clovéka, ktery sedél o t¥i mista vlevo
od néj, a tedy mimo rytite, ktefi si vymeénili misto, musel tento spolustolovnik
mit stejnou svacinu. Zasedaci poradek na zacatku vypadal nasledovné:

g &

B

. K B

7 toho dale plyne, ze kazdy bananozravec a kazdy klobasozravec, ktery sedél
napravo od bandnozravce, méli po prvnim posunuti svacin $patny pokrm. Proto
je bandnozravci % = 32, a zbytek, to je 100 — 32 = 68, rytifu (a kral) jsou
klobésozravci.

Uloha 33. David by chtél nakreslit trojihelnik ABC' a body D a E uvnit¥
jeho stran AB a BC (v tomto poradi) tak, aby byly trojihelniky ABC, AEC,
ADE a BDE podobné. Jaky je soucet vSech moznych velikosti ithlu BAC ve
stupnich?

Visledek: 150
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Resend. Velikosti viech 1ihl uvedenych trojihelnikit musi byt o, 8 nebo ~ (ve
standardnim znaceni dhld trojihelniku ABC). Velikost ihlu EAC se zjevné
rovné 3 a velikost ihlu AEC se rovna a. Uhly EDA a EDB dohromady tvoi
180°, takze musi byt stejné, a proto musi byt « nebo v rovna 90°. Snadno
ovérime, ze prvni z téchto moznosti nevede na nemoznou konfiguraci a druhéa

pak davad a = 60°. Vysledek je tedy 90° 4 60° = 150°.

C
5 C
Y
FE
Bl Ao
B
7 ola B B Y B
A D B A D B

Uloha 34. P&t noénich hlida¢t si musi napldnovat smény na piistich deset
noci tak, aby kazdou noc pracovali pravé dva hlida¢i a zadny hlida¢ nemél
smény dvé noci po sobé. Navic chce kazdy hlida¢ pracovat se vSemi ostatnimi
— s kazdym aspon jednou. Kolik existuje takovych rozvrha?

Visledek: 240

Reseni. Nakresleme si hlidac¢e jako uzly v diagramu, kde propojeni dvou uzlt
¢arou reprezentuje spole¢nou sménu danych dvou pracovniki. Chceme znat
celkovy pocet moznosti, jak mtuzeme nakreslit vSech 53—4 = 10 ¢ar mezi uzly,
aby nemély dvé po sobé jdouci ¢ary spolecny uzel. Prvni ¢dru mtzeme vybrat
10 zpusoby, druhou 3 zptsoby a v dalsich dvou krocich mame vzdy dvé moz-
nosti. Nezavisle na nasem rozhodnuti se po nich ale vzdy dostaneme do stejné
situace, neboli kteroukoli posloupnost téchto dvou nakreslenych ¢ar dokazeme
dostat z kterékoli jiné prostym precislovinim uzli. Pata volba vsak povede ke
dvéma riznym vysledkim: Bud dostaneme cyklus péti ¢ar, nebo cyklus c¢tyr
car s patym ,ocaskem“. Prvni moznost vede v nasledujicich krocich na 1, 2, 1,
1 a 1 moznosti, zatimco tu druhou nelze dokonéit podle pravidel, protoze dvé
posledni ¢ary by musely obsahovat ,Spicku ocdsku“. Dohromady tedy mame

10-3-2-2-2=240
moznych rozvrhii smén.

Uloha 35. Lucka mé trojihelnik se stranami délky 32, 50 a z. Katka mé
trojihelnik, ktery je mu podobny a dvé strany mé stejné dlouhé jako ten Luccin,
ale neni s nim shodny. Urcete soucet vSech moznych hodnot délky .
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. . 27721
Visledek: =55

Reseni. Oznaéme a < b < ¢ délky stran Lucéina trojuhelniku. Popsana situace
muze nastat pouze tehdy, pokud tyto délky splnuji a : b = b : c¢. Pak existuji
tTi moznosti:
(i) a =32, b =50, z ¢ehoZ dostaneme x = ¢ = 50 - %;

(ii) a = 32, ¢ =50, coz davad x = b = /32 - 50 = 40;

(iii) b= 32, ¢ =50, z ¢ehoz plyne x = a = 32 - %.
Zbyva jen zkontrolovat, ze zadna z téchto moznosti neporusuje trojihelnikovou
nerovnost (coz je pravda), a mozné hodnoty délky x seéist.

Uloha 36. BéZec trénuje na trati ve tvaru pravidelného &tyficetithelniku.
Vystartuje z jednoho vrcholu a béha po obvodu potrad dokola. V prvni fazi tré-
ninku si v kazdém vrcholu udéla kratkou pauzu. Jakmile se zastavi ve vrcholu,
ze kterého vybihal, prejde do dalsi faze. Ve druhé fazi tréninku uz zastavuje
pouze v kazdém druhém vrcholu, dokud mu zastdvka nevyjde opét na start.
Poté se zastavuje jen v kazdém tifetim vrcholu, atd. Jeho trénink konci, kdyz
obéhne celou trat bez zastaveni. Kolikrdt bude béhem svého tréninku odpoci-
vat, pokud nepocitdme odpocinek na startu bezprostiedné pred zacatkem a po
skonceni celého tréninku?

Visledek: 902

Resend. Vsimnéme si, ze pokud je a pocet hran mezi dvéma po sobé jdou-
cimi zastdvkami v jedné fazi, pak (v této fazi) béZec ubéhne celkem %
takto dlouhych tsekti. Nyni rozdélime ¢isla od 1 do 40 podle toho, jakého maji
nejvétsiho spolecného délitele d s cislem 40:

e d=1proac{1,3,7,9,11,13,17,19,21,23,27,29, 31,33, 37, 39},

e d=2proac {2,6,14,18,26,34,38},

e d=4proac {4,12,28,36},

e d=5proace€ {515,25,35},

e d=8proa € {8,16,24,32},

e d =10 pro a € {10, 30},

e d =20 pro a € {20},

e d =40 pro a € {40}.

Jak jiz bylo Teceno, v kazdé fazi se bézec zastavi 47?—1{1“81‘5, taki% abychom

spocitali celkovy pocet zastavek, pro kazdé d vyse spocitame soucin < s poc¢tem

¢isel! prislusicich k tomuto d, seteme tyto hodnoty pfes vechna d a odecteme

1Poéet &isel pro kazdé d lze vyjadiit pomoci Eulerovy funkce jako ¢ (%).
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jednicku, protoze nechceme zapocitat posledni zastaveni na startu. Dosazenim
dostaneme

40-164+20-8+10-4+8-4+5-4+4-24+2-14+1-1-1=902.

Uloha 37. ET se po peripetiich na Zemi vratil na svou domovskou planetu.
Ta se od Zemé ve spousté ohledti lisi — mimo jiné tim, ze ma tvar krychle a
nachdzi se na ni pouze 8 mést, kazdé v jednom z vrcholti planety. Aby toho
nebylo malo, vedou cesty pouze mezi mésty lezicimi v sousednich vrcholech.
Vsechny mimozemstany zajimalo, jak to vypada na Zemi, a tak ET vyrazil na
velké turné po své planeté. Zacal ve svém rodném mésté a pokracoval tak, ze si
v kazdém navstiveném mésté ndhodné vybral cestu z néj vedouci a vyrazil po ni
do mésta na jejim konci. Aby nikoho neochudil o své zazitky, rozhodl se, Ze se
do svého rodného mésta nevrati diive nez po absolvovani 2020 cest. Pokud by
tedy uz nékdy predtim padla volba na cestu vedouci domu, vybere si ndhodné
jinou. Jaka je pravdépodobnost, ze ho domil zavede pravé 2020. cesta?

Visledek: %

Reseni. Oznaéme vrchol (domovské mésto) A, jeho sousedy (spojené cestami)
By, By, Bs, sousedy téchto vrcholi (mimo vrchol A) Cy, Cy, C3 a posledni
vrchol D. Vsimnéme si, ze ET mize po lichém poctu kroku (cest) skoncit
pouze ve vrcholech By, By, B3 nebo D. Analogicky po sudém poctu kroku
muze skonéit pouze ve vrcholech Ci, C5, C3 nebo A, kde posledni moznost
nemuze nastat pfed 2020. krokem. Oznacme P, (V') pravdépodobnost, ze se ET
po n-tém kroku bude nachazet ve vrcholu V. Ze symetrie plyne, ze

P (B1) = Pu(B2) = Po(Bs) a P,(C1) = Py(Cs) = Pu(Cs).

Oznac¢me tyto dvé pravdépodobnosti po fadé P, (B) a P,(C).
Spocitejme nyni vSechny nenulové pravdépodobnosti v prvnich nékolika kro-
cich:
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Vsimnéme si, ze situace v 2. a 4. kroku je (co se ty¢e pravdépodobnosti) stejna.
Matematickou indukeci 1ze dokazat, Ze se tyto pravdépodobnosti periodicky opa-
kuji, jak je vidét na krocich 2 az 4. Proto Pag19(B) = P3(B) = 2, a tedy

Prga0(A) =3 -

2
5

W=
O N
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Uloha 38. Operace « splituje vztah = xn = (2 — )" + 2° — 622 + 122 — 5 pro
kazdé realné ¢islo x a kladné celé ¢islo n. Urcete soucet vSech redlnych feseni
a rovnice

(... ((a*2020) % 2019) x - -- x 2) x 1 = a.

Visledek: 27

Reseni. Viechna x spliuji x x3 = 3, takZe a = (3x2) x1 = 5% 1 = 27 je jediné
FeSeni.

Uloha 39. Ctyfi kamarddi — David, ET, Honza a Olin — se zapisuji na éty¥i
predméty. Rozhodli se, ze se kazdy zapise aspon na jeden predmét a ze prave
jeden predmét si vybere vice nez jeden z nich. Kolika zpusoby to mohou udélat?

Visledek: 2052

Reseni. Oznacme piredméty A, B, C a D. Predpokladejme, Ze predmét, ktery
si zapisSe vice kamaradu, je A. Potom mame pouze 5 moznosti, kdo si zapise
predmét B, protoze podle predpokladu na néj miize byt zapsan nejvyse jeden
z kamaradt. Stejny argument plati pro kurzy C' a D. Celkem tedy existuje
53 = 125 moznosti, jak si kamaradi mohou tyto tii piedméty zapsat. Je to sou-
¢et moznosti, kdy si tyto tfi kurzy nezapiSe nikdo (to je pravé jedna moznost),
zapise si je pravé jeden student, pravé dva studenti a pravé tii studenti. Po-
¢et moznosti, kdy si tyto tfi kurzy dohromady zapiSou tfi rtzni studenti, je
4-3-2=24.

Déle chceme spocitat, kolik je moznosti, Ze si nékteré z predméta B, C, D
zapsal pravé jeden z kamaradi. Studenta mtzeme vybrat ¢tyfmi zpusoby a ten
pak muZe navstévovat vSechny 3 kurzy (1 moznost), 2 kurzy (3 moZnosti) nebo
1 kurz (3 moznosti). Dohromady je to 4 - 7 = 28 moznosti. To déle implikuje,
ze pocet moznosti, ve kterych si nékteré z predmétu B, C, D zapsali pravé dva
kamaradi, je 125 — 1 — 24 — 28 = 72, protoze se jednd o doplnék k moznostem,
které jsme jiz spocitali vyse.

Nyni uz zbyva jen rozebrat zapis kurzu A. Z predpokladu vime, ze vsichni
kamaradi, ktefi si zddny jiny pfedmét nevybrali, si musi zapsat tento. Vsichni
ostatni si mohou vybrat, jestli si ho zapisi nebo ne, pokud si ho kromé nich
zapsali jesté dva dalsi studenti. To je tedy jedind moznost, pokud si zadny
z kamaradid nezapsal jiny predmét; pravé 2 moznosti, pokud jeden z kamaradu
méa zapsané néjaké jiné kurzy; pravé 4 moznosti, pokud jiné kurzy maji za-
psané dva kamaradi; pravé 7 moznosti, pokud jiny kurz nema zapsany pouze
jeden kamarad (sedm, protoze minimélné jeden z téch t¥{ zbyvajicich si ho musi
vybrat). Na zac¢atku jsme predpokladali, ze pfedmét, ktery si zapisuje vice ka-
maradu, je A, stejné tak to ale muze byt kterykoliv jiny, takze dohromady
mame 4-(1-1428-2+72-4424-7) = 2052 moznosti, jak si kamarddi mohou
kurzy zapsat.
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Uloha 40. Jaké jsou posledni t¥i cifry souétu viech 1000'°%cifernych &isel,
v jejichz zapise jsou pouze jednicky, dvojky a ¢tyrky?

Visledek: 259

Reseni. Vezméme si libovolné 1000'°%ciferné éislo n slozené pouze z cifer 1,
2, 4. Pokud nahradime vsechny jednicky dvojkami, dvojky ¢tyrkami a ctyrky
jednickami, dostaneme jiné ¢islo, které je ovsem také slozené pouze z jednicek,
dvojek a ¢tyrek. VSimnéme si, Zze po dalsim provedeni této operace dostaneme
¢islo, které se lisi od zbylych dvou, a provedeme-li operaci potteti, vznikne
ptivodni é&islo. KdyZ takto ziskand t¥i ¢isla secteme, dostaneme 1000'°%ciferné
¢islo B tvorené samymi sedmickami, protoze na kazdé pozici secteme prave
jednu jednicku, dvojku i ¢tytku.

Cisel uvazovanych v zadan{ je celkem 31000 " Celkem tak mame 31000°"°~1
trojic popsanych vyse, protoze kazdé Cislo patii pouze do jedné trojice. Hledame

tedy posledni tii cifry ¢isla
310001"0071 B

coz znamena, ze nas zajima zbytek, ktery toto ¢islo dava po déleni 1000. Ziejmeé
plati B = 777 (mod 1000). Diky tomu, Ze 3 a 1000 jsou nesoudélné, miuzeme
pouzit Eulerovu vétu — plati, ze ¢(1000) = 400, coz je délitel 10001°90 a tedy

31000"°—1 — =1 (164 1000),

kde zaporny exponent znamend, ze hledame zbytek inverzni k tfem modulo
1000. Vime, ze
3-333=999 = -1 (mod 1000),

takze tento inverz je —333 = 667 (mod 1000). Kone¢né hledané trojcisli je

667 - 777 mod 1000 = 259.

Uloha 41. V trojthelniku ABC je velikost vnitiniho dhlu pii vrcholu A dvoj-
nasobkem velikosti vnitintho dhlu pfi vrcholu B. VSechny jeho strany maji
celociselné délky a strana BC ma nejmensi moznou délku. Urcete soucin délek
stran trojihelniku.

Visledek: 120

Reseni. Ozna¢me (standardné) délky stran trojihelniku a, b a ¢ a oznacme 3
vnitini thel pii vrcholu B. Pak ze sinové véty plyne, ze

a b
sin23  sinfB’
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Pouzijeme-li vztah sin 28 = 2sin 8 cos § a upravime-li rovnost vyse, dostaneme
cos 3 = g5. Opétovné pouziti sinové véty ddva

c c b

sin(180° — 38)  sin3p B sin 3’

Vyuzitim sou¢tovych vzorcu na sin 38 = sin(28 + ) a na cos 28 a dosazenim
spoctené hodnoty cos 8 dostaneme

c sin3f sin2Bcosf  sinfBcos2B

b sinB sin 8 sin 8
a? 2 2
:ﬁ—f—COS IB—SiIl ﬁ:l:lz
2 2
a P _a
:@+2005 B—l—bj—L

ch = a? — b2,

Nejmensi celociselna hodnota a, pro kterou existuji celo¢iselné hodnoty b
a ¢ splnujici rovnost vyse a zaroven a, b a ¢ jsou délky stran trojahelnika, je
a = 6. Prislusné hodnoty b a ¢ jsou 4 a 5. Soucin téchto tii hodnot je 120.

Uloha 42. Kolika zptisoby lze prost¥it nékolik mist (alesponi jedno) po obvodu
kulatého stolu s triceti zidlemi tak, aby nikdy nebyla obsazena dvé sousedni
mista? Varianty, které se liS{ pootocenim, povazujeme za razné.

Visledek: 1860497

Reseni. Ozna¢me si A(n) pocet takovych usporadani pro stiil s n misty; pro
jednoduchost zahrneme i usporadani s 0 misty, tedy prazdny stul. Pro n > 5 si
dokazeme nasledujici rekurentni vztah

An) =An—1)+ A(n —2). (R)

Podmnozinu M mnoziny {1, ...,n} nazveme cyklicky ridkou, pokud neobsahuje
pér po sobé jdoucich ¢isel a pokud neobsahuje zaroveri 1 a n. Pak A(n) je pocet
cyklicky Fidkych podmnozin mnoziny {1,...,n}.

Oznacme B(n) pocet ridkjch podmnozin mnoziny {1,...,n}, tedy téch,
které neobsahuji dvé po sobé jdouci ¢isla (tentokrat neméame zadné dodateéné
omezeni na 1 a n). Pak B(n) splituje B(n) = B(n— 1)+ B(n—2), nebot mame
B(n—1) ¥idkych podmnozin, které neobsahuji n, a B(n—2) fidkych podmnozin,
které obsahuji n.

Zkusme totéz s A(n): Podet cyklicky Fidkych podmnozin, které obsahuji n, je
B(n—3), protoze takovd podmnozina neobsahuje 1 a n—1 a zbytek podmnoziny
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je libovolna ridk& podmnozina {2, ...,n—2}. Pokud cyklicky idkd podmnozina
neobsahuje n, pak zbyvajici prvky mohou tvorit libovolnou fidkou podmnozinu
{1,...,n —1}. Takze

A(n) =B(n—1)+ B(n—3)

pro n > 3. Posunuté posloupnosti B(n — 1) a B(n —3) spliiuji rekurentni vztah
(R), takze jejich soucet A(n) také spliiuje tento vztah pro n > 5.

Pron = 3 a 4 dostaneme A(3) =4 a A(4) = 7. Pomoci (R) spocitdme vyssi
hodnoty, az dostaneme A(30) = 1860498. Pro feSeni tilohy musime jesté odedist
jedna kvuli prazdnému stolu.

Uloha 43. Kuba se po nedsp&iné matematické kariéfe rozhodl, ze se naudi
néco praktického. Zacal se tedy ucit ohybat drat. Za domaci kol dostal vy-
tvorit konstrukci, ktera je na obrazku. Kuba je popleta, takze si poznamenal
pouze délky tii tsecek a oznacil dvé dvojice stejné velkych thla — ty jsou v ob-
razku vyznaceny stejnymi symboly. Bohuzel mu to nestaci k dokonceni ikolu.
Pomozte Kubovi a urcete délku tsecky s otaznikem.

Visledek: 5,/ = 9,354
Resend. Dokresleme do obrazku pifmku rovnobéznou s DF prochéazejici bodem

A (jako na obrazku) a oznafme E jeji prusecik s piimkou C'D. Déle ozna¢me
x délku hledané tsecky CD.
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B

Z podobnosti trojihelniki CDF a CEA plyne, ze

2x 10+4

4
[ED| =gz =75 & [BAl=—F

-5 ="T.

Plati, 7e
|<AEC| = |<FDC| = |<DBC|,

a proto je ¢tyruhelnik AEBC tétivovy. To pro zménu znamena, ze
|[<EAB| = |<ECB| = |<ACD|.

Tim dostavame, ze trojihelniky FDA a EAC jsou podobné, a tedy

2z
= 7 7-5-5 7
T = = — = 4134.
- 2;+$:>1: 5 5\/? 9,35413

Uloha 44. Honza vlastni funkei f: N — N splnujici podminku

fm+mn) = f(m)+ f(f(n)) -1

pro vsechna m,n € N. Jaky je primér vSech moznych hodnot jeho funkce pro

£(2020)? Symbol N zna¢i mnozinu kladnych celych ¢éisel.

Visledek: 1011
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Resend. Tvrdime, Ze f(n) < n + 1 pro viechna n € N. Protoze
Fn+1) > f(n) + F(F(1)) = 1> f(n)
pro libovolné n € N, tak musi f byt neklesajici. Predpokladejme nyni, ze
f(m)>m+1 pro néjaké m € N, (1)
neboli f(m) = m + ¢ pro né&jaké ¢ € N, ¢ > 2. Pak
f@2m) > f(m)+ f(f(m)) —1=m+c—1+f(m+c)>2m+2(c—1)+1
a induktivnim aplikovanim tohoto argumentu dostavame
f(2'm) >2"m+2"(c—1) + 1.

Spojime-li tuto nerovnost, podminku ze zadani a fakt, ze f neklesajici, obdrzime

f@m+1)> f(f(2'm)) > f(2'm +2"(c—1) + 1),
kde opét diky monoténnosti plati

f@m+1)=f2m+2)=---=f2"m+2"(c—1)+1).

Pro vSechna k € N zvolme r;, € N takové, ze 27+ (¢ — 1) > k. Poté
@™ m+1+k)> f2"m+1)+ f(f(k)—1> f2™ m+1+k)+ f(f(k)—1,

a tedy f(f(k)) <1, coz znamend, ze f(f(k)) = 1 pro vSechna k € N. Z toho
vSak rovnéz plyne 1 = f(f(m)) = f(m+¢) > f(m), a tudiz f(m) = 1, coz
je ve sporu s predpokladem (1). Nutné tedy musi platit, ze f(n) < n+ 1 pro
vsechna n € N.

Pro libovolné pfirozené ¢islo N > 1 mize f(IN) nabyvat libovolné hodnoty
z mnoziny {1,2,..., N + 1}. Abychom to dokézali, necht je nejprve A < N.
Definujme f1(n) = 1 pron < A a fi(n) = A pro n > A. Funkce f; spliluje
podminky a f;(N) = A. Nésledné funkce fo(n) = n také splituje zadanou
podminku a fo(N) = N. Nakonec funkce f3(n) = N | % |+1dévéd f3(N) = N+1
a rovnéz splnuje podminku. Skutecné plati

n

) + Al = N (| 5|+ 5] + 5 ]) + 2

<NQ§J+{ZD+2<NV;"J +2=fs(m+n)+1,

kde jsme pouzili |%| + 4+ < |%|+1pro N >1a [z]+ |y| < [z +y] pro
libovolnd redlnd ¢isla z,y € (0, 00).

Protoze 2020 > 1, vysledek je jednoduse prumér vsech prirozenych cisel od
1 do 2021, tedy 222 = 1011.
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Uloha 45. Olin vlastni pole ve tvaru étyfihelniku, jehoz délky stran jsou
a =40, b = 20, ¢ = 28, d = 32 jako na obrazku. Po své prababicce zdédil sou-
sedni trojuhelnikové kusy pole BEC a DCF, které jsou ohrani¢ené hranicemi
jeho puvodniho pozemku a jejich prodlouzenimi. Olin chce svou nové nabytou
pudu oplotit, aby se mu po ni neprochézela zvér. Pokud potrebuje plot délky 80
na oploceni ¢asti BE + EC, kolik plotu potiebuje na oploceni ¢asti CF + FD?

F

Visledek: 88

Reseni. Nejdifve ukézeme, 7e trojthelniky BEC, AED, DCF a ABF maji
spole¢nou kruznici pfipsanou — tu lezici v dhlu FAF.
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Necht G oznacuje bod dotyku kruznice ptfipsané trojihelniku BEC lezici v ihlu
CBE s poloprimkou BE. Vzdélenost bodi B a G je polovina obvodu trojihel-
niku CBE, tj.

1
BG| = 5(ICB|+ |BE| + |EC)).

Nyn{ necht G’ je bod dotyku kruznice pfipsané trojihelniku AED s polopfim-
kou AE. Vyuzitim platnosti a + b = 60 = ¢ + d dostaneme, ze

|AG'| = S (|AE| + |ED| + |DA]) =

1
2
1
5(AB|+ |BE| + |EC| + |CD| +|DA|) =

(IAB[ + [BE| + |EC| + [AB| + |BC|) =

1

T2
1

= |AB| + §(|BE| + |EC| + |BC)),

a tedy G = G’. Z toho dale plyne, Ze bod O, jakozto bod dotyku kruzmice
pripsané na strané CE, je spole¢ny pro oba trojuhelniky, a také to znamena,
ze trojuhelniky BEC a AED maji spolecnou pripsanou kruznici. Analogicky
ukdzeme, ze trojihelniky DCF a ABF maji také spole¢nou pripsanou kruznici.
Tyto dvé kruznice jsou navic identické, protoze stfed obou kruznic musi lezet
v priseciku os thld FAF a ECF. Vime, ze délka tecen vedenych z bodu ke
kruznici je stejnd, tedy plati, Zze |AG| = |AH|, a to pak implikuje, Ze trojihel-
niky AED a ABF maji stejny obvod. Dohromady dostaneme, Ze
|CF|+ |FD| = |AB|+ |BF|+ |FA| — |AB| — |BC| — |DA| =

= |AE|+ |[ED| + |DA| — |AB| — |BC| — |DA| =

= |BE|+ |EC|+|CD| - |BC| =

=80+ 28 —20 = 88.

Uloha 46. Pro kolik ¢isel k € {1,...,2020} ma rovnice
PP+ 4+ =3pgr +k
feseni v kladnych celych ¢islech?
Viysledek: 1568
Reseni. Pfepisme rovnici do tvaru
PP+ ¢+ = 3pgr = %(erqur) (P=a)?+(g—7)°+(r—p)?) =k

Pokud jsou dva Ctverce v posledni zavorce nulové, pak je nutné nulova cela.
Je-li tedy zavorka nenulova, pak musi nabyvat hodnoty alespon 2 a ¢isla p, g a
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r nemohou vsSechna nabyvat stejné hodnoty. To znamen4, ze

1
k2(1+1+2)~§-2>4.

Vsimnéme si, Ze trojice (p,q,7) = (n,n,n + 1) je FeSenim pro k = 3n + 1 pro
kazdé n > 1. Stejné tak trojice (p,q,7) = (n,n + 1,n + 1) je feSenim pro
k=3n+2 pro kazdé n > 1.

Pokud 3 | k, mizeme rovnici piepsat do tvaru

k=p"+¢+r*=3pgr = (p+q+7)> = 3(p+q+7)(pg+qr+rp),
odkud je vidét, ze také 3 | p+ ¢ + r, a proto nutné 9 | k. MiZzeme téz snadno
nahlédnout, Ze trojice (p,q,7) = (n — 1,n,n + 1) Fesi rovnici pro k = 9n pro

kazdé n > 2. Zbyva rozhodnout, jak je to pro k£ = 9. Pokud jsou ¢isla p, q, r
po dvou rizna, mame

(14243)(1+1+4) = 18,

N —

b= 5tatn) (0— 0+ (= + (r—p)) 2

a pokud p = q # r, pak
9=_2p+7r)(p—r)*

Plati, ze 2p +r > 1, tedy
2p+r=9 a |p—r/=1,

coz neni mozné, protoze pak by r = p£t1 a9 # 3p+£1. Poskladame-li vse dohro-
mady, pak vSechna pfipustnd k dostaneme tak, Ze z mnoziny {1,2,...,2020}
odebereme cisla mensi nez Ctyii a cisla délitelnd tfemi a poté pridame cisla
délitelnd deviti vétsi nez 9. Dohromady jich je 2020 — 3 — 672 + 223 = 1568.
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Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzity Karlovy v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy patii tradi¢né k nejlepsim
védeckym a vzdélavacim institucim celé Ceské republiky. Nabizi kvalitni vzdé-
lani v Sirokém spektru matematickych, fyzikdlnich, informatickych a ucitel-
skych oborti. Studenti fakulty se v rdmci vyuky podileji na mezindrodnich
vyzkumnych projektech nebo v rdmci programu Erasmus studuji v zahranici.
Zhruba 6% védeckych visledki (podle RIV) celé Ceské republiky produkuje
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy. Taktéz v instituciondlnim
hodnoceni vykonnosti ¢i v medidlnich zebriccich zaujima prvni mista. Studium
na fakulté otevird moznost Ucasti na mezinarodnich projektech, napriklad na
vyzkumech ve svycarském CERNu. Ziskané zkuSenosti jsou zaroven vybornym
zdkladem pro dspésnou kariéru ve vlastnim podnikéni. Absolventy MFF UK
najdeme také ve firmach jako je Facebook, Oracle nebo Google. Ro¢né absolvuje
kolem 400 studentti, z nichz 96,5% se uplatni v oboru.

Matematicky korespondencni seminar MFF UK

Matematicky korespondenéni seminéf, téZz zvany PraSe (PRAzZsky SEmindr),
je soutéz pro studenty stfednich skol, organizovana Matematicko-fyzikalni fa-
kultou Univerzity Karlovy v Praze. Probih4 po cely skolni rok. Zhruba jednou
za mésic zadavame priklady z raznych oblasti stfedoskolské matematiky. Ode-
slana Treseni opravime, obodujeme a posleme zpét spolu s novym zadanim. Vice
informaci véetné aktudlniho zadani se dozvite na mks.mff.cuni.cz.

Co lze resenim ziskat? Samoziejmé matematicky rust a spoustu zdbavy, krom
toho také tfeba moznost jet na soustfedéni, kde se seznamite jak s organizatory,
tak s dalsimi resiteli, na prednaskéach se dozvite néco zajimavého o matematice,
a pri hrach si od matematiky naopak dobre odpocinete. Dalsi z vyhod je moz-
nost odpusténi prijimacich zkousek na MFF UK.



