Zadanie 1. Schemat domu sktada sie z kwadratu i tréjkata rownobocznego o tej samej dtugoéci boku. Jaka jest
miara w stopniach zaznaczonego kata?

Wynik. 105°
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dorysowany odcinek jest podstawa trojkata réwnoramiennego o miarach katow réwnych
150°, 15° i1 15°. Szukana miara kata wynosi wiec 180° — 60° — 15° = 105°.
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Zadanie 2. Czlonkowie klubu sportowego stoja w rzedzie pozujac do fotografii i kazdy z nich ma na sobie klubowa
bluze. Bluzy sa ponumerowane réznymi liczbami catkowitymi dodatnimi. Fotograf zauwazyl, ze zawodnik stojacy
najbardziej po prawej ma numer 72 i numer kazdego zawodnika dzieli numer zawodnika stojacego po jego prawej z
perspektywy fotografa. Ilu maksymalnie sportowcéw moze sta¢ w rzedzie?

Wynik. 6

Rozwigzanie. Zaczynamy od znajdujacego sie najbardziej po prawej numeru 72 i idziemy w lewo. Wtedy kazda kolejna
liczba jest réwna poprzedniej podzielonej przez pewng liczbe calkowita n > 1. Skoro 72 = 22 - 32 i w kazdej kolejnej
liczbie wykladnik przy pewnym czynniku pierwszym spada, to nie mozemy mie¢ wiecej niz 1+ 3 + 2 = 6 zawodnikéw.
Jest to osiggalne np. dla ciagu 1,2,4,8,24,72.

Zadanie 3. W pewnej orkiestrze smyczkowej kazdy z cztonkéw potrafi gra¢ na skrzypcach lub na altéwce i doktadnie
jedna czwarta wszystkich czlonkéw grupy potrafi gra¢ na obu tych instrumentach. Ponadto wiemy, ze doktadnie 32
osoby potrafiag gra¢ na skrzypcach i doktadnie 23 osoby potrafia gra¢ na altéwce. Ilu cztonkéw liczy orkiestra?

Wynik. 44
Rozwigzanie. Niech n bedzie szukang liczbg muzykéw. Dodajac do siebie 23 i 32, otrzymujemy laczng liczbe muzykéw,
ale liczac podwdéjnie wszystkich tych, ktérzy graja na obu instrumentach. Poniewaz takich oséb jest dokladnie n/4,
wnioskujemy, ze

23+32=55=n+2=13n,

wiec n = 44.



Zadanie 4. Andrzej pomnozyl pie¢ kolejnych dodatnich liczb catkowitych, otrzymujac w wyniku liczbe C'. Yukasz
zrobit to samo, ale zaczynajac od liczby o jeden wiekszej, wskutek czego otrzymat iloczyn D. Ile wynosil najmniejszy z
czynnikéw Fukasza, jesli wiemy, ze C/D = 4/57

Wynik. 21

Rozwigzanie. Niech n bedzie pierwsza z liczb Andrzeja, wéwezas C = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4). Lukasz zaczal od
liczby n+ 1, a zatem D = (n+ 1)(n + 2)(n+ 3)(n + 4)(n + 5). Mamy wiec

4 C nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)  n

5 D (m+1D)n+2)n+3)(n+4)(n+5) n+5

Rozwiazujac to réwnanie wzgledem n, otrzymujemy n = 20. Zatem najmniejszy z czynnikéw FLukasza wynosi 21.

Zadanie 5. W kazdy z malych trojkatéw na ponizszym rysunku wpisano liczbe malych tréjkatow sasiadujacych z
nim krawedzia. Wyznacz sume wszystkich liczb wpisanych na rysunku.

Wynik. 168

Rozwigzanie. Na rysunku znajduje sie 18 brzegowych tréjkatéw z dwoma sasiadami i 3 trojkaty z tylko jednym sasiadem.
Pozostate 64 — 18 — 3 = 43 tréjkaty maja po trzech sasiadéw, a zatem szukana suma wynosi 3-43 + 2 - 18 + 3 = 168.

Zadanie 6. Wyznacz najwicksza dodatnig liczbe catkowita n, dla ktérej liczba n? — 5n + 6 jest pierwsza.

Wynik. 4

Rozwigzanie. Liczba n(n — 5) jest iloczynem liczby parzystej i nieparzystej, wiec n? — 5n + 6 = n(n — 5) + 6 jest
liczba parzysta dla dowolnej liczby calkowitej n. Poniewaz jedyna parzysta liczbg pierwsza jest 2, to musimy mieé
n? — bn + 6 = 2. Rozwigzujac to réwnanie, otrzymujemy n = 1 lub n = 4. Zatem szukana najwicksza liczba wynosi 4.

Zadanie 7. Dwa okregi o promieniu 1 sg styczne zewnetrznie i znajduja sie wewnatrz wigkszego okregu, do ktérego
réwniez oba sa styczne. Wyznacz dlugos$é zaznaczonego przerywana linig odcinka, ktory jest styczny do obu malych
okregéw, a ktorego konce znajduja sie na duzym okregu.

Wynik. 23 ~ 3.46410
Rozwigzanie.




Przerywany odcinek znajduje sie w odleglosci 1 ponad pozioma érednica duzego okregu. Srodek duzego okregu, jeden z
koncoéw zaznaczonego odcinka oraz ,najwyzszy” punkt duzego okregu tworza tréjkat rownoboczny o boku dlugosci 2.
Zatem dlugosé przerywanego odcinka to podwojona dlugosé wysokosci w okregu rownobocznym o boku diugosci 2 — i
moze by¢ wyliczona np. przy uzyciu twierdzenia Pitagorasa.

Zadanie 8. Czterech matematykow usiadlo razem w restauracji i zaméwito miske pelna obwarzankéw. Dominik
wyszed! na chwile do toalety, a Adam, Beata i Czarek w miedzyczasie zaczeli jesé obwarzanki. Co minute zjadali oni
jednego obwarzanka, dzielac si¢ nim po réwno. Po pewnym czasie Dominik powrdcil do stolu, i teraz wszyscy czworo
kontynuowali jedzenie jednego obwarzanka co minute. Tym razem jednak Dominik zjadal 2/5 kazdego z obwarzankow,
a pozostala tréjka zjadala po 1/5 kazdego z obwarzankéw. Po pewnym czasie Adam zauwazyl, ze Dominik zjadl tyle
samo, co on. Jaki jest stosunek czasu, ktéry Dominik spedzil w toalecie, do czasu kiedy byt przy stole i uczestniczyt w
positku?
Wynik. 3/5
Rozwigzanie. Niech t, oznacza dlugosc czasu, przez ktéry Dominik byl w toalecie, a ¢, niech oznacza dlugoéé czasu,
przez ktéry Dominik uczestniczyt w positku. Adam i Dominik zjedli tyle samo obwarzankéw, a zatem

2 1 1 to 3

—tp =l + =tp = — = —.
573 +5p t, 5

Zadanie 9. Kantor na warszawskiej Pradze oferuje nastepujace monety: korone czeska za 40 gr, 2 korony za 50 gr, 5
koron za 1 zt, 10 koron za 2 zt, 20 koron za 4,10 zt i 50 koron za 9,90 zt. Jacek chce wymienié¢ wszystkie swoje pieniadze
w kwocie 11,80 z! na korony, ale nie chce kupowaé wigcej niz jednej czeskiej monety tego samego rodzaju. Ile koron
moze uzyskaé¢ Jacek? Podaj sume wszystkich rozwiazan.

Wynik. 58

Rozwigzanie. Problem sprowadza sie do rozwiazania réwnania 11,8 = 0,4-x1+0,5- 22+ 1-23+2-24+4,1-254+9,9 -z,
gdzie wszystkie x; muszg by¢ rowne 0 lub 1.

Skoro 0,44 0,5+ 1+4+2+4,1 < 11,8, to xg musi by¢ réwne 1. Rownanie zatem sprowadza si¢ do 1,9 =04 -z 4+ 0,5 -
To+1-x3+2 24 +4,1-25. Poniewaz dla x4 = 1 lub 25 = 1 wydana kwota przekroczylaby 11,80 zl, to musimy mieé
x4 = x5 = 0. Skoro 0,4+ 0,54+ 1 = 1,9, to jedynym rozwiazaniem jest 1 = xo = x3 = 26 = 1 and x5 = x4 = 0. Jacek
kupi wiec 1 4+ 2 4 5 4 50 = 58 koron czeskich.

Zadanie 10. Na kracie jednostkowej zaznaczono czternascie punktow jak na rysunku ponizej. Ile jest prostokatéw,
ktorych wierzcholtki znajduja sie w zaznaczonych punktach?

Wynik. 27

Rozwigzanie. Istnieje siedem typdéw prostokatéw o wierzcholtkach w zaznaczonych punktach.




Na rysunku znajduje sie kolejno: 7 kwadratéw jednostkowych, 2 kwadraty o wymiarach 2 x 2, 4 kwadraty o boku jak
kwadrat zaznaczony kropkowanymi liniami oraz 2 kwadraty o boku jak kwadrat zaznaczony linig przerywana. Ponadto
na rysunku znajduje sie 8 prostokatéw wymiaru 1 x 2, 2 prostokaty wymiaru 1 x 3 oraz 2 prostokaty przystajace do
prostokata zaznaczonego linig przerywana.

Lacznie na rysunku znajduje si¢ wiec 7+ 2+ 4+ 2 4 8 4+ 2 + 2 = 27 prostokatow.

Zadanie 11. Znajdz taka dodatnia liczbe catkowita n, ze najmniejsza wspdlna wielokrotnos$é 60 i n jest o 777 wieksza
niz najwiekszy wspolny dzielnik 60 i n.

Wynik. 39

Rozwigzanie. Chcemy rozwiazaé¢ réwnanie NWW (60, n) = 777 + NWD(60,n). Najwiekszy wspolny dzielnik musi
dzieli¢ 60, czyli by¢ réwny 1, 2, 3, 5, 6, 10, 12, 20, 30 lub 60. Wsréd tych dzielnikéw, tylko liczba 3 moze byé
dodana do 777 tak, by otrzymaé¢ wielokrotnosé¢ 60. Zatem NWD(60,n) = 3 1 NWW(60,n) = 780. Wynika stad, ze
60 - n = NWD(60,n) - NWW(60,n) = 3 - 780, wiec n = 39.

Zadanie 12. Mrowka znajduje sie na srodku $ciany czworo$cianu foremnego o krawedzi dlugosci 1. Przemieszczajac
sie po powierzchni czworo$cianu, chce ona dojsé do érodka dowolnej krawedzi, ktéra nie nalezy do plaszczyzny $ciany,
na ktorej sie obecnie znajduje. Jaka, co najmniej, odleglo$¢ musi pokonac¢?

Wynik. /7/12 ~ 0.76376

Rozwigzanie.

i

Rozwazmy siatke tego czworo$cianu jak na rysunku powyzej. Mrowka znajduje sie w punkcie A i chce dostaé sie do punktu
B. Poniewaz sprowadziliémy problem do postaci dwuwymiarowej, najkrétsza droga bedzie odcinkiem (zaznaczonym na
rysunku linig przerywana). Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata DC'P mamy: |[PD|? = |CD|? — |CP|> =12 —(1/2)? =
3/4, czyli |PD| = \/ﬂ Punkt A jest $rodkiem $ciany, wiec

2 2
|AD|:PD|:\/§.
3 3V 1

Z tresci zadania mamy natomiast |DB| = 1/2, zatem uzywajac ponownie twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

1
3

7
AB| = 1/ %= ~ 0.76376.

Zadanie 13. Agnieszka, Beata, Cecylia i Dorota wylosowaly w pewien sposéb liczby 3, 6, 9 and 12 (zadna z liczb nie
zostala wylosowana przez wiecej niz jedna z kobiet). Wiadomo, ze dwie z kobiet zawsze klamia, a dwie zawsze méwia
prawde. Wyglosily one nastepujace stwierdzenia:

7

1
AB|? = |AD> + |DB|?* = -+~ = —
|AB|” = |AD|" + |DB| 1= 1

+
stad

e Agnieszka: Moja liczba jest dwukrotnie wieksza od liczby Doroty.
e Beata: Moja liczba jest trzykrotnie wieksza od liczby Doroty.

e Cecylia: Moja liczba jest czterokrotnie wieksza od liczby Doroty.
e Dorota: Moja liczba nie jest najmniejsza.

Ile wynosi iloczyn liczb wylosowanych przez klamczuchy?



Wynik. 27

Rozwigzanie. Gdyby Dorota wylosowala 3, oznaczaloby to, ze ktamie. Zatem dokladnie jedna z pozostatych musialaby
ktamaé, co nie jest mozliwe, bo oznaczaloby, ze dwie z kobiet wylosowaly te sama liczbe. Gdyby Dorota wylosowata 9
lub 12, oznaczatoby to, ze wszystkie pozostate klamaly, bo w puli nie ma do dyspozycji wyzszych wielokrotnosci zadnej
z tych liczb — a zatem Dorota wylosowata 6. Sposrdd pozostatych kobiet jedynie Agnieszka mogta powiedzie¢ prawde,
jako ze 6 - 3 ani 6 - 4 réwniez nie wystepuja w puli. Tak wiec Agnieszka wylosowala liczbe 12. Zatem klamczuchami sg
Beata i Cecylia, ktére wylosowaly (w pewnej kolejnosci) liczby 3 1 9. Tloczyn tych liczb wynosi 27.

Zadanie 14. Znajdz najmniejsza dodatnia liczbe calkowita, ktéra posiada doktadnie 24 dodatnie dzielniki, w tym
dokladnie 8 dzielnikéw nieparzystych.

Wynik. 420

Rozwigzanie. Liczba dodatnich dzielnikéw liczby n = p1% ... pp® jest réwna (a3 +1)--- (ax + 1). Skoro 24 = 23 .3
oraz szukana liczba posiada 8 nieparzystych dzielnikéw, to czynnik 2 wystepuje w rozkladzie szukanej liczby na czynniki
pierwsze w dokladnie drugiej potedze. Zauwazmy, ze albo szukana liczba zawiera w swoim rozkladzie trzy najmniejsze
nieparzyste liczby pierwsze w pierwszej potedze, albo najmniejsza nieparzysta liczbe pierwsza w trzeciej potedze i
druga najmniejsza w potedze pierwszej, albo najmniejsza nieparzysta liczbe pierwsza w siédmej potedze (poniewaz
8=2.2.2=4-2=28). Ale3-5-7<3%.5 < 37, wiec najmniejsza liczba n wynosi 2% -3 -5 -7 = 420.

Zadanie 15. Okrag i kwadrat maja wspoélny srodek. Jaki jest stosunek boku kwadratu do promienia okregu, jezeli
wiemy, ze oba obszary zamalowane na szaro maja takie samo pole?

Wynik. /7 =~ 1.77246

Rozwigzanie. Skoro oba obszary zamalowane na szaro maja takie samo pole, to kwadrat i koto maja takie samo
pole, gdyz pole kazdego z nich réwne jest polu czesci wspolnej obu figur powickszonemu o czterokrotnosé obszaru
zamalowanego na szaro. Jezeli przez a oznaczymy bok kwadratu, a przez r promien okregu to dostaniemy, ze a? = r?n

a zatem a : r = /7.

Zadanie 16. Ania zapisala ciag 1,2,3,...,20 wraz ze znakami plus lub minus pomiedzy jego elementami, w taki
sposéb, ze uzyskane wyrazenie bylo réwne 192. Na ile sposobéw mogla tego dokonaé?
Wynik. 5

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze liczba 1 bedzie zawsze potraktowana jako dodatnia, poniewaz minusy mogtly by¢ postawione
wylacznie pomiedzy liczbami.

Gdyby wszystkie znaki byly plusami, to wynik wyniostby 210. Skoro Ania uzyskala o 18 mniej, to musiala postawic¢
minusy przed liczbami, ktére sumuja sie do 9. Jest jedna tréjka takich liczb (2,3,4), trzy pary (2,7), (3,6), (4,5) oraz
pojedyncza liczba 9. Zatem mamy pie¢ mozliwodci.

Zadanie 17. Trzy kwadraty umieszczono wewnatrz réwnoramiennego trojkata prostokatnego jak na rysunku:

Jaka cze$é¢ pola trojkata stanowi pole blekitnego kwadratu?



Wynik. 1/81
Rozwigzanie. W rozwiazaniu kluczowe jest, aby zaobserwowaé, ze dlugosé boku zéltego kwadratu stanowi jedna
trzecia dlugosci podstawy tréjkata. Latwo to zauwazy¢, przedtuzajac ,zewnetrzne” trojkaty do kwadratéw.

Stad mozemy wywnioskowaé, ze stosunek pola zéttego kwadratu do pola tréjkata wynosi

Korzystajac ponownie z analogicznej obserwacji, wnosimy, ze dtugo$¢ boku blekitnego kwadratu stanowi jedna szdsta
boku zéttego kwadratu, a zatem stosunek ich pdl wynosi 1/36. Szukany stosunek otrzymujemy wymnazajac oba
uzyskane stosunki, otrzymujac w wyniku 1/81.

Zadanie 18. Znajdz sume wszystkich dodatnich liczb calkowitych, ktére nie moga by¢ zapisane w postaci 2a + 3b
dla pewnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a,b. Mowimy, ze liczby calkowite dodatnie m,n sa
wzglednie pierwsze, jesli NWD(m,n) = 1.

Wynik. 26

Rozwigzanie. TYatwo zauwazy¢, ze zadnej sposérdd liczb 1,2, 3,4, 6,10 nie mozemy zapisa¢ w tej postaci, skoro a,b > 1
i NWD(a,b) = 1. Z drugiej strony, dowolng liczbe nieparzysta n > 5 mozna zapisa¢ biorac (a,b) = (252, 1), kazda
liczbe postaci n = 41 > 8 mozemy uzyskaé¢ podstawiajac (a,b) = (21 — 3, 2), a liczby postaci n = 41+ 2 > 14 uzyskujemy

podstawiajac (a,b) = (21 — 5,4).

Zadanie 19. Wielomian nazwiemy kartridzopodobnym, jezeli posiada dwa calkowite pierwiastki rézniace sie o 1,
wszystkie jego wspolczynniki sa catkowite, a ich suma wynosi 2020. Ile jest wszystkich kartridzopodobnych wielomianéw
stopnia drugiego?

Wynik. 4

Rozungzanie. Wielomian spelniajacy warunki ma mie¢ dwa pierwiastki, a wiec mozna go przedstawi¢ w postaci
c(x —a)(x —b), gdzie a i b sa calkowitymi pierwiastkami, a ¢ jest wspdlczynnikiem wiodacym — a wiec réwniez liczba
calkowita. Sume wspélezynnikéw otrzymujemy podstawiajac do wielomianu z = 1, a wiec wynosi ona ¢(a — 1)(b —1).
Skoro zadamy, aby ten iloczyn wynosit 2020 = 2-2-5-101 i ponadto a —1 i b— 1 réznia si¢ o 1, mamy cztery mozliwosci
skomponowania tego iloczynu (2020 = 1010 -1 -2, 2020 = 1010 - (—1) - (—2), 2020 = 101 - 4 - 5, 2020 = 101 - (—4) - (—5)).

Zadanie 20. Pewien pociag sktadal sie z 40 wagonéw ponumerowanych od 1 do 40, kazdy mogacy pomieécié¢ 40
pasazerow. Na poczatku w wagonie 1 siedzial jeden pasazer, w wagonie 2 siedzialo dwoch pasazeréw, itd., az do wagonu
40, w ktorym siedziato czterdziestu pasazerow. Niestety w pewnym momencie ze wzgledéw technicznych ostatni wagon
musial zostaé¢ odlaczony, a zajmujacy go pasazerowie zostali zmuszeni do przemieszczenia sie do innych wagondw.
Przechodzili oni kolejno do wagonéw o mniejszych numerach, zajmujac pierwsze wolne miejsce — jezeli wagon byt juz
zapelniony, pasazer przechodzil do kolejnych wagonéw (o mniejszych numerach), az znalazl wolne miejsce. Podczas
podrézy przez kolejne awarie musialy zostaé odtaczone réwniez wagony 39,38, ..., 23, a pasazerowie w analogiczny
sposéb przesiedli sig do pozostatych wagonéw. Ilu pasazeréw zajmowalo miejsca w wagonie 2 po wszystkich awariach?

Wynik. 19

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze pociagiem podrézowalo lacznie 40 - 41/2 = 820 pasazerdéw. Poniewaz pociag po awariach
sklada sie z 22 wagonéw, co najmniej 20 z nich musi by¢ pelnych, w przeciwnym razie pocigg pomiescitby maksymalnie
14+2+39+19-40 = 802 pasazeréw. A zatem w pierwszych dwdch wagonach musi siedzie¢ 20 pasazerow i jako ze wagon
2 nie moze by¢ pelny (bo nie ma wystarczajaco wielu pasazeréw, aby go wypelnié), to w wagonie 1 dalej przebywa
tylko jeden pasazer. A zatem w wagonie 2 znajduje sie 19 pasazeréw.



Zadanie 21. Jacek nie moze kupié¢ kopert, postanowil wiec wykonaé je samemu. Aby stworzy¢ prostokatna koperte,
Jacek uzywa kwadratowej kartki papieru o przekatnej 30 cm, zagina lewy i prawy rég, nastepnie zagina dolny rog i
zamyka koperte zaginajac gérny rég. Aby poprawnie zaklei¢ koperte, brzegi musza na siebie nachodzi¢ na szerokosci
doktadnie 1 ¢m (jak na rysunku), a po zamknieciu koperty gérny rég nie moze znajdowaé sie ponizej dolnej krawedzi
koperty. Jaka jest najwigksza mozliwa szerokos¢ koperty Jacka?

Wynik. 18

Rozwigzanie. Oznaczmy szerokosé koperty przez a, wysoko$¢ koperty przez b, a dtugoéé¢ przekatnej kwadratu przez d.
Patrzac na przekatna kwadratu na pierwszym rysunku, dochodzimy do wniosku, ze d = b+ a + 2. Aby koperta zagieta
sie poprawnie, musi zachodzié¢ nieréwnos¢ % < b, czylib > % tLaczac te dwa stwierdzenia otrzymujemy a < %d - 2.
Zadanie 22. Jadwiga wybrala trzy dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, a nastepnie obliczyta sumy a + b, b + ¢, ¢ + a.

Okazalo sie, ze sa to trzy rézne kwadraty liczb catkowitych. Jaka byla najmniejsza mozliwa wartos¢ a + b + ¢?
Wynik. 55

Rozwigzanie. Niech a +b =d?, b+ c = €%, ¢+ a = f? dla réznych dodatnich liczb catkowitych d, e, f. Bez straty
ogdlnosci mozemy zalozyé, ze d < e < f, poniewaz liczby kréore wybrata Marta byly dodatnie. Wéwczas

d+e*=a+c+2b>a+c=f> ()

Nasza szukana warto$é to (d? + e? + f2)/2. Szukamy wiec tréjki kwadratéw spetiajacych (), ktérych suma jest
parzysta i jak najmniejsza. Taka tréjka liczb jest (d2,e?, f2) = (25,36,49), a wiec odpowiedz to 55.

Zadanie 23. Ile jest roznych Sciezek na ponizszym rysunku prowadzacych z punktu A do punktu B i uzywajacych
kazdej strzalki co najwyzej raz? (Na rysunku zaznaczono na fioletowo przyktadowa $ciezke)

eI B

Wynik. 162 =2 - 3%
Rozwigzanie. Sciezka jest calkowicie okreslona przez nastepujace wybory: péjdz najpierw w gére lub w doél (dwie
mozliwosci), a nastepnie dla kazdej z czterech poziomych par wierzcholtkéw: nie skorzystaj z zadnej pionowej krawedzi,

skorzystaj z jednej lub skorzystaj z obydwu (trzy mozliwoéci dla kazdego wierzchotka). Zatem odpowiedz to 2 - 3% =
2-81 =162.

Zadanie 24. Ile jest liczb czterocyfrowych o tej wlasnosci, ze réznica miedzy kazdymi dwoma sasiednimi cyframi
wynosi 37 Liczba nie moze zaczynaé sie od zera.

Wynik. 29

Rozwigzanie. Kodujemy liczby w nastepujacy sposob: piszemu U jezeli cyfra po prawej jest wieksza od cyfry po lewej

oraz D jezeli liczba po lewej jest wieksza od liczby po prawej. Przyktadowo 1474 kodujemy jako UUD, a 1414 jako UDU.
Jest 8 mozliwych kodow i dla kazdego z nich liczba jest zdeterminowana przez pierwsza cyfre:

kod UuU | UUD | UDU | UDD | DUU | DUD | DDU | DDD
mozliwe pierwsze cyfry | brak 1-3 1-6 3-6 3-6 3-9 6-9 9

W sumie dostajemy 3+ 6 +4+4 4+ 7+ 4 + 1 = 29 liczb spelniajacych warunki zadania.



Zadanie 25. Dwa styczne kola tego samego rozmiaru wpisane sa w kwadrat jednostkowy jak na rysunku. Oblicz
dtugosé boku kwadratu, ktory ma wspélny rog z wiekszym kwadratem i jest styczny do okregow.

/

2—-1~0.41421

. 1 _
Wynik. o

Rozwigzanie. Oznaczajac przez x szukana dlugo$é boku dostajemy, ze promien okregéw wynosi r = 1_796 Przekatna
kwadratu jednostkowego jest podzielona przez srodki okregéw i ich punkt stycznoéci na cztery cze$ci. Dwa z nich to
promienie, a pozostale dwa to przekatne kwadratow o boku dlugoséci r. W sumie mamy

V2 =2r4+2vV2r=(1-2)(1+V2).

Rozwiazujac powyzsze rownanie dostajemy = =1 — 1_‘(\% = 1+1\/§ =v2-1.
Zadanie 26. Liczby rzeczywiste x1, s, ..., o020 spelniaja nastepujace warunki:

e Dla dowolnego nieparzystego i suma wszystkich liczb z wyjatkiem z; wynosi 2.
e Dla dowolnego parzystego ¢ suma wszystkich liczb z wyjatkiem x; wynosi 0.

Jaka jest warto$¢ sumy w1 + 2o + -+ + 20207
Wynik. 2020/2019

Rozwigzanie. Sumujac wszystkie rownania, otrzymujemy
2019(z1 + 22 + - - - 4+ x2020) = 1010 - 2 + 1010 - 0 = 2020,
wiec szukany wynik wynosi 2020/2019.

Zadanie 27. Dwoje graczy gra w gre wykonujac ruchy na przemian. Kazdy ruch polega na zamianie dodatniej liczby
catkowitej n w inng dodatnig liczbe catkowita znajdujaca si¢ w przedziale [, 5]. Gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu
przegrywa. Dla jak wielu liczb poczatkowych w przedziale [1,1000] optymalna strategia zapewni rozpoczynajacemu
graczowi zwyciestwo?

Wynik. 620

Rozwigzanie. Nazwijmy wygrywajgcymi liczby, dla ktérych optymalna strategia zapewnia zwyciestwo rozpoczynajace-
mu od nich graczowi, reszte za$ przegrywajgcymi. Zauwazmy, ze liczba n jest wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy w
przedziale [%, 3] istnieje liczba przegrywajaca; co za tym idzie, liczba n jest przegrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy w
przedziale [%, 5] nie ma zadnej liczby przegrywajacej (a by¢ moze nie ma w nim w ogéle zadnej liczby).

Liczba 1 jest w oczywisty sposéb liczba przegrywajaca, wiec — zgodnie z podanymi powyzej zasadami — 2 i 3
sa wygrywajace. To z kolei implikuje fakt, iz liczby 4,...,7 sa przegrywajace, jako ze dla kazdej z nich zachodzi
[3,5] NN C {2,3}. Z tego nastepnie wynika wygrywajacy charakter liczb 8,...,21 i tak dalej. Kontynuujac to
rozumowanie, stwierdzamy ostatecznie istnienie wygrywajacych liczb 44, ... 129 oraz 260, ..., 777. Lacznie w przedziale
[1,1000] istnieje wiec 620 liczb wygrywajacych.

Zadanie 28. Dwa okregi o $rednicach odpowiednio AB = 17 oraz AC = 7 przecinaja sie w punktach A oraz D.
Zatézmy, ze CD = 4. Rozwaz wszystkie mozliwe odlegtosci miedzy $rodkami okregéw i oblicz ich iloczyn.

Wynik. 60

Rozwigzanie. Katy ADB oraz ADC' sa proste poniewaz sa oparte na Srednicy. Zatem B, C' oraz D leza na jednej
prostej. Na mocy Twierdzenia Pitagorasa BD? = 172 — (72 — 42) = 162, wiec BC = 16 + 4 (w zaleznoéci od tego
w jakiej kolejnosci na prostej leza punkty B, C, D). Odcinek laczacy $rodki okregéw jest odcinkiem laczacym érodki
bokéw w tréjkace ABC, wiec jest réwnolegly do boku BC i jego dlugosé jest potowa jego dlugosci, wiec mozliwe
odleglosci to odpowiednio 20/2 = 10 oraz 12/2 = 6, a ich iloczyn wynosi 60.



Zadanie 29. Siedem trolejbuséw kursuje miedzy czternastoma przystankami lezacymi przy jednej prostej ulicy. Kazdy
trolejbus rozpoczyna swodj kurs na jednym z przystankéw i porusza sie w jednym kierunku, az dotrze do konca ulicy,
gdzie znajduje sie pierwszy lub ostatni przystanek na ulicy. Tam trolejbus zawraca i kontynuuje kurs w przeciwnym
kierunku. Wszystkie trolejbusy poruszaja sie z ta sama predkoscia i przejezdzaja przez dokladnie jeden przystanek w
ciagu minuty. Zarzadca linii umieécil trolejbusy na przystankach w taki sposéb, ze

1. na kazdym przystanku znajduje sie co najwyzej jeden trolejbus;

2. po minucie kursowania trolejbuséw, dalej na kazdym przystanku bedzie znajdowal sie co najwyzej jeden trolejbus
— niezaleznie od tego, w ktérych kierunkach beda one kursowac.

Na ile sposobéw trolejbusy mogly zostaé przypisane do przystankéw? Zakladamy, ze wszystkie trolejbusy sa identyczne.
Wynik. 20

Rozwigzanie. Drugi warunek jest rownowazny temu, ze zadne dwa trolejbusy nie moga znajdowac sie w odleglosci
dokladnie dwoch przystankéw. Oczywiscie ,parzyste” i ,nieparzyste” przystanki sa od siebie niezalezne i z podanego
warunku wynika, ze zaréwno na wszystkich ,,parzystych” przystankach, jak i na wszystkich ,nieparzystych” przystankach
moga znajdowaé sie tacznie maksymalnie 4 trolejbusy. Zatem 4 trolejbusy znajduja si¢ na przystankach parzystych,
a 3 na przystankach nieparzystych, lub odwrotnie (3 trolejbusy na przystankach nieparzystych i 4 na przystankach
parzystych). Zgodnie z warunkami, 4 trolejbusy mozna rozmiesci¢ na przystankach parzystych (lub na przystankach
nieparzystych) tylko na jeden sposob. Zatem odpowiedZ wynosi 2 - N, gdzie N jest liczba sposobéw, na ktére mozemy
umiesci¢ 3 kamienie na 7 miejscach w rzedzie, aby kazde dwa byly oddzielone co najmniej jednym wolnym miejscem.
Aby wyznaczyé N, rozwazmy 4 wolne miejsca i zauwazmy, ze jest 5 pozycji gdzie mozna umiesci¢ kamienie (przed
kazdym wolnym miejscem lub na konicu). Stad 3 kamienie mozna rozmiesci¢ na tych 5 pozycjach na (g) = 10 sposobdw.
Odpowiedz wynosi zatem 2 - 10 = 20.

Zadanie 30. Witek wydaje ksiazke liczaca 2020 stron ponumerowanych kolejno liczbami 1,2, 3, ...,2020. Po korekcie
zdecydowal sie dotaczy¢ na poczatku ksiazki jeszcze streszczenie liczace 11 stron. Ile cyfr musi zmienié¢, aby wszystkie
strony byly ponownie poprawnie ponumerowane? Cyfra ze starej numeracji stron moze by¢ uzyta w nowej numeracji
tylko na tej samej pozycji (jednosci, dziesiatek, tysiecy, itd.), a nowo dodane cyfry, jak np. cyfra 1 dodana po zmianie
95 — 106, nie sa zliczane.

Wynik. 4251

Rozwigzanie. Zacznijmy od policzenia, ile cyfr zostanie niezmienionych. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej liczby
jednocyfrowej lub dwucyfrowej, operacja +11 powoduje zmiane wszystkich cyfr liczby. Zatem cyfry niezmieniajace
sie musza by¢ cyframi setek lub tysiecy. Dalej, jesli ostatnie dwie cyfry liczby sa pomiedzy 00 i 88, to cyfra setek nie
ulegnie zmianie. Ponadto, w kazdej liczbie pomiedzy 1000 a 1988 cyfra tysiecy pozostaje niezmieniona. Zatem dla liczb
mniejszych niz 2000, mamy 19 - 89 + 989 = 2680 cyfr, ktore zostaja niezmienione. Dodatkowo, cyfra tysiecy i setek
pozostanie niezmieniona dla liczb pomiedzy 2000 i 2020, czyli mamy dodatkowe 2 - 21 = 42 niezmienione cyfry.

Policzmy teraz taczna liczbe cyfr uzytych do ponumerowania ksiazki przed korekta. Dla stron pomiedzy 11 9 bedzie
to 9 cyfr, dla stron pomiedzy 10 a 99 mamy 90-2 cyfr, dla stron pomiedzy 100 i 999 mamy kolejnych 900-3 cyfr i wreszcie
do ponumerowania stron od 1000 do 2020 uzyto 1021 - 4 cyfr. Daje to tacznie 6973 cyfry. Zatem 6973 — 2722 = 4251
cyfr musi zosta¢ zmienionych.

Zadanie 31. Czarodziej Vierr-tarra wrzuca do pudetka plinko krazek, ktory spada na sam doét. Ile jest mozliwych
drog przejscia krazka przez to pudeltko? Na rysunku przedstawiona jest przykladowa droga.

Wynik. 65

Rozwigzanie. W kazdym miejscu przeciecia sie¢ drég piszemy liczbe, ktéra oznacza ile mozliwych drég moze pokonaé
krazek od tego punktu. Numerujemy od samego dotu, gdzie mamy tylko jedna mozliwa droge i idziemy do géry. Kazda



liczba jest suma liczb znajdujacych sie bezposrednio pod nia.

Zadanie 32. Krél Artur i jego 100 rycerzy zasiadlo przy okraglym stole. Wszystkim wegetarianom zaserwowano ser,
a pozostalym uczestnikom biesiady podano kurczaka. Krél Artur zauwazyl, ze otrzymal mniejsza porcje kurczaka niz
rycerz po jego lewej stronie, zarzadzil zatem by kazdy przekazal swéj talerz osobie po prawej. Krélewska porcja kurczaka
byla teraz odpowiednich rozmiaréw, ale az 64 rycerzy otrzymalo zty positek. Wszyscy przekazali wiec ponownie swoj
talerz sasiadowi po prawej. Krél Artur znéw otrzymal za mala porcje kurczaka, wiec kazdy przekazal swéj talerz
sasiadowi po prawej po raz trzeci. Po tej zamianie tylko dwéch rycerzy (i zaden z nich nie byl krélem) otrzymalo zty
positek, zamienili wiec oni swoje talerze i uczta mogla sie rozpoczaé. Ilu rycerzy kréla Artura je kurczaka?

Wynik. 68

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze krolowi i trzem rycerzom po jego lewej stronie zaserwowano kurczaka. Zatem po
trzecim przekazaniu talerzy, pierwszy wegetarianski posilek po lewej stronie krola zostal przekazany jedzgcemu mieso i
pierwszy wegetarianin po prawej stronie kréla otrzymatl mieso. Sa to wlasnie ci dwaj rycerze, ktérzy musieli wymienic
sie talerzami.

v M M

Finalnie kazdy inny biesiadnik otrzymatl takie same danie co osoba odlegla o trzy miejsca po jego lewej stronie, zatem
usadzenie rycerzy wyglada nastepujaco
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Kazdy wegetarianin i kazdy jedzacy mieso usadzony po prawj stronie wegetarianina otrzymatl niewlasciwe danie po
pierwszym przekazaniu talerzy. Zatem przy stole siedzi 64/2 = 32 wegetarian. Pozostali rycerze jedza kurczaka tak jak
ich krol i jest ich 100 — 32 = 68.

Zadanie 33. Dawid chce narysowaé trojkat ABC, oraz punkty D i E odpowiednio na bokach AB i BC tak, aby
tréjkaty ABC, AEC, ADE, BDE byly podobne. Jaka jest suma wszystkich mozliwych miar kata BAC' (w stopniach)?
Wynik. 150

Rozwigzanie. Oznaczmy katy w tréjkacie ABC przez a, 3, v (w standardowy sposéb). Z podobienstwa tréjkatéw
/EAC = 3 oraz ZAEC = «. Katy EDA i EDB sumuja sie do a 4+ 8 4+ v = 180°, wiec musza by¢ sobie réwne, stad
albo kat «, albo kat v jest rowny 90°. Latwo mozemy sprawdzié¢, ze w obie sytuacje jednoznacznie wyznaczaja katy w
trojkacie, jak na rysunku ponizej. W pierwszej a = 90°, a w drugiej dostajemy 3a = 180°, czyli a = 60°. Ostatecznym
wynikiem jest wigc 90° + 60° = 150°.

C
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Zadanie 34. Pigcioro elféw, pomocnikéw $wietego Mikotaja, musi zaplanowaé swéj harmonogram pracy na 10
kolejnych przedswiatecznych dni w taki sposéb, aby kazdego dnia dokladnie dwoje elféw bylo na swojej zmianie, i oboje
odpoczywali kolejnego dnia. Ile istnieje mozliwych harmonograméw pracy elféw, w ktérych kazda para elféw dzieli
jedna ze zmian?

Wynik. 240

Rozwigzanie. Narysujmy elfy jako wierzchotki diagramu, na ktérym odcinek pomiedzy dwoma wierzchotkami reprezen-
tuje wspdlna zmiane dwojga elféw. Chcemy znaleZé liczbe sposobdéw na narysowanie wszystkich 5 - 4/2 = 10 odcinkéw
po kolei, w taki sposéb, zeby zadne dwa kolejne odcinki nie miaty wspodlnego wierzchotka. Pierwszy z nich moze
by¢ wybrany na 10 sposobéw, nastepny na 3 sposoby i w dwoéch nastepnych krokach mamy zawsze dwie mozliwosci.
Jednakze, niezaleznie od tych czterech dokonanych wyboréw, dostajemy taka sama sytuacje, tzn. kazdy inny poprawny
wybor odcinkéw mozemy uzyskaé przez przenumerowanie wierzchotkow. Piaty wybdér moze doprowadzi¢ do dwéch
istotnie réznych rezultatéow: albo uzyskamy cykl skladajacy sie z pieciu odcinkéw, lub cykl z czterech odcinkéw z
wogonem”. Pierwsza opcja prowadzi odpowiednio do 1, 2, 1, 1 i 1 mozliwosci w kolejnych krokach, z kolei w drugim
przypadku nie mozemy doprowadzi¢ procedury do konca w poprawnych sposéb, jako ze dwa ostatnie odcinki musiatyby
zawieraé ,koniec ogona”. Wnosimy stad, ze istnieje

10-3-2-2-2=240
mozliwych harmonograméw pracy.

Zadanie 35. Ytucja ma tréjkat o bokach diugosci 32, 50 i z. Co wiecej, istnieje trojkat podobny, ktéry ma dwa
boki takiej samej dlugosci jak boki tréjkata F.ucji i nie jest do niego przystajacy. Znajdz sume wszystkich mozliwych
wartosci .

Wynik. 27721/200

Rozwigzanie. Niech a < b < ¢ beda dlugosSciami bokéw trojkata fucji. Zauwazmy, ze sytuacja opisana w zadaniu
moze zachodzi tylko, gdy spelniona jest zalezno$é a : b = b : ¢. Mamy trzy mozliwosci: (1) a = 32, b = 50 i dostajemy,
ze x = ¢ = 50 - g—g; (2) a = 32, ¢ = 50 i dostajemy, ze © = b = /32-50 = 40; (3) b = 32, ¢ = 50 i dostajemy, ze
r=a=32- %. YLatwo sprawdzié, ze we wszystkich trzech przypadkach spelniona jest nieréwnosé tréjkata, a wiec

wynikiem jest suma tych trzech wartosci x.

Zadanie 36. Biegacz trenuje na biezni w ksztalcie obwodu czterdziestokata foremnego. Jego plan treningowy wyglada
nastepujaco: najpierw biegnie z poczatkowego wierzchotka do wierzchotka sasiedniego, w kierunku zgodnym z ruchem
wskazéwek zegara, i tam robi sobie krotka przerwe. Powtarza nastepnie te procedure, az obiegnie cala bieznie i zrobi
sobie przerwe w poczatkowym wierzchotku. Potem zaczyna biec ponownie, ale tym razem robi sobie przerwe za kazdym
razem, gdy przebiegnie po dwdch bokach czterdziestokata. Po kolejnej przerwie w poczatkowym wierzchotku ponownie
zwieksza o jeden dlugo$é odcinka jaki przebiega bez przerwy, i biega w kotko az wypadnie mu przerwa w poczatkowym
wierzchotku, i tak dalej. Ile razy biegacz zrobi sobie przerwe zanim w koncu przebiegnie caly wielokat bez przerwy? Na
poczatku treningu ani po ostatnim biegu biegacz nie ma przerwy.

Wynik. 902
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze biegacz odbywa doktadnie vaéit()z;oa) przebiegéw dlugosci a bokow wielokata, gdzie

NW D(x,y) oznacza najwiekszy wspélny dzielnik dodatnich liczb catkowitych z, y. Dla wszystkich mozliwych liczb
d = NWD(40, a) (innymi stowy, dla dzielnikéw 40) wypiszmy wszystkie mozliwe wartosci a:

e d=1dlaac{1,3,7,9,11,13,17,19, 21, 23,27, 29, 31, 33, 37, 39},
o d=2dlaa € {2,6,14,18,26,34, 38},
o d=4dlaa € {4,12,28 36},

d=5dlaa€ {5,15,25,35},
d=38dlaac {8,16,24,32},

o d=10dlaac {10,30},
e d =20 dla a € {20},

o d =40 dla a € {40}.

Catkowita liczba przebiegdw mozemy wyliczy¢ sumujac iloczyny liczb % i rozmiaréw zbioréw wypisanych w odpowiednich

wierszach powyzej 1. Otrzymujemy 40 -16 +20-8 +10-4+8-4+5-4+4-2+2-1+1-1 = 903. Zatem biegacz zrobit
sobie 902 przerw.

lrozmiary te mozna wyrazié¢ jako ¢(40/d), przy uzyciu funkcji Eulera o.
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Zadanie 37. Doktorant zyjacy na planecie o ksztalcie szeScianu musi zuzyé¢ swéj budzet na podroze, odwiedzajac
uczelnie, ktére znajduja sie w wierzchotkach szedcianu (w kazdym wierzcholtku znajduje sie dokladnie jedna uczelnia).
Budzet wystarcza na 2020 podrézy i musi by¢ calkowicie wykorzystany. Doktorant startuje ze swojej macierzystej
uczelni i wyjezdza najpierw do jednej z sasiadujacych (tzn. polaczonych krawedzia) uczelni. Kontynuuje podréz dalej w
ten sam spos6b za kazdym razem wybierajac nastepna sasiadujacg uczelnie losowo, przy czym nie moze wrécié¢ na
swoja uczelnie wczedniej niz po 2020-stej podrédzy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w wyniku 2020-stej podrézy
doktorant trafi do domu?

Wynik. 2/9

Rozwigzanie. Oznaczmy poczatkowy wierzcholek (tzn. wierzcholek, w ktérym znajduje sie uczelnia doktoranta) przez
A, jego sasiadéw przez By, Bs, Bs, ich sasiadéw (réznych od A) przez Ci, Co, C5 i ostatni wierzchotek przez D. Latwo
zauwazy¢, ze po nieparzystej liczbie podrézy jedynymi mozliwymi pozycjami doktoranta sa B; lub D, a po parzystej
liczbie podrézy mozliwe jest dotarcie jedynie do C; lub A (ktéry nie jest dozwolony przed 2020-sta podréza). Niech
P, (V) oznacza prawdopodobiefistwo dotarcia do wierzchotka V' w wyniku n-tej podrézy. Ze wzgledu na symetrie, mamy
P,(B1) = P,(B2) = P,(B3) =: P,(B) dla kazdego n i analogicznie dla wierzchotkéw C;. Latwo policzyé, ze dla kilku
poczatkowych krokéw jedyne niezerowe prawdopodobienstwa to:

e Py(A) =1
e P\(B) =%
o« P(C) =3
o Ps(D)=4%, P3(B) =2
o P(C) =14

Widzimy wiec, ze po czterech podrézach sytuacja jest identyczna do sytuacji po dwéch podrézach. Zatem mozemy
wywnioskowaé, ze prawdopodobiefistwa powtarzaja sie okresowo, Pag19(B) = %, wiec po 2020 podrézach mamy (tym
razem mozliwy jest powrdt do A)

Psya0(A) =3-

w| =
NoR )
©

Zadanie 38. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x oraz dodatniej liczby catkowitej n zdefiniujmy operacje x x n =
(2 —2)" + 2 — 622 + 122 — 5. Wyznacz sume wszystkich liczb rzeczywistych a, ktére spetniaja réwnanie

(... ((a%2020) x2019) x - - - x2) x 1 = a.

Wynik. 27

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze  * 3 = 3 dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Zatem réwnanie sprowadza si¢ do a =
(3x2)*1=5x1=27, wiec a = 27 jest jedynym rozwiazaniem.

Zadanie 39. Czworo studentéw postanowito zapisaé¢ si¢ na niektére z czterech dostepnych przedmiotéw. Postanowili,
ze kazdy z nich zapisze si¢ na co najmniej jeden przedmiot, a ponadto na dokltadnie jeden z przedmiotéw zapisze sie
wiecej niz jeden z nich. Na ile sposobéw moga tego dokonaé?

Wynik. 2052

Rozwigzanie. Oznaczmy przedmioty liczbami 1, 2, 3 1 4, a studentéw literami A, B, C' i D. Zal6zmy, ze przedmiot 1
jest tym, ktory zostal wybrany przez wiecej niz jednego ze studentéw (policzywszy wynik z tym zalozeniem, musimy go
jedynie pomnozy¢ przez 4). Zatem istnieje tylko pie¢ sposobéw przypisania przedmiotu 2 (moze byé wybrany przez
jednego wéréd A, B, C, D lub przez nikogo). Podobnie, istnieje pie¢ sposobéw przypisania przedmiotéw 3 i 4. Lacznie
mamy zatem 5% = 125 sposob6éw przypisania tych przedmiotéw studentom. W jednym z tych przypadkéw, zaden ze
studentéw nie zostanie zapisany na zaden z tych przedmiotéow. W 4 - 3 - 2 = 24 przypadkach, trzech sposrod studentow
zostanie zapisanych na ktérys z tych przedmiotéw.

Teraz policzmy, ile jest przypadkéw, w ktorych doktadnie jeden student zostanie zapisany na ktorys z tych trzech
przedmiotéw. Mamy 4 - 3 mozliwodci, gdzie jeden z nich zostaje zapisany na jeden z przedmiotéw, a na pozostale
dwa przedmioty nie zapisuje sie nikt; 4 - 3 mozliwosci, gdzie jeden z nich wybiera doktadnie dwa przedmioty, a na
trzeci nie zapisuje sie nikt; i 4 mozliwosci, gdzie jeden z nich zapisuje sie na wszystkie trzy przedmioty. Razem, daje to
4-344-3+4 =28 mozliwosci. Oznacza to, ze jest 125 — 1 — 24 — 28 = 72 mozliwosci przypisania przedmiotow 2, 3, 4
w taki sposob, ze doktadnie dwdch studentéow zostaje zapisanych na ktéry$ z nich.

Mozemy teraz przystapi¢ do rozwazenia przedmiotu 1 (ktéry jest jedynym z zapisanym wiecej niz jednym ze
studentéw A, B, C, D). Wiemy, ze kazdy student, ktéry nie zapisal sie na zaden z pozostalych przedmiotéw, musi
zostaé zapisany na przedmiot 1; za$ kazdy, ktéry zapisal sie na jakis inny przedmiot, moze zapisa¢ sie na przedmiot
1 lub nie - o ile zagwarantujemy, ze co najmniej dwoch studentéw zapisze si¢ na przedmiot 1. Oznacza to, ze jest
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jeden sposéb przypisania studentéw do przedmiotu 1, jesli zaden ze studentdéw nie zapisat sie na zaden z pozostatych
przedmiotéw; doktadnie 2 sposoby, jesli doktadnie jeden ze student zapisal si¢ na ktérys z pozostalych przedmiotow;
dokltadnie 4 sposoby, jesli doktadnie dwoch studentow zapisalo sie na ktorys z pozostalych przedmiotow; dokladnie 7
sposob6w, jesli dokladnie trzech studentéw zapisalo sie na ktéry$ z pozostalych przedmiotéw (7 zamiast 8, poniewaz
co najmniej jeden z tych trzech studentem musi zostaé¢ zapisany na przedmiot 1). To prowadzi do obliczenia wyniku:
4(1-1+28-2+72-4+24-7)=2052.

Zadanie 40. Rozwazmy sume wszystkich liczb, ktére posiadaja dokladnie 1000'°°° cyfr, sposréd ktérych kazda jest
rowna 1, 2 lub 4. Znajdz trzy ostatnie cyfry rozwazanej sumy.

Wynik. 259

Rozwigzanie. Niech n bedzie liczba, ktéra sklada sie tylko z cyfr 1, 2 1 4. Jesli zamienimy wszystkie 1, ktére wystepuja
w zapisie dziesietnym liczby n na 2, wszystkie 2 na 4 oraz wszystkie 4 na 1, to otrzymamy inna liczbe, ktéra sktada
sie tylko z cyfr 1, 2 i 4. Stosujac opisang operacje trzy razy, otrzymamy wyjSciowg liczbe n. Pogrupujmy wszystkie
liczby, ktére wystapia w naszej sumie w trojki, takie, ze kazda liczba znajdujaca sie w danej trdjce jest otrzymywana
za pomocy opisanej operacji z innej liczby z tej trojki. Suma kazdej takiej trojki jest rowna liczbie B, ktéra sklada sig z
10001990 cyfr 7, poniewaz kazda cyfra tej sumy jest suma cyfr 1, 2 i 4 (w pewnej kolejnosci). Wszystkich sumowanych
liczb jest 310001000, wiec liczba tréjek wynosi 310001000—17 a zatem suma, o ktora pytamy w zadaniu jest rowna

310001°°—1 -
Interesuja nas tylko trzy ostatnie cyfry, wiec policzymy reszty modulo 1000. Oczywiscie B = 777 (mod 1000). Co

wiecej, skoro 3 i 1000 sa wzglednie pierwsze, mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie Eulera, by poradzi¢ sobie z potega 3:
Mamy ¢(1000) = 400, co oczywiscie jest dzielnikiem liczby 10001%%0 wiec

310001 — 31 (164 1000),
gdzie ujemny wyktadnik oznacza odwrotnos¢ modulo 1000. Skoro
3-333=999 =—-1 (mod 1000),
to odwrotnoscia modulo 1000 liczby 3 jest —333 = 667 (mod 1000). Zatem szukana liczba wynosi

667 - 777 mod 1000 = 259.

Zadanie 41. W tréjkacie ABC miara kata przy wierzcholku A jest dwa razy wieksza od miary kata przy wierzchotku B.
Wszystkie dtugosci bokéw trdjkata sa liczbami catkowitymi, a dlugo$é boku BC' jest mozliwie najmniejsza. Jaki jest
iloczyn dlugosci bokéw tréjkata?

Wynik. 120

Rozwigzanie. Oznaczamy dlugosci bokéw trojkata przez a, b i ¢ (tak, ze naprzeciw wierzchotka A mamy bok dlugosci a,

naprzeciw wierzchotka B mamy bok dlugosci b, a naprzeciw wierzchotka C' mamy bok dlugosci ¢) oraz kat przy
wierzcholtku B jako (. Z twierdzenia sinuséw dostajemy ze:

a b
sin28  sinpg’

a sin2@  2sinBcosf
- = — = - = 2cos f3,
b sin 3 sin 3

skad otrzymujemy cos 8 = 5. Teraz z twierdzenia sinuséw otrzymujemy, ze

b c c

sinf _ sin(180° —33)  sin3j’

¢ sin38  3sinfg—4sin®pj . 9 9 a?

Z = = =3—4sin®?B=4cos’f—1=— —1

b sinf sin 3 sin” 3 cos™ 5 b2 ’
czyli ¢b = a® — b?. Najmniejszym a, dla ktérego istnieja b i ¢, ktére spelniaja ta réwnoéé oraz sa bokami tréjkata, jest
a=6. Wtedy b =41 c=>5. Zatem iloczyn dlugosci bokéw wynosi 120.
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Zadanie 42. Przy okraglym stole znajduje sie 30 miejsc. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ pewna liczbe miejsc (co
najmniej jedno) w taki sposéb, zeby zadne dwa wybrane miejsca nie sasiadowaly ze soba? Wybory rézniace si¢ o obrét
uznajemy za rézne.

Wynik. 1860497

Rozwigzanie. Niech A(n) bedzie liczba wyboréw z zadania dookola stotu, przy ktérym jest n miejsc. Dla wygody
bedziemy liczy¢ takze wybory z zerem wybranych miejsc. Udowodnimy nastepujaca relacje rekurencyjna:

An)=An—-1)+ A(n—2) (R)

dla n > 5. Podzbiér M zbioru {1,...,n} nazwiemy cyklicznie rzadkim jedli nie zawiera sasiednich liczb, a takze nie
zawiera réwnoczesnie 1 i n. Liczba A(n) jest réwna liczbie cyklicznie rzadkich podzbioréw {1,...,n}.

Niech B(n) oznacza liczbe rzadkich podzbioréw zbioru {1,...,n}, tj. takich, ktére nie zawieraja dwdch sasiednich
liczb (nie ma warunku dotyczacego 1 i n). Wtedy B(n) spelnia réwnanie B(n) = B(n — 1) + B(n — 2) — istnieje
dokladnie B(n — 1) podzbioréw niezawierajacych n oraz B(n — 2) zawierajacych n.

Przeprowadzmy podobne rozumowanie dla A(n). Liczba cyklicznie rzadkich podzbioréw zawierajacych n jest réwna
B(n — 3), poniewaz podzbiory takie nie zawieraja ani 1, ani n, natomiast reszta elementéw tworzy dowolny rzadki
podzbidr zbioru {2,...,n — 2}. Dalej, jesli cykliczny rzadki podzbiér nie zawiera n, wtedy pozostale elementy moga
tworzy¢ dowolny rzadki podzbiér zbioru {1,...,n — 1}. Wynika z tego, ze relacja

A(n)=B(n—1)+ B(n—3)

jest prawdziwa dla dowolnej liczby calkowitej n > 3. Poniewaz (przesuniete) ciagi B(n — 1) oraz B(n — 3) spelniaja
zadana relacje, to spelnia ja tez ich suma A(n). Udalo nam sie zatem dowiesé réwnosé (R) dla dowolnego n > 5. Mozemy
zauwazy¢, ze A(3) =4 oraz A(4) = 7. Uzywajac (R) mozemy policzy¢ wszystkie nastepne wartosci, w szczeg6lnosci
A(30) = 1860498. W zadaniu wykluczamy wybory z zerem wybranych miejsc, zatem odpowiedZ jest o jeden mniejsza.

Zadanie 43. Mikotaj wzial udziat w warsztatach online dotyczacych giecia drutu i jako zadanie do domu dostat
do wykonania konstrukcje z obrazka. Zapamietal dwie pary zaznaczonych réwnych katéw i dtugosci trzech odcinkéw.
Niestety zapomnial czwartej dtugosci (oznaczonej znakiem zapytania) i teraz ma problem z wykonaniem zadania.
Poméz mu i znajdz brakujaca dlugosc.

Wynik. 5,/ ~ 9.354134
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Rozwigzanie.

5 *C
Oznaczmy punkty jak na rysunku, dorysujmy prosta réwnolegta do DF' przechodzaca przez punkt A i oznaczmy
jej przeciecie z prosta C'D przez E. Oznaczmy dlugo$é¢ CD jako x. Mozemy zauwazy¢ podobienstwo trojkatéw
CDF ~ CEA, skad ED = gz = 2 i EA = 18445 = 7. Skoro ZAEC = ZFDC = ZDBC, to na czworokacie AEBC
mozna opisa¢ okrag. Wynika stad, ze /ZEAB = /ECB = ZACD, a wiec dostajemy, ze EDA ~ EAC i stad
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Zadanie 44. Zalézmy, ze funkcja f: N — N, spelnia warunek

flm+mn) > f(m)+ f(f(n)) —1

dla wszystkich m,n € N. ZnajdZ $rednia arytmetyczng wszystkich mozliwych wartosei f(2020).
Uwaga: W tym zadaniu N oznacza zbior dodatnich liczb catkowitych.
Wynik. 1011
Rozwigzanie. Pokazemy najpierw, ze f(n) < n+ 1 dla wszystkich n € N. Jako ze f(n+1) > f(n)+ f(f(1)) =1 > f(n)
dla wszystkich n € N, to f jest niemalejaca. Zal6zmy, ze

f(m)>m+1 dla pewnego m € N. (1)
Oznacza to, ze f(m) = m + ¢ dla pewnego c € N, ¢ > 2. Wtedy

f@2m) > f(m)+ f(f(m)) —1l=m+c—1+ f(m+c¢)>2m+2(c—1)+1.

Uzywajac tego argumentu indukcyjnie otrzymujemy f(2"m) > 2"m + 2"(c — 1) + 1. Laczac te nier6wnosé, nieréwnosé
z tredci zadania oraz fakt ze f jest niemalejaca otrzymujemy, ze

f@'m+1) = f(f(2'm)) > f2"'m+2"(c = 1) +1),

zatem znéw z monotonicznoéci mamy f(2"m+1) = f(2"m+2) =--- = f(2"m+2"(c — 1) + 1). Dla wszystkich k € N
wybierzmy r € N takie, ze 2"+ (c — 1) > k. Wtedy

F@R™Fm4+14k)> fQ™m+ 1)+ f(f(k)—1> f2"m+1+k)+ f(f(k)) —1,

skad f(f(k)) < 1. Oznacza to, ze f(f(k)) =1 dla wszystkich k € N. Stad takze 1 = f(f(m)) = f(m+c) > f(m) i dalej
f(m) =1, co przeczy zalozeniu (1). Zatem rzeczywiscie, f(n) < n + 1 dla wszystkich n € N.

Okaze sie, ze dla danej liczby catkowitej dodatniej N > 1, warto$¢ f(N) moze przyjmowaé dowolna warto$é ze
zbioru {1,2,..., N + 1}. Aby to zobaczyé, rozwazmy najpierw A < N. Niech fi(n) =1 dlan < A, oraz fi(n) = A dla
n > A. Funkcja f; spelnia warunek oraz fi(N) = A. Dalej, funkcja fa(n) = n takze spelnia warunek i fo(N) = N.
Takze funkcja f3(n) = N L%J + 1 daje f3(N) = N + 1 oraz spelnia warunek. Istotnie, mamy:

F3(m) + f5(f3(n)) —N<mj + H;J +H> 2N (|24 %)) +2e N {m;"J +2= fy(mtn)+1

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze [%J + % < L%J +1for N > 1oraz ze |z] + |y] < |z +y] dla dowolnych rzeczywistych
z,y € (0, 00).
Poniewaz 2020 > 1, wynik jest srednia wszystkich liczb catkowitych dodatnich z przedzialu od 1 do 2021, tj.
2022
=22 = 1011.
2
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Zadanie 45. Drziatka farmera Karola ma ksztalt czworokata o bokach dlugosci: a = 40, b = 20, ¢ = 28, d = 32
(jak na rysunku). W spadku po swoim dziadku odziedziczyl on dodatkowo dwie tréjkatne dzialki BEC oraz DCF,
ograniczone bokami pierwotnej dziatki Karola lub ich przedluzeniami. Wiedzac, ze na fragment ogrodzenia BE + EC
potrzeba tacznie plotu o dtugoéci 80, podaj dtugos$é ptotu potrzebng do postawienia fragmentu ogrodzenia CF 4 FD.

F

A a =40 B

Wynik. 88
Rozwigzanie. Najpierw pokazemy, ze tréjkaty ABEC, NAED, ADCF oraz ANABF maja wspélny okrag dopisany

styczny do prostych AB i AD.

/A B E

Niech G bedzie punktem stycznosci okregu dopisanego do ABFEC naprzeciw wierzchotka B, lezacym na prostej
AB. Odleglo$¢ pomiedzy B i G jest réwna polowie obwodu tréjkata, tj. BG = %(CB + BE + EC). Niech teraz G’
bedzie punktem stycznosci okregu dopisanego do tréjkata AFE D naprzeciwko wierzchotka A, lezacym na prostej AB.
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Korzystajac z zaleznosci a + b = 60 = ¢ + d, otrzymujemy
1
AG = 5(AE + ED + DA)
1
= §(AB+BE+EC+CD+DA)

%(AB+BE+EO+AB+BC’)
1
= AB+ 3(BE+ EC + BO),

a stad G = G'. W takim razie punkt stycznosci O, lezacy na prostej CE, jest jednoznacznie wyznaczony dla obu
trojkatéw, skad wynika, ze tréjkaty BEC oraz AED maja identyczny okrag dopisany. Analogicznie mozemy pokazad,
ze tréjkaty DC'F oraz ABF maja wspélny okrag dopisany. Jest on identyczny dla wszystkich czterech rozwazanych
trojkatéw, poniewaz $rodek okregu dopisanego lezy na dwusiecznej ZEAF i na dwusiecznej ZFECFE. Skoro styczne do
okregu maja rowna dlugosé, z faktu ze AG = AH otrzymujemy, ze trojkaty AED oraz ABF maja obwody réwnej
dtugosci. Stad

CF+FD = AB+BF+FA—-AB—-BC-DA
= AE+ED+ DA—-AB—-BC—-DA
= BE+EC+CD-BC
= 80+28-20=288

jako dlugo$é¢ CF + FD.

Zadanie 46. Dla jak wielu liczb k € {1,...,2020} réwnanie p® + ¢ + r® = 3pqr + k ma rozwiazanie (p, ¢, r), gdzie p,
q, 7 sa dodatnimi liczbami catkowitymi?

Wynik. 1568

Rozwigzanie. Zapiszmy podane réwnanie w formie

1
PPt 47 =3pgr = S(p+a+r)((p—0)* +(g—1)+(r—p)°) =k

Zauwazmy, ze jezeli ostatnie wyrazenie w nawiasie jest niezerowe, to jego warto$¢ wynosi co najmniej dwa, a ponadto
liczby p, ¢, nie moga by¢ wszystkie sobie réwne. Stad k > 4. Jak latwo zauwazy¢, tréjka (p,q,r) = (n,n,n+ 1) jest
rozwiagzaniem przy k = 3n + 1 dla dowolnego n > 1. Analogicznie, tréjka (p,q,r) = (n,n + 1,n + 1) jest rozwiazaniem
przy k = 3n + 2 dla dowolnego n > 1. Jezeli wreszcie 3 | k, skorzystamy z jeszcze innej formy zapisu réwnania,
mianowicie

P> +q’ + 1% =3pgr = (p+q+7)° = 3(p+q+7)(pg +qr +7rp),

aby zobaczy¢, ze zachodzié¢ musi takze 3 | p + g + r i wobec tego niewatpliwie 9 | k. Co wigcej, trojka (p,q,r) =
(n —1,n,n 4+ 1) stanowi rozwiazanie réwnania przy k = 9n dla dowolnego n > 2. Pozostaje juz tylko zbadaé przypadek
k = 9. Jezeli dodatnie liczby catkowite p, g, r sa parami rézne, zachodzi k = % (p+q+7) ((p — ¢)* + (g — r)* + (r — p)?) >
(1+2+43)5(1+1+4) = 18; jezeli natomiast p = g # r, przepisujemy réwnanie w formie 9 = (2p + r)(p — r)2. Skoro

2p + 7 > 1, spelniona musiataby byé¢ zaleznoéé 9 = (2p + r)(p — r)? oraz |p — r| = 1, co nie jest mozliwe, jako ze
wéwezas r = p + 1, a przeciez 9 # 3p £ 1. Ostatecznie zatem dochodzimy do wniosku, iz wszystkie mozliwe wartosci
k€ {1,...,2020} moga by¢ uzyskane poprzez usuniecie ze zbioru liczb mniejszych od 4 oraz wielokrotnosci 3, a nastepnie

przywrocenie do niego wielokrotnosci 9 oprécz samej dziewiatki. Rezultat wynosi wiec 2020 — 3 — 672 + 223 = 1568.
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