Problem 1. Nakresleny doméek pozostava zo Stvorca a rovnostranného trojuholnika s rovnakymi dizkami stran. Ak4
je velkost vyznaceného uhla v stupiioch?

Result. 105°

Solution. Vsimnime si, Ze vyznacend tisecka je zakladiiou rovnoramenného trojuholnika so velkostami uhlov 150°, 15°,
15°. Hladany uhol je teda 180° — 60° — 15° = 105°.

15°

60°/ 105°

Problem 2. Atléti sa chet odfotit. Stoja v jednom rade a kazdy z nich mé na sebe dres oéislovany kladnym celym
¢islom. Vetky dresy majui rozne &isla. Fotograf si v&imol, Ze atlét tiplne napravo (z pohladu fotografa) ma &islo 72 a
¢islo Tubovolného iného atléta delf &islo atléta napravo (z pohladu fotografa). Kolko najviac atlétov mdze byt na fotke?
Result. 6

Solution. Ak ma nejaky hra¢ éislo z, tak hra¢ nalavo od neho musi mat é&islo x vydelené niektorym jeho delitelom
vicsim ako 1. Ked'ze 72 = 23 - 32, kazdy d'alsf hra¢ md siéet exponentov aspoii o jedna mensi od hriéa napravo a
najviac jedno éfslo je rovné 1, tak hladany pocet je 2 + 3 + 1 = 6. To ndjdeme napriklad ako postupnost 1,2,4,8,24, 72.

Problem 3. V hudobnom zbore strunovych néstrojov vie kazdy hrat na violu alebo husle a presne jedna §tvrtina
vietkych Elenov vie hrat na oba néstroje. Navyse vieme, Ze 32 Tudi vie hrat na husle a 23 vie hrat na violu. Kolko
¢lenov mé hudobny zbor?

Result. 44

Solution. Nech n oznacuje hladany pocet ¢lenov. Ked séitame 23 a 32 dostaneme pocet ¢lenov, ale zapocitali sme
dvakrat kazdého hraca, ktory vie hrat na oba nastroje. Tych je je stvrtina, takze

23+32=55=n+2=13n,
preto n = 44.

Problem 4. Tom vynésobil pit po sebe idicich kladnych celych éisel a dostal &slo T'. Jerry spravila to isté, ale jej
postupnost zacala s ¢islom o jedna viésim ako Tomova postupnost a dostala sucin J. Ak T'/J = 4/5, aké je najmensie
z Cisel, ktoré Jerry néasobila?

Result. 21

Solution. Nech n je Tomovo prvé ¢islo, potom T' = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4). Jerry zacala s ¢islom n + 1 takze
J=n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5). Mdme

4 T n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) n

5 J (+Dn+2)n+3)n+4)n+5 n+5

Vyriesenim rovnice dostaneme n = 20. Ked'ze Jerryno najmensie ¢fslo je o jedna viésie, odpoved je 21.



Problem 5. Kazdému malému trojuholniku priradime ¢islo, ktoré zodpoveda poctu malych trojuholnikov, s ktorymi
susedi stranou. Urcte sicet vSetkych tychto ¢isel.

Result. 168

Solution. Na obrézku je 18 trojuholnikov, ktoré maju len dvoch susedov a 3 trojuholniky, ktoré majui iba jedného suseda.
Zostavajucich 64 — 18 — 3 = 43 trojuholnikov mé vsetkych troch susedov, preto je vysledok 3-434+2-18+1-3 = 168.

Problem 6. Nijdite najvicsie kladné celé ¢islo n také, ze n? — 5n + 6 je prvoéislo.
Result. 4
Solution. Ked'ze pre lubovolné celé éislo je n(n — 5) stiéin parneho a neparneho ¢fsla, tak tvrdime, ze n? — 5n + 6 =
n(n — 5) + 6 je parne. Kedze jediné parne prvoéislo je 2, dostaneme rovnicu n? — 5n + 6 = 2, ktorej riesenia st 1 a 4.
Hladané je viésie z nich, teda 4.

Iné riesenie je, Ze si véimneme, Ze rozklad n? — 5n 4+ 6 = (n — 2)(n — 3) moze byt prvoéislo iba ak jedna zo zatvoriek
je 1. Najvacsie také cislo je teda 4 a skiskou skutoéne dostaneme hodnotu 2, ¢o je prvocislo.

Problem 7. Dve kruznice s polomerom 1 sa dotykaju v strede velkej kruznice, ktord sa dotyka dvoch malych kruznic
(vid’ obréazok). N4jdite dlzku ¢iarkovanej usecky, ktord je spoloénou dotyénicou oboch malych kruznic a jej konce lezia
na velkej kruznici ako na obrazku.

Result. 2v/3 = 3.46410

Solution.

Ciarkovand tsecka lezi 1 ,nad“ spojnicou stredov kruznic. Stred velkej kruznice, jeden z koncovych bodov ¢iarkovanej
tsecky a bod "na vrchu”velkej kruZnice tvoria rovnostranny trojuholnik s dlzkami stran 2. Vysledok je dvojnasobok dlzky
vysky tohto trojuholnika. Tt spoéitame pomocou Pytagorovej vety z2 4+ 12 = 22 a dostaneme vysledok 2v/3 = 3.46410



Problem 8. Styria matematici sedeli pri stole a objednali si velki misku praclikov. Pedro odisiel na toaletu. Kazdi
minutu, ¢o bol Pedro na toalete, si Adam, Matis a Jozo vzali jeden praclik, rozdelili ho na tretiny a kazdy zjedol svoju
¢ast. Po niekolkych mintitach sa Pedro vratil a vetci d'alej jedli jeden praclik za mintitu, ale Pedro vzdy zjedol 2/5
praclika, kym ostatni zjedli po 1/5 praclika. Po nejakej dobe si Adam uvedomil, Ze Pedro zjedol presne tolko praclikov,
¢o on. Aky je pomer Casu, kedy bol Pedro pre¢, k ¢asu, kedy bol Pedro pri stole?

Result. 3/5

Solution.
Nech t, je cas, kedy Pedro nebol pri stole a ¢, ¢as, kedy bol pritomny. Adam a Pedro zjedli rovnaké mnozstvo

praclikov, ¢ize
2ty = Sttty 2 3
57 3" 5" T ¢, 5

Problem 9. Zmenéreii v Prahe pontka tieto mince: 1 Ceskd koruna za 40 centov, 2 koruny za 50 centov, 5 kortin za
1 euro, 10 kortin za 2 eurd, 20 kortin za 4,1 eura a 50 kortin za 9,9 eura. Marek si chce vymenit vsetkych 11,8 eur, ktoré
ma4, ale nechce si kiipit viac, nez jednu mincu z kazdého druhu. Kolko korin dostane? N4jdite stiéet vietkych rieseni.
Result. 58

Solution. Hladdme rieSenie rovnice
11,8=0,4- 21 +0,5 - 29+ 1-23+2-24+4,1-254+9,9 - x¢,

pricom vsetky z; musia byf z mnoziny {0,1}. Kedze 0,4+ 0,5+ 1+ 2+ 4,1 < 11,8, vieme, Ze £ musi byt 1. Rovnica
bude uréite vyzerat

1,9:0,4'x1+0,5'332+1'ZL’3+2‘ZE4+4,1'ZE5.
Vyberom x4 = 1 alebo x5 = 1 by bola cena vy3Sia nez 11.8 eur, musime zvolit z4 = x5 = 0. KedZe 0,4+ 0,5+1=1,9,

jediné riesenie je x1 = xo = x3 = 6 = 1 a x5 = ©4 = 0. Marek dostane 1 + 2 4+ 5+ 50 = 58 Ceskych korun.

Problem 10. V stvorcekovej sieti s jednotkovou dizkou strany, je vyznacenych tychto strnast vrcholov. Kolko
obdlznikov sa d4 nakreslit, ak pouZijeme nejaké styri vyznadené vrcholy ako vrcholy obdlznika?

Result. 27

Solution. Sedem roznych typov obdlznikov mézeme néjst:
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M4éme 7 jednotkovych stvorcov, 2 tvorce velkosti 2 x 2, 4 §tvorce ako ten nakresleny bodkovanou &iarou a jeden
Stvorec ako ten nakresleny cCiarkovanou ¢iarou. Navyse mame 8 obdlznikov velkosti 1 x 2,2 obdfiniky velkosti 1 x 3 a 2
obdiiniky ako ten, ¢o je nakresleny ¢iarkovanou ¢iarou.

Dokopy spocitame 7+2+4+2+8+2+2 =27 obdlznikov.



Problem 11. Ak& je hodnota kladného celého ¢isla n takého, Ze najmensi spoloény nasobok 60 a n je o 777 vacsi ako
najvacsi spolocny delitel 60 a n?

Result. 39

Solution. Chceme vyriesit rovnicu nsn(60,n) = 777 + NSD(60, n). Najvicsi spoloény delitel musi byt delitel’ 60, teda
musi to byt jedno z nasledujucich &sel 1,2, 3,4, 5,6, 10,12, 15,20, 30, 60. Z tychto &isel iba 3 moze byt pripoéitané k 777
tak, aby sme dostali &fslo delitené 60, preto NSD(60,7) = 3 a nsn(60,n) = 780. Potom 60 - n = 3 - 780, teda n = 39.

Problem 12. Mravec Lili sedi v strede steny pravidelného stvorstena so stranou dfzky 1. Chce sa dostat po povrchu
stvorstena do stredu nejakej hrany, ktora neohrani¢uje stenu, na ktorej je (t.j. cielovd hrana ma s po¢iatoénou stenou
prave jeden spoloény bod a to vrchol stvorstena). Aka je najmensia vzdialenost, ktori musi mravec Lili prekonat?

Result. /7/12 =0.76376

Solution.

Rozbalme plast stvorstena ako je na obrazku. Lili sedi v bode A a chce prist napriklad do bodu B. Ked'Ze rozbaleny
povrch je v rovine, najkratsia cesta je isecka spédjajiica tieto dva body (Giarkovand tsecka). Spoéitajme | PD| pomocou
Pytagorovej vety |PD|? = |CD|? — |CP|? = 1% — (1/2)? = 3/4, teda |PD| = /3/4, a preto

2 /3

2
|AD| = =|PD| = =4/ -.
3 3V4
Kedze |DB| = 1/2, mdzeme znovu pouzit Pytagorovu vetu a spocitat

1
|AB|*> = |AD|* + |DB|* = 3+

7.
AB| = |/ 5 = 0.76376.

Problem 13. Kamardtky Anezka, Réberta, Fianka a Timka si vytiahli kazd4 jednu zo Styroch kartic¢iek, na ktorych
boli ¢isla 3, 6, 9 a 12 bez opakovania. Vieme, ze prave dve z nich st klamarky. Po vytiahnut{ karti¢iek medzi kamaratkami
prebehol nasledujtici rozhovor:

e Anezka: Mam dvakrat tolko, éo Timka.

12’

>

¢o nam déava rieSenie

e Réberta: Mam trikrat tolko, o Timka.
e Fanka: Mam styrikrat tolko, ¢o Timka.
e Timka: Nemam najmene;j.

Aky je sucin dvoch ¢isel, ktoré dostali klamarky?
Result. 27

Solution. Ak by Timka mala 3, tak by klamala. Potom by vsak bola uz len jedna neznama klamérka, ale to nie je
mozné, pretoze by si dve dievéatd museli potiahnut rovnaké éislo. Ak by Timka potiahla 9 alebo 12, museli by byt
vietky ostatné dievéatd klaméarky pretoze by nemohli mat Zziaden ndsobok. Timka mé teda &islo 6 a potom jedind z
kamarétok, ktord hovorf pravdu moéze byt Aneika a ms 12. Réberta a Stevka st klamérky a maji ¢isla 3 a 9 v nejakom
poradi. Ich sicin je teda ¢islo 27.



Problem 14. N4jdi najmensie kladné celé &islo také, Ze mé presne 24 kladnych delitelov a presne 8 z nich je
neparnych.
Result. 420

Solution. Ak méme kladné celé ¢islo n s prvociselnym rozkladom n = p1@t - - pp® také, ze p; st rozne prvocisla,
potom pocet kladnych delitelov n je rovny (ay + 1) -« (ag + 1).

Zrejme pocet neparnych delitelov mézeme najst vypustenim vietkych faktorov 2 v prvoéiselnom rozklade n. PretoZe
24 = 8 - 3 a vieme, Ze pocet neparnych delitelov je 8, tak dostavame, Ze mocnina 2 musi byt prave 2. Dvojku mame
teda vybavenu a pozrime sa na ostatné prvocisla.

Kedze 2-2-2 =4-2 = 8, musime uvazovat jednu z nasledujicich moznosti: tri najmensie prvoéisla kazdé v prvej
mocnine, najmensie v tretej mocnine s druhym najmensim v prvej mocnine alebo najmensie v siedmej mocnine. Ale
3-5-7<3%-5< 37, takze najmensie také n je rovné 22 -3 -5 -7 = 420.

Problem 15. Kruznica a $tvorec zdielaju stred. Ak Sedé oblasti maji rovnaky obsah, aky je pomer strany stvorca ku
polomeru kruznice?

Result. /m = 1.77246

Solution. Ked'ze $edé oblasti majt rovnaky obsah, tak kruznica a §tvorec maju tiez rovnaky obsah, pretoze tento
obsah je rovny prieniku plus Styrom Sedym oblastiam (pre Stvorec aj pre kruznicu). Ak a oznacuje dlzku strany stvorca

a r polomer kruznice, potom mame a? =1r’m, a preto a : r = /7.

Problem 16. Milo§ napisal postupnost 1,2,3,...,20, a potom dopisal znaky plus a minus medzi kazdd dvojicu po
sebe iddcich éfsel tak, ze vysledny sicet je rovny 192. Kolkymi spdsobmi to mohol spravit?
Result. 5
Solution. Vsimnime si, ze 1 je kladné, ked'Ze minuska moézeme vlozit iba medzi é&isla.

Ak vietky znaky st plus, tak siicet je 210. Milo§ m4 ale o 18 menej, takZe musi umiestnit znak minus pred &fsla so
suc¢tom dohromady 9. Na vyber md len jednu trojicu (2, 3,4), tri dvojice (2,7), (3,6) a (4,5) a jedno samostatné ¢islo 9.
Preto m4 iba 5 moznosti ako to mohol spravit.

Problem 17. Marekovi sa pokazila tlac¢iaren. Ako testovaciu stranku ma nasledujici obrdzok pozostavajuci z
rovnoramenného pravouhlého trojuholnika a troch Stvorcov:

Ak ¢ast trojuholnika zaberd najmensi (cyan-ovy) stvorec?
Result. 1/81



Solution. Klieové pozorovanie je, Ze dizka strany zltého Stvorca je jedna tretina dfiky zékladne trojuholnika. Vieme
na to prist tak, Ze si jednoducho dokreslime dva d'alsie §tvorce do obrazka.

7 tohto usudime, ze obsah zltého Stvorca tvori

trojuholnika. Pouzitim rovnakého pozorovania na cyan-ovy Stvorec dostaneme, ze dizka jeho strany je jedna Sestina
strany Zzltého Stvorca, preto ich pomer obsahov je 1/36. Hladany pomer dostaneme vynésobenim tychto dvoch pomerov
a dostaneme 1/81.

Problem 18. Njjdite stcet vietkych kladnych celych &isel, ktoré nemozu byt zapisané ako 2a + 3b, kde a a b st
nestudelitelné kladné celé ¢isla (kladné celé &fsla m a n si nestidelitelné ak ich najvicsi spoloény delitel je rovny 1).
Result. 26

Solution. Cisla 1,2,3,4,6,10 nie je mozné zapisat v zadanom tvare, kedZe a,b > 1 a najvicsi spoloény delitel a a b je
1. Ked' sa pozrieme na &fsla zapisatelné v zadanom tvare, mézeme si v&imnit, Ze pomocou dvojic (a,b) vo forme (a, 1)
vieme zapisat vetky nepéarne &isla n > 5, pomocou dvojic vo forme (2k — 3,2) zapiseme vietky &fslan = 4k > 8 a
pomocou dvojic (2k — 5, 4) zapiSeme ¢isla n = 4k +2 > 14. Sticet nezapisatelnych &isel je preto 1+2+3+4+6+10 = 26.

Problem 19. Polyném (mnohoélen) voldme drsng, ak mé dva celo¢iselné korene s rozdielom jeden, vsetky jeho
koeficienty st celé &isla a ich stiéet je rovny 2020. Kolko existuje drsnijch kvadratickych polynémov (kvadaraticky
polyném je vyraz v tvare azx? + bx + ¢)?

Result. 4

Solution. KedZze drsny polyném mé dva korene, moze byt zapisany ako c(z — a)(z — b), kde a, b st jeho celociselné
korene a c je jeho prvy koeficient (tiez celé ¢islo). Sucet koeficientov sa da jednoducho vyjadrit ako c(a —1)(b — 1).
KedZe ten sa rovnd 2020 = 2-2-5-101 a kedZe (a — 1) a (b — 1) majui rozdiel jedna, ostdvaji ndm Styri moznosti,
konkrétne 2020 = 1010 - 1- 2, 2020 = 1010 - (—1) - (—2), 2020 = 101 - 4 - 5 a 2020 = 101 - (—4) - (—5).

Problem 20. Rychlik R 614 Krtkova torta mal 40 voziiov oc¢islovanych od 1 po 40, kazdy s kapacitou 40 cestujucich.
Na zagiatku sedel vo vozni &slo 1 jeden cestujici, vo vozni &slo 2 dvaja, atd'., az po Styridsat cestujiicich vo vozni éislo
40. Posledny vozen é&islo 40 vsak pocas jazdy zacal horief a vsetci cestujici sa z neho presunuli do voziiov s niz§imi
&fslami. Obsadzovali pritom vidy prvé volné miesto, ktoré nasli a ak bol vozen uz plny, pokracovali do nasledujticeho
vozia s nizsim ¢islom. Dalej po ceste zacali postupne horiet aj vozne &slo 39,38, ..., 23 a cestujici sa vady presunuli
do voziiov s nizs§imi ¢islami. Kolko cestujtcich bolo vo vozni &slo 2 potom, ako zhorel vozen &islo 237

Result. 19

Solution. Vo vlaku je dokopy 40 - 41/2 = 820 cestujtcich. Ked mé vlak uz len 22 voziov, jeho poslednych 20 voziiov
musi byt plnych, inak by vo vlaku bolo najviac 1+ 2+ 39 + 19 - 40 = 802 cestujucich. V prvych dvoch voziioch preto
sedi dokopy 20 cestujicich a kedZe v prvom vozni sedi stale jeden cestujiici, vo vozni ¢islo 2 musi sediet 19 cestujtcich.

Problem 21. Janko si nemoéze kipit obélky, preto si ich chce vyrobif sdm. Na vyrobu obdfinikovej obalky pouziva
Janko stvorcovy papier s uhloprieckou dfiky 30 cm. Najprv na nom prelozi lavy a pravy roh, potom prelozi spodny roh
a obdlku zatvori preloZzenim vrchného rohu. Aby mohol obdlku dobre zalepit musi zachovat prekryvy s dlzkou presne 1
cm tak, ako je to naznaéené na obrazku a po zatvoreni obalky nesmie horny roh presahovat spodni hranu obélky. Ak4



je najvicsia moznd Sirka obalky?

Result. 18

Solution. Nech strany obélky st a (3irka) a b (vyska) a uhlopriecka Stvorcového papiera je d. Vsimnime si, Ze
trojuholniky tvorené rohmi papiera a zohnutymi hranami si pravouhlé a rovnoramenné, a preto je vyska na preponu
polovicnej diiky ako prepony. Lahko dopoé¢itame, Ze d = b 4 a + 2. Aby sa papier spravne poskladal, musi platit
nerovnost % < b, teda b > g musi platit. Tieto vztahy dokopy dévaji a < d — g —2= %d —-2=18

Problem 22. Kika si vybrala tri kladné celé ¢isla a, b, ¢ a spocitala tri sucty dvojic a +b, b+ ¢, ¢+ a. Ziskala tym tri
rozne druhé mocniny celych ¢isel. Akd je najmensia mozna hodnota a + b + ¢?

Result. 55

Solution. Nech a+b=d? b+c=¢e? c+a= f? pricom d, e, f st (zo zadania r6zne) kladné celé éfsla. Bez ujmy na
vieobecnosti predpokladajme, ze plati d < e < f. Kedze st Kikine é&isla kladné, plati:

4t =a+c+20>a+c=f% (@)

Hladand hodnota je rovnd (d? + €% + f2)/2, potrebujeme preto néjst trojicu druhych mocnin splitajicich (), ktorych
sticet bude najmensi mozny a parny zdroven. Taka trojica je (d2,e?, f2) = (25, 36,49), a preto spravna odpoved je 55.

Problem 23. Kolko roznych ciest vedie v zobrazenom diagrame z bodu A do bodu B takych, ze kazdou &ipkou
prechddzaji najviac raz? (Jedna také cesta je nakreslend v diagrame fialovou)

@ ———P 0P @@

b b

Result. 162 =12-3*

Solution. Kazda cesta je jednoznaéne uréens tymito vybermi: na za¢iatku moze st hore alebo dole (2 moZnosti).
Nésledne pri kazdom zo §tyroch vertikalnych parov sipok: cesta méze nepouzit vertikalnu §ipku, pouzije jednu z paru
sfpok alebo pouzije obe (3 moznosti pre kazdy péar). Odpoved je preto 2 - 3% =281 = 162.

Problem 24. Kladné celé ¢islo nazveme rozdielové, ak kazdé dve po sebe iduce cifry maju rozdiel v absolutnej
hodnote 3. Kolko stvorcifernych rozdielovijch &isel existuje? Cislo nezaéina nulou.

Result. 29
Solution. Zapiseme &isla v kéde: napiSeme R (rastie) ak cifra napravo je viiésia ako nalavo a K (klesa) ak je mensia.
Napriklad ¢islo 1474 zapiSeme ako RRK a ¢islo 1414 zapiseme ako RKR.

Méame sedem moznosti, ktorymi vieme &isla zapisat. Moznost RRR nie je moznd, lebo nemdzme zaéinat nulou.
Kazdé ¢islo je potom jednoznaéne dané zaciatocnou cifrou.

kéd RRR | RRK | RKR | RKK | KRR | KRK | KKR | KKK
mozné prvé cifry | ziadna | 1-3 1-6 3-6 3-6 3-9 6-9 9

Dokopy 3+6+44+4+7+4+1=29



Problem 25. Mame dve kruznice, ktoré sa navzajom dotykaju a taktiez sa dotykaju dvoch stran jednotkového
Stvorca (vid obrazok). Vypoéitajte dlzku strany ¢iarkovaného Stvorca, ktory zdiela roh s jednotkovym stvorcom a
dotyka sa kruznic.

/

1 _ -
Result. T = V2 —1=0.41421
17

Solution. Nech z je dizka strany malého Stvorca. Polomer kruznic je potom -5*. Polomer kruznic ziskame taktiez z
diagonaly jednotkového Stvorca - rozdelime diagonalu na $tyri ¢asti pomocou dvoch stredov kruznic a miestom ich

dotyku. Takéto delenie ndm da dve tsecky diiky r a dve usecky diiky V2r. Dokopy teda

V2=2r+2vV2r = (1 —2)(1+V?2)

S . . 4 N2 1 _
a vyrieSenim rovnice mame xr =1 s 1V \/5 1.
Problem 26. Redlne ¢isla 21,22, ..., X2020 maju nasledujice vlastnosti:

e Ked séitame lubovolnych 2019 z nich a vynechdme lubovolné z; s neparnym indexom 4, vysledok bude 2.
e Ked sé¢itame lubovolnych 2019 z nich a vynechdme lubovolné x; s padrnym indexom i, vysledok bude 0.

Kolko je suma vsetkych 2020 &isel?
Result. 2020/2019

Solution. Ked séitame vsetky rovnice z podmienok dostaneme
2019(x1 + x2 + -+ - + x2020) = 1010 - 24 1010 - 0 = 2020,

Hl'adany vysledok je preto 2020/2019.

Problem 27. Dvaja hraéi hraji hru, kde sa striedaji v tahoch. Kazdy tah spoéiva v zmeneni kladného celého &isla
n na iné kladné celé ¢islo z rozsahu [%, £]. Hrac, ktory nemdze spravit ah prehrava. Pre kolko zagiatotnych &isel z
rozsahu [1,1000] vie za¢inajici hra¢ vzdy vyhrat bez ohladu na fahy stpera?
Result. 620
Solution. Nazvime &fslo vyhrdvajicim, ak také stratégia zaruci vifazstvo hracovi, ktory je na tahu a ostatné &isla
nazvime prehrdvajice. Vsimnime si, Ze n je vyhravajicim, ak je nejaké prehrdvajice ¢islo v intervale [%.%]. Na druhi
stranu ¢islo n je prehravajiice iba ak vetky cisla z intervalu [%, 5] st vyhrdvajice (zahriujic moznost, Ze uZ nemame
ziadne platné ¢islo v rozsahu).

Oécividne 1 je prehravajtce &fslo, preto podla spominanych pravidiel éfsla 2 a 3 st vyhravajice. Toto implikuje, Ze
cisla 4 az 7 st prehravajice, ked ze pre vsetky z nich plati [%, 5] NN C {2,3}. Pokracujic v tomto procese dostaneme,
ze Cisla 44, ...,129 a 260, ...,777 su vyhravajice. Dokopy mame teda 620 vyhravajucich ¢isel.

Problem 28. Dve kruznice s priemermi |[AB| = 17 a |AC| = 7 maji dva spolo¢né body A a D. NavySe vieme, 7e
|CD| = 4. Uvazujte vietky mozné vzdialenosti stredov dvoch kruznic a vypocitajte ich stcin.

Result. 60

Solution. Obe kruznice st Télesové nad priemermi AB a AC, preto pri vrchole D st pravé uhly |[<ADC| = |[<ADB| =
90° a B, C, D lezia na jednej priamke. Pomocou Pytagorovej vety spo¢itame |BD|? = 172 — (7% — 42) = 162, a potom
|BC| = 16 £ 4 (v skutocnosti pravé uhly mozu byt totozné alebo tvorit priamku). Spojenim stredov kruznic dostaneme
podobny trojuholnik (v pomere 1) s trojulnikom ABC'), hladanou vzdialenostou je bud 20/2 = 10 alebo 12/2 = 6 a
hladany sicin je 60.



Problem 29. Sedem trolejbusov chodi medzi Strnastimi zastidvkami na trase. Kazdy trolejbus za¢ina na nejakej
zastavke a pohybuje sa jednym smerom az kym nedosiahne poslednu zastavku, kde sa otoc¢i a pokracuje opa¢nym
smerom. Vsetky trolejbusy maji rovnaki konstantnt rychlost a prejdu presne jednu zastdvku za minttu. Kubo ich
umiestnil tak, ze nasledujice podmienky su splnené:

1. na kazdej zastdavke je najviac jeden trolejbus,

2. na kazdej zastavke bude najviac jeden trolejbus bezohladu na to, akym smerom sa trolejbusy vydali.

Kolkymi moznymi spésobmi to Kubo mohol spravit? Trolejbusy st nerozligitelné.
Result. 20

Solution. Trolejbusy nemoézu byt vo vzdialenosti dvoch stanic. Oéividne parne a neparne stanice sa spravaji nezavisle
a kazd4 moze pokryt najviac 4 trolejbusy (a umiestnit §tyri trolejbusy je jednoznaéné). Preto mozeme mat na parnych
Styri trolejbusy a na nepdrnych tri trolejbusy alebo naopak. Riesenie bude tvaru 2- N. Ked'ze sa bavime iba na parnych
alebo iba na neparnych vieme riesenie preniest na hladanie poétu moznosti N ako usporiadaf tri trolejbusi do sedem
zastavok tak, Ze ich bude delif jedno miesto. Najprv polozime §tyri prazdne zastavky a potom tri trolejbusy medzi
prazdne zastdvky. Prvy trolejbus moézme umiestnif na 5 pozicii druhy na 4, tretf na 3. KedZe trolejbusy si zamenitelné
N=(5-4-3)/(3-2-1) = 10. Preto vysledok je 2-10 = 20.

Problem 30. Majo napisal knihu s 2020 stranami o¢islovanymi 1,2, 3, ...2020. Po kontrole pridal na zaciatok knihy
abstrakt s 11 stranami. Kolko éislic musi prepisat, aby bolo &slovanie spravne? Cislica zo starého ¢islovania moze byt
pouzitd iba ak md rovnaki poziciu (jednotky, desiatky, stovky) a nové &islice, ako napriklad 1, ktord vznikne pri zmene
95 — 106, sa nepocitaju.

Result. 4251

Solution.

Najprv spoéitajme kolko &islic zostane rovnakych. Je celkom Iahko vidno, Ze pri¢itanie 11 zmeni vietky éfslice jedno-
aj dvojcifernych ¢isel. Kazda nezmenend éislica musi byt na pozicii stoviek alebo tisicok. Ak st posledné dve &islice
medzi 00 a 88, prvé dve ¢islice sa nezmenia. Mame teda stabilnt éislicu na pozicii stoviek pre 89 ¢isel. Navyse vSetky
¢isla od 1000 do 1988 maju este jednu stabilni éislicu — na pozicii tisic. Do ¢isla 1999 teda mame 19 - 89 + 989 = 2680
¢islic, ktoré zostanu rovnaké. Od 2000 do 2020 mame 21 ¢&isel, ktoré nezmenia ¢islicu na pozicii stovky ani tisicky. To
nam dava 2 - 21 = 42 stabilnych ¢islic.

Kolko é&islic mdme spolu? Od 1 do 9 mdme 9 é&islic. Od 10 do 99 mame 90 - 2 &islic. Od 100 do 999 je 900 - 3 &islic a
od 1000 do 2020 mame 1021 - 4 &fslic. Spolu teda mdme 6973 éislic, takze treba prepisat 6973 — 2722 = 4251 &islic, aby
¢islovanie sedelo.

Problem 31. Gul6¢ka je vpustend do bludiskovej krabicky a kottila sa kym nevyleti z krabicky na spodku. Kolkymi
moznymi spésobmi mohla guloéka prejst cez bludisko? Na obrazku bludiska je vyznaéens jedna moznd trasa.

Result. 65

Solution. Oznacme na kazdej krizovatke pocet mozZnych ciest, ktorymi sa z tej krizovatky moze dostat gulécka dole.
Zatneme odspodu, kde je len jedna cesta a oznacime to az po vrchol. Kazdé ¢islo je stic¢tom dvoch ¢isel pod nim.




Problem 32. Kral a jeho 100 rytierov sedi okolo okrtihleho stola. Vegetariani dostali syr a vietci ostatni kura, ale
kral mé mensiu porciu kurata ako rytier po jeho lavici, preto kral dal rozkaz aby vSetci posunuli svoj tanier doprava.
Teraz ma kral uspokojujicu porciu ale 64 rytierov méd nespravne jedlo, takZe si vSetci posunuli porciu doprava znovu.
Znovu m4 kral mensiu porciu ako rytier nalavo, a preto do tretice vietci posunuli svoju porciu doprava. Teraz uz len
dvaja rytieri maji zli porciu (a nie kral), takZe si tito dvaja vymenia tanier a hostina sa moze zacat. Kolko z krélovych
rytierov je kura?

Result. 68

Solution. Vsimnime si, ze kral a traja rytieri po jeho lavici st vSetci misozravcei, takze po trefom posunuti prvé
vegetaridnske jedlo nalavo od krala bolo podané nejakému mésozravcovi a prvy vegetaridn po kralovej pravici uréite
dostal kura. To st ti dvaja, ktorf si na konci musia vymenit taniere, aby vsetci boli spokojni.

Kazdy vegetarian a kazdy mésozravec napravo od vegetaridna mal zlé jedlo po prvom posunuti, takze vegetarianov
bolo 64/2 = 32. Ostatnych 100 — 32 = 68 rytierov (ako aj krdl) jedlo kura.

Problem 33. Veronika si nakreslila svoj obliibeny trojuholnik ABC. Lili jej potom do¢mérala body D a E postupne
na strandch AB a BC tak, ze trojuholniky ABC, AEC, ADE, BDE su si podobné. Aky je stcet vSetkych moznych
hodnot uhla BAC' v stupiioch?

Result. 150

Solution. Vsetky uhly musia byt «, 8 alebo 7, podla standardnej notécie trojuholnika ABC. Oé&ividne uhol EAC je 3
a uhol AEC je . Uhly EDA a EDB dokopy dévajui 180°, takze musia byt bud’ oba «a alebo oba 8 a navyse s oba
pravé. Rychla kontrola ndm déva, Ze oba si « a dostaneme validni konfigurdciu. Druh4 moznost ndm ddva tiez validni
konfiguraciu, kde oo = 60°, preto je vysledok 90° 4+ 60° = 150°.

C
B C
Y
E
B’y aaa
B
7 ola 8 B Y B
A D B A D B

Problem 34. Piati robotnici si planujd rozvrh prace na najblizsich 10 noci. Kazdd noc pracuji prave dvaja robotnici
a nik nepracuje dve noci za sebou. Ak niekedy pracuje spolu kazda dvojica pracovnikov, tak kolko réznych rozvrhov
existuje?

Result. 240

Solution. Nakreslime si graf, v ktorom vrcholy predstavuju jednotlivych pracovnikov a hrany predstavuju spoloénu
Sichtu. Riesenim povodnej tlohy je potom poéet roznych nakresleni tohto grafu, pri¢om ktorékolvek dve hrany, ktoré
sme nakreslili po sebe, nemaju spoloény vrchol. Uvedomme si, ze tento graf sa naozaj skladd z piatich vrcholov a
desiatich (5-4/2 = 10) hrén. Prvii hranu vieme zvolit 10 spésobmi. Druhid hranu vieme zvolit ndsledne tromi sposobmi.
Pri kresleni tretej a Stvrtej hrany mame v kazdom pripade 2 mozZnosti. Nech si volime prvé styri hrany akokolvek,
vzdy sa dostaneme do ekvivalentnej situdcie. Pri kresleni piatej hrany sa delia moznosti nakreslenia grafu na dve vetvy.
Mbézeme vytvorit z prvych piatich hran cyklus alebo vytvorim cyklus zo §tyroch hrén s akymsi chvostikom. Pri prve;
vetve mame pri kresleni zvysnych hran postupne 1, 2, 1, 1 a 1 moznosti nakreslenia hrany. V pripade druhej vetvy
kreslenia grafu nevieme nakreslit zvy$nych 5 hrdn tak, aby za sebou idice hrany nemali spoloény vrchol. Problémom je
koniec ”chvostika”. Na nakreslenie grafu mame

10-3-2-2-2=240

moznost{ a teda existuje 240 roéznych pracovnych rozvrhov.
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Problem 35. Lucy ma trojuholnik so stranami dizok 32, 50 a z. Navyse existuje podobny trojuholnik, ktory ma dve
strany rovnako dlhé ako ten, ktory ma Lucy, ale nie je zhodny. Néjdite sicet vSetkych moznych hodnot dlzky strany x.

Result.  27721/200

Solution. Nech a < b < ¢ < st dfiky strdn Lucynho trojuholnika. Popisan situdcia moze nastat iba ak a : b=1b: c.

Teraz méme tri moznosti: (1) a = 32, b = 30, ktord vedie na © = ¢ = 50 - 33; (2) a = 32, ¢ = 50, ktora vedie na
x=b=+32-50 =40; (3) b =32, ¢ = 50, ktord vedie na z = a = 32 - %. Je jednoduché overit, Ze ziadna z tychto

moznosti neporusuje trojuholnikovi nerovnost. Sti¢et tychto troch hodnot je 27721/200.

Problem 36. Pedro trénuje na trati v tvare pravidelného 40-uholnika. Jeho plan je takyto: najprv pobezi z
pociatoéného vrcholu na najblizsi po smere hodinovych ruciciek, kde si trochu oddychne. Takto pokracuje az kym sa
nevrati na pociatoény vrchol. Potom za¢ne znova, tentokrat si ale da prestavku vzdy po dvoch hranach, az kym nebude
mat prestavku v poéiatotnom vrchole, kde znova prediii §print o jednu hranu a tak d'alej. Kolko prestdvok bude mat
Pedro, nez obehne cely 40-uholnik bez prestavky? Na zaciatku tréningu ani po poslednom behu Pedro nemd prestdavku.

Result. 902

Solution. Vsimnime si, Ze ked Pedro robi behy po a hranich, tak spravi presne

40
NSD(40, a)

tolko prestavok, ak nerdtame zaciatoéni a rdtame posledni. Pre vietky mozné hodnoty d = NSD(40, a) (delitelov &isla
40) si vypiSeme mozné hodnoty a:

o d=1preac{1,3,7,9,11,13,17,19,21,23,27,29,31, 33,37, 39},
e d=2preac{26,14,18,26,34, 38},
e d=4preac{4,12,28 36},

d=5prea € {5,15,25,35},

d =8 pre a € {8,16,24, 32},
e d =10 pre a € {10, 30},

e d =20 pre a € {20},

o d =40 pre a € {40}.

Celkovy potet prestdvok mozeme teraz ziskat stiétom, kde hodnotu % séitame tolkokrat ako velk4 je mnozina v
prislusnom riadku! vyssie. Dostaneme tak 40 -164+20-8 +10-44+8-4+5-4+4-24+2-1+1-1 = 903. Po odéitani
poslednej prestavky dostaneme, ze Pedro spravi celkovo 902 prestavok.

Problem 37. Doktorand Jozo Zije na planéte v tvare kocky a potrebuje minif peniaze z grantu vyélenené na navstevy
inych univerzit. Na planéte je 8 univerzit, kazdd v jednom vrchole kocky (vratane Jozovej domovskej univerzity).
Cestovat moze iba medzi susednymi univerzitami, teda takymi, medzi ktorymi vedie hrana kocky. JoZov grant pokryva
2020 takychto ciest a musi byt cely minuty. Jozo zaéina na svojej domovskej univerzite, odkial uskutoéni svoju prvi
cestu na niektort ndhodne vybrand susednii univerzitu. Tento proces JoZzo opakuje a zakazdym si vybers dalsiu
univerzitu ndhodne, pricom dodrziava obmedzenie, ze sa na domovskd univerzitu nevrati skor, ako 2020-tou cestou.
Ak4 je pravdepodobnost, Ze sa Jozo svojou poslednou 2020-tou cestou dostane domov?

Result. 2/9

Solution. Oznagme Jozov pociatoény vrchol (Jozovu univerzitu) pismenom A, jeho susedov By, By a Bj a ich susedov
roznych od A ozna¢me Cy, Cy a C3 a nakoniec vrchol D. Je Tahké nahliadnut, ze po nepdrnom pocte krokov (ciest)
jediné mozné pozicie si B; alebo D a po parnom pocte krokov jediné mozné pozicie si C; alebo A (ktoré je zakdzané
pred 2020-tou cestou). Nech P, (V) ozna¢uje pravdepodobnost, Ze po n krokoch budeme vo vrchole V. Vd'aka symetrii
méme P, (By) = P,(B2) = P,(Bs) =: P,(B) pre kazdé n a obdobne pre C;. Jediné nenulové pravdepodobnosti prvych
krokov vieme spoéitat jednoducho:

e Py(4)=1
[ ) Pl(B) - %

Ivelkosti tychto mnozin mézeme vyjadrif pomocou Eulerovej funkcie ako ¢(40/d).

11



o P(C)=3
o P3(D)=4%, P3(B) =2
L P4(C) = %

Vsimneme si, ze po 4 krokoch méme rovnaké pravdepodobnosti ako po dvoch krokoch, teda proces je periodicky s
periédou 2 a Pag19(B) = %, preto navrat do A je mozny a

Psya0(A) =3 -

W =
O N
©

Problem 38. Pre lubovolné redlne é&islo o a kladné celé éislo n definujme x xn = (2 — 2)" + 23 — 622 + 122 — 5.
Urcte sucet vsetkych redlnych ¢isel a, ktoré sa riesenim rovnice

(... ((a*2020) %2019) % --- x2) x 1 = a.

Result. 27

Solution. Vsimnime si, ze x * 3 = 3 pre lubovolné redlne ¢islo x. Spocitame, ze a = (3% 2) x 1 =5 1 = 27 je jediné
rieSenie rovnice.

Problem 39. Styri studentky Anezka, Stevka, Nina a Robka si vyberaji, na ktoré zo styroch pomikanych volitelnych
predmetov sa prihldsia. Rozhodli sa, ze kazda z nich sa prihlasi aspon na jeden predmet, a Ze na prave jeden predmet
bude z nich prihldsend viac ako jedna. Kolkymi sposobmi to mo6zu spravit?

Result. 2052

Solution. Oznac¢me si predmety 1, 2, 3 a 4. Rozoberme pripad, kedy predmet 1 je ten, na ktory je prihldsena viac ako
jedna z nich. Pre ostatné predmety je vysledok rovnaky, takZe ndm sta¢i na konci len vynasobit vysledok styrmi. Na
predmetoch 2, 3 a 4 ostane nanajvys po jednej studentke. Poéitanie moznosti si rozdelime na styri pripady a to podla
toho, ¢i na predmetoch 2, 3 a 4 sa zucastnia spolu 0, 1, 2 alebo 3 rézne Studentky. Najprv pre kazdy pripad zistime
pocet sposobov, ako mézeme Studentkami obsadit tieto tri predmety. Uvedomme si, Ze vietkych moznosti, ako tieto tri
predmety obsadit, je 5% = 125. Pre kazdy predmet totiz méme na vyber 5 moznosti: méze si ho zapisat Anezka, Stevka,
Nina, Robka alebo nikto.

1. Ak na predmetoch 2, 3 a 4 nie si prihldsené Ziadne studentky, tak mame len jednu moznost.

2. Nech je na predmetoch 2, 3 a 4 prave jedna studentka, ozna¢me si ju X. Studentka X méze byt na jednom, dvoch
alebo troch z nich. Ak je na jednom, tak mame 3 moznosti na vyber. Ak je na dvoch, tak mame tiez 3 moznosti.
Ak je na jednom, tak méme len 1 moznost. Nasledne eSte potrebujeme uréit, o ktord studentku ide, na ¢o mame
4 sposoby. To ndm zatial déva (3 + 3 + 1) - 4 = 28 moznosti.

3. Ak s na predmetoch 2, 3, 4 zapisané tri rozne studentky, tak pre tieto predmety mdme 4 - 3 - 2 = 24 moznosti.

4. Ostal nam najfazsi pripad, kedy na predmetoch 2, 3 a 4 si dve rézne studentky. No teraz si vieme jednoducho
dopocitat, ze pre tento pripad ndm ostalo 125 — 1 — 28 — 24 = 72 moznosti.

Teraz nam ostava pre kazdy pripad uréit, kolko je moznosti na obsadenie predmetu 1. Vieme, ze kazd4 studentka,
ktorej sa neusiel Ziaden z predmetov 2, 3, 4 musi mat zapisany predmet 1. Tie, ktorym sa usiel, si moézu (takmer
Iubovolne) vybraf, ¢ si predmet 1 zapisu alebo nie, teda maji 2 moznosti. Preto ak predmety 2, 3 a 4:

1. nem4 zapisané nikto, tak vietky Studentky maju zapisany predmet 1, ¢o je 1 moZnost;
2. m4 zapisané prave jedna Studentka, tak tri musia byt na jednotke a pre zvy$ni mame 2 moznosti;

3. majui zapisané prave dve studentky, tak tieto dve si mozu vyberat, ¢i si zapisu jednotku, éo nam déva 22 = 4
moznosti;

4. maju zapisané prave tri studentky, tak tieto si moézu hocijako vybrat zdpis na jednotku okrem moznosti, kedy si
jednotku ziadna z nich nezapise (a ostala by tam len jedna studentka), o ndm déava 23 — 1 = 7 moznosti.

Teda pre zistenie celkového poétu sposobov, ako si nase studentky mozu zapisat predmety ndm uz len treba vyndsobit
v kazdom pripade moznosti pre predmety 2, 3 a 4 s moznostami pre predmet 1 a, samozrejme, eSte vynasobit §tyrmi.
To ndm dédva 4-(1-1+28-2472-4+424-7) = 2052 sposobov.
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Problem 40. Uvazujme sticet vietkych cisel, ktoré maji prave 10001°% cifier, ktoré si iba 1, 2 alebo 4. Aké si
posledné tri cifry tohto sactu?

Result. 259

Solution. Nech n je ¢islo pozostdvajice iba z cifier 1, 2 a 4. Ak vymenime vSetky cifry 1 za 2, vSetky 2 za 4 a vSetky 4
za 1, ziskame nové ¢islo skladajtice sa iba z tychto cifier. Ked tento postup zopakujeme este dvakrat, vrati sa nam
povodné éislo n. Rozdelme teda vsetky scitavané ¢isla do trojic tak, aby sme vietky &isla v jednej trojici vedeli ziskat
takouto cyklickou vymenou. Stiéet kazdej takejto trojice sa rovnd &islu B, ktoré sa skladd z 1000199 cifier 7, pretoze
kazda cifra je sacet 1, 2 a 4 v nejakom poradi. Spolu méame 31000%%%° sCitavanych ¢isel, teda 310001770 —1 trojic a sucet,

ktory hladdme, sa rovna
1000
31000 _1B.

Ked'ze nés zaujimaju iba posledné tri cifry, spocitame zvysky modulo 1000. Vidime, ze B = 777 (mod 1000). Dalej
ked'ze 3 a 1000 si nestidelitelné, mozeme pouzit Eulerovu funkciu, aby sme spoéitali vysoktt mocninu &fsla 3: mame
©(1000) = 400, ¢o je zjavne delitel 1000190 teda

3100071 — 31 (164 1000),
pri¢om zdporny exponent znaéi multiplikativny inverz. Ked'ze
3-333=999 = -1 (mod 1000),
vyvodime, Ze multiplikativny inverz 3 je —333 = 667 (mod 1000). Teda nase hladané &islo je

667 - 777 mod 1000 = 259.

Problem 41. V trojuholniku ABC' je uhol pri vrchole A dvakrat tak velky ako uhol pri vrchole B. Vsetky strany
trojuholnika majui celo¢iselné dlzky a dlzka strany BC je najmensia mozné. Aky je stiéin dlzok vSetkych troch stran
trojuholnika ABC?

Result. 120

Solution. Oznatme dfiky stran Standardne a, b a ¢ a uhol 8 je uhol pri vrchole B. Zo Sinusovej vety mame

a b
sin28  sinf’

a sin2B  2sinfcosf
- = — = - = 2cos f3,
b sin 8 sin 8

Potom znovu podla Sinusovej vety a trigonometrickych vzorcov dostaneme

a

¢o ndm dédva hodnotu cos 3 = .

c c b

sin(180° — 38)  sin33  sinB’

¢ sin3f  sin28 a  sinfcos2B8  a? 9 o a? 9 a®
= = _— = —_— S — S :I: 1 = —_— 2 o) —_ 1 = — —
b sinf sin 3 2b sin 3 202 +cos”f —sin” 2b2 +2c0s”f b2

ch = a? — b2,

L,

Najmensie a, pre ktoré existuju b a ¢, splitujice podmienky, je a = 6 spolu s b =4 a ¢ = 5. Preto je sucin rovny 120.
Mensie ¢ ndm davaju trojice, ktoré nespliiaji trojuholnikovi nerovnost.

Problem 42. V zasadacej miestnosti sa nachddza kruhovy stol s 30 stolickami. Podla protipandemickych opatreni
nemozu za stolom sedief dvaja Tudia hned vedla seba. Kolkymi sposobmi mozeme rozsadif niekolko (aspon vsak
jedného, nerozlisitelnych) Iudi okolo okrihleho stola za dodrzania opatreni? Rozsadenia, ktoré sa lisia iba otoenim
pokladame za roézne.

Result. 1860497

Solution. Nech A(n) je pocet tychto usadeni pre stol s n sedackami; pre jednoduchost zatial zahrnieme aj to, Ze
usadenie nula Iudi je povolené. Dokédzeme, ze vztah

An)=An—-1)+ A(n — 2), (R)
plati pre n > 5. Nazveme podmnozinu M mnoziny {1,...,n} cyklicky deravou ak neobsahuje dve po sebe idice ¢isla a
najviac jedno z ¢isel 1 a n. Jasne A(n) je rovné poctu cyklicky deravych podmnozin mnoziny {1,...,n}.
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Nech B(n) je pocet deravych podmnozin mnoziny {1,...,n}. To si také, ktoré nemaji dve po sebe iduce ¢isla
(nemé podmienku na 1 a n). Potom B(n) splia rovnost B(n) = B(n — 1) + B(n — 2) — vskutku mame B(n — 1)
podmnozin neobsahujicich n a B(n — 2) mnozin obsahujuicich n.

Spravime obdobnii analyzu pre A(n): poet cyklicky deravych podmnozin obsahujicich n je B(n — 3), kedZe n, 1 a
n — 1 nemézu byt obsadené a zvysok sa sprdva ako derava podmnozina {2,...,n — 2}. Ak cyklicky deravd podmnozina
neobsahuje n, tak mozu vytvorit lubovolni deravii podmnozinu {1,...,n — 1}. Preto

A(n) =B(n—1)+ B(n —3),

rovnost plati pre lubovolné n > 3. Kedze B(n — 1) aj B(n — 3) splhaji rovnost B(n) = B(n — 1) 4+ B(n — 2), tak aj
A(n) spina rovnost (R) pre lubovolné n > 5.

Lahko vidiet, ze A(3) = 4 a A(4) = 7. Pouzijic (R) mozeme spocitat vietky zvysné hodnoty, a teda A(30) = 1860498.
Ked'7e zadanie nepodporuje prazdny stél, tak hladany vysledok je o jedna mens.

Iné riesenie: budeme vyzadovat aby od kaZdého ¢loveka bolo volné miesto iba napravo (je to ekvivalentnd podmienka).
Budeme usadzovat dvojblok (&lovek, volno) a blok (volno) do kruhu. Toto je ale zndmy problém Lucasovych &isel
danych po€iatoénymi podmienkami Lo = 2 Ly = 1 a rekurentnym vztahom L,, = L,,_1 + L, _2 (rekurentny vztah je
totozny s Fibonacciho ¢fslami). Pocet hladanych moznost{ je L3g — 1 = 1860497.

Problem 43. Carodejnik Biely Sum navstevuje isti renomovant stredni ¢arodejnicku skolu, kde vyucovanie prebieha,
samozrejme, online. Za domdcu tlohu dostal vy&arovat kizelny klobtik podla predlohy z obrazka. Z hodiny si pamiital
dva vyznacené pary rovnakych uhlov a diiky troch tseciek. Zabudol viak dizku Stvrtej usecky (oznacend ,?7¢), a preto
ma teraz s ilohou problémy. Pomodzte mu a urcte dizku nezname;j usecky.

Resull. 5,/ =9.354134

Solution.

5 *C

Nakreslime si priamku rovnobezni s DF prechddzajicu bodom A ako na obrazku a oznac¢me si jej prieseénik s priamkou

CD ako E. Oznatme z hladant dizku C'D. Z podobnych trojuholnikov CDF ~ CEA vieme, ze |ED| = %Ox = %“”
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a|FA| = % -5 =7. Kedze <AEC = <FDC = <DBC, stvoruholnik AEBC je tetivovy. Potom z toho vyplyva
<FAB = <FECB = <ACD. Preto st si trojuholniky FDA a EAC podobné, a preto

2z

2 7 7-5-5 T
- = = 5= = 9.354134.
T 24y v \/T 2

Problem 44. Nech N ozna¢uje mnozinu kladnych celych ¢éisel. Uvazujme funkciu f: N — N, ktora spiﬁa podmienku

flm+mn) = f(m)+ f(f(n)) -1
pre vSetky m,n € N. Ndjdite aritmeticky priemer vSetkych moznych hodnét f(2020).
Result. 1011

Solution. Uk4zeme, Ze pre vietky n € N plati f(n) < n + 1. Ked'ze plati f(n+ 1) > f(n) + f(f(1)) — 1 > f(n) pre
kazdé n € N (dosadili sme do zadania n miesto m a 1 miesto n), tak funkcia f je neklesajica. Nech

fim) >m+1 pre nejaké m € N, (1)

inymi slovami pre nejaké ¢ € N, ¢ > 2, plati f(m) = m + ¢. Potom
f@2m) > f(m)+ f(f(m)) —1l=m+c—1+ f(m+c)>2m+2(c—1)+1
a ked pouZijeme ttito tivahu induktivne, tak dostaneme f(2"m) > 2"m + 27(c — 1) + 1. Spojenim tejto nerovnosti,
nerovnosti zo zadania a toho, ze funkcia f je neklesajica, dostaneme
f@m+1)> f(f(2'm)) > f(2'm +2"(c— 1) + 1),
takze opét z monoténnosti méme f(2"m +1) = f(2"m +2) =--- = f(2"m +2"(c — 1) + 1). Pre kazdé k € N si zvolme
rr € N tak, aby 2™ (¢ — 1) > k. Potom
F@™*m4+14k) > f2" m+ 1)+ f(f(k)—1>f2"m+1+k)+ f(f(k) -1

, apreto f(f(k)) <1, ¢o znamend, ze f(f(k)) =1 pre vietky k € N. Taktiez plati 1 = f(f(m)) = f(m+¢) > f(m) a
kedZe f(m) =1, dostdvame spor s predpokladom (1). TakZe naozaj plati f(n) < n + 1 pre vietky n € N.

V skuto¢nosti pre kazdé kladné celé ¢islo N > 1 méze f(N) nadobudnit Tubovolni hodnotu z mnoziny {1,2,..., N +
1}. Podme to dokazat. Najprv si zvolme A < N. Definujme fi(n) =1 pren < A a fi(n) = A pre n > A. Funkcia
f1 splita podmienku zo zadania a f; (N) = A. Dalej funkcia fo(n) = n tiez spliia podmienku a f5 (N) = N. Nakoniec
funkcia f3(n) = N [ % | + 1 ndm ddva f3(N) = N + 1 a rovnako splita podmienku zo zadania, lebo

fs(m) + f3(f3(n)) :NQﬁJ + U;J +]H> +2§N({%J + {%D +2<N {m;\;nJ +2=f3(m—+n)+1

, kde sme pouzili, Ze pre N > 1 plati L%J —l—% < L%J +1, a ze pre kazdé redlne ¢éisla 2,y € (0, 00) plati |z |+ |y| < [z+y].
Kedze 2020 > 1, vysledkom je priemer vietkych celych é&isel od 1 do 2021, &o je % = 1011.

Problem 45. Kika vlastni stvoruholnikovy pozemok so stranami dizok a = 40, b =20, ¢ = 28, d = 32 (vid obrézok).
Zdedila dva trojuholnikové pozemky BEC a DCF, ktoré si ohrani¢ené povodnymi stranami jej pozemku a ich
prediieniami. Ak potrebuje plot diiky 80 na tusek tvoreny useckami BE a EC, ako dlhy plot potrebuje na tsek tvoreny
useckami CF a FD?

F

A a =40 B
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Result. 88

Solution. Najprv ukézeme, ze trojuholniky BEC, AED, DCF a ABF maju totoznd spolotni pripisani kruznicu
oproti uhlu FAF.

/A B E
Nech G znaéi bod dotyku pripisanej kruznice k trojuholniku BEC oproti uhlu EBC na priamke BE. Vzdialenost

medzi B a G je poloviéna obvodu trojuholnika, teda |BG| = 1(|CB| + |BE| + |EC|). Teraz nech G’ je bod dotyku
pripisanej kruznice k trojuholniku AE D oproti vrcholu A na priamke AB. Pouzijic a + b = 60 = ¢ + d mame

1
AG = 5(|AE|+\ED|+|DA|)
1
= 5(|AB| +|BE| + |EC|+|CD| + |DA|)

1

§(|AB| + |BE| + |EC| + |AB| + |BC|)
1

= |AB|+ §(|BE| + |EC| + |BCY),

a preto mame G = G’. Potom bod dotyku O na strane CE je jednoznacne dany pre oba trojuholniky, a teda aj BEC
a AFED majui spolo¢nt pripisand kruznicu. Analogicky trojuholniky DCF a ABF maju rovnaku pripisani kruznicu.
Nakoniec je pripisand kruznica spoloéné pre vietky styri trojuholniky, ked'Ze jej stred musi lezat na prieseéniku osi
uhlov EAF a ECF. Ked'ze dotyénice ku kruznici maji rovnaké dfzky, |AG| = |AH]|, tak dokopy mdme, Ze trojuholniky
AED a ABF majui rovnaké obvody. Dostavame

|CF|+ |FD| = |AB|+|BF|+|FA|—|AB|—- |BC|—|DA]
= |AE|+|ED|+ |DA| —|AB| —|BC| — |DA|
= |BE|+ |EC|+|CD|—|BC|
= 80428 —-20=288
ako dizku |CF| + |DF]|.
Problem 46. Pre kolko &fsel n z mnoziny {1,...,2020} m4& rovnica p* + ¢ + r® = 3pgr + n ako riesenie nejaki

trojicu kladnych celych éisel (p, q,7)?
Result. 1568

Solution. Zapisme si rovnicu ako

1
PPt 47 =3pgr = S(p+a+r)((p—0)* +(g—1)7+(r—p)°) =k

16



Vsimnime si, Ze ak je poslednd zatvorka nenulovd, tak sa rovnd asponi dvom a &isla p, ¢, 7 nemozu byt vietky rovnaké.
Teda k > (1+1+2)-1-2> 4. Trojica (p,q,7) = (n,n,n+ 1) je rieSenim, ak k = 3n + 1 pre akékolvek n > 1. Podobne
trojica (p,q,7) = (n,n+ 1,n + 1) je riesenim, ak k = 3n + 2 pre akékolvek n > 1. Ak 3 | k, tak prepisanim rovnice na

k=p*+¢ +r>—3pgr=(p+q+7r)*—3(p+q+7r)(pg+qr+rp)

uvidime, ze aj 3 | p+ g + r, a teda nutne 9 | k. Na druhd stranu trojica (p,q,r) = (n — 1,n,n + 1) riesi rovnicu, ak
k = 9n pre kazdé n > 2. Zostava sa uZ len pozriet na pripad k = 9. Ak st kladné celé &isla p,q,r po dvoch rozne,
dostaneme k =1(p+q+7) (p—q¢)*+(g—r)*+(r—p)?) > (1+2+3)2(1+1+4) =18 a ak p = ¢ # r dostaneme
9= (2p+7r)(p—r)% Kedze 2p+7 > 1, nutne 2p+r =9 a |[p — r| = 1 ¢o je nemozné, pretoze potom r = p+1 a
9 # 3p £ 1. Takze vsetky vhodné k € {1,...,2020} ziskame tak, Ze z mnoziny odstranime vsetky ¢isla mensie ako 4,
odstranime nasobky 3, a potom priddme nésobky 9 véicsie ako 9. Vysledok je teda 2020 — 3 — 672 + 223 = 1568.
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