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Néaboj 2021 pro vas pripravili studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze a organizatofi Matematického koresponden¢niho seminafe MFF UK Praha ve spo-
lupraci s Korespondencénym matematickym semindrom FMFI UK Bratislava, Korespondenc-
nym matematickym semindrom PF UPJS Kosice, Matematickym tistavem Slezské Univerzity
v Opavé, Fakultou informatiky a matematiky Univerzity v Pasové, Institutem pro didak-
tiku matematiky JKU v Linci, Fakultou matematiky a informatiky UJ v Krakové, Varsav-
skou Polytechnikou, Vratislavskou Polytechnikou, Bélostockou Polytechnikou, XX. Lyceem
v Gdansku, Pfirodovédeckou fakultou ELTE v Budapesti, Fakultou informacnich technologii
PE ve Veszprému, Edinburskou univerzitou, Universitou v Cambridgi, Polytechnikou ETH
v Curychu, gymnaziem Spektrum v Konstanci, Universitou v Glasgow, Statni Univerzitou
Fratiska Skoriny v Gomelu, Narodni Univerzitou Tarase Sevéenka v Kyjevé, Universitou
ve Vidni, Universitou v Lipsku a Moskevskym inzenyrsko-fyzikalnim Institutem.

Na ptipravé tloh Néboje 2021 se podileli (v abecednim poradi): Michal Buran, Anna Dole-
zalova, Hella Epperlein, Erich Fuchs, David Hruska, Jakub Krasensky, Jan Krejci, Bettina
Kreuzer, Marek Murin, Alexander Slavik a Martin Sykora.

Na prekladu tloh se podileli Michal Buran, David Hruska, Jan Kadlec, Barbora Kocidnova,
Jakub Krasensky, Jan Krej¢i, Hedvika Ranosova, Martin Sykora, Michal Tépfer a Martina
Vavackova.

Prazsky organizac¢ni tym Néboje 2021 tvoiili Filip Cermék, Matéj Dolezélek, Anna Doleza-
lova, David Hruska, Lenka Kopfovéd, Jan Krej¢i, Marian Poljak, Alexander Slavik a Martin
Sykora.
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Uloha 1. Jarmila nemé rada osobni otézky. Kdyz se ji Honza zeptal na jeji
vék, odpovédéla mu nédsledovné: ,Mlady muzi! Mam pét déti, kazdé je jinak
staré a kromé nejstarsiho ma kazdé z nich o 4 roky starsiho sourozence. Své
prvni dité jsem méla v jednadvaceti letech a letos je mému nejmladsimu ditéti
dvacet jedna.“ Kolik let je Jarmile?

Visledek. 58

Resend. Stai{ Jarmilingch déti jsou nutné 21, 21 +4, ..., 21 + 4 - 4 roki. Ona
sama je o 21 let starsi nez jeji nejstarsi potomek, takze ji je 21 +4-4421 = 58
let.

Uloha 2. Hedvika se uéila kreslit vétrny mlyn. Nejdiive nakreslila vrtuli po-
moci péti stejné dlouhych tsecek, které mély vSechny spoleény stied S, pak
jejich krajni body pospojovala jako na obrazku, a nakonec zaznacila velikosti
nékterych hlt. Urcete velikost thlu oznaceného v obrazku otaznikem. Vysle-
dek uvedte ve stupnich.

80°

Visledek. 56

Resend. U vrcholu S je pét parti vrcholovych Ghli a pravé jeden thel z kazdé
dvojice je vnitini tthel nékteré lopatky, tedy soucet vnittnich dhla lopatek pri
vrcholu S je @. Protoze jsou lopatky rovnoramenné trojuhelniky, musi byt
oba vnitini ihly u krajnich bodu kazdého z nich stejné. Kdyz secteme vSechny
vnittni dhly v lopatkach, dostaneme 5 - 180°. Velikost tihlu oznaceného otazni-

kem je proto

5-180° — 2. (67° + 80° + 85° 4 72°) — 180°

> 96°.




Uloha 3. V ramci turnaje se studenti zucastnili t¥ sportovnich disciplin.
Kazdy z nich zkusil své stésti alespon v jedné discipliné. Celkem 22 studentt
se zucastnilo béhu do jidelny, 13 skoku od tabule a 15 vrhu botou. Vime také,
ze 8 studenti soutézilo v béhu i skoku, 7 studentil si vybralo sprint i vrh a
6 studentt si vybralo skok i vrh. V tom uz jsou zapocitani t¥i nejambicidz-
néjsi studenti, kteri se zapojili do vSech t¥i disciplin. Kolik studentt se turnaje
zucastnilo?

Visledek. 32

Reseni. Pokud se¢teme zadané pocty studentil, kteti se zticastnili (alespor)
jedné discipliny, a od tohoto poc¢tu odecteme zadané pocty studentt, ktefi se
zGcastnili (alespon) dvou disciplin, tak dostaneme vSechny tcastniky turnaje
bez téch, ktefi se ziicastnili vSech tii disciplin. Vysledek je tedy

(22 + 13+ 15) — (8 + 7+ 6) + 3 = 32.

Uloha 4. Cislo nazveme supersudé, pokud jsou viechny jeho &slice sudé. Kolik
existuje péticifernych supersudych ¢isel takovych, ze po pri¢teni 24680 dosta-
neme opét supersudé ¢islo?

Visledek. 90

Reseni. Celkem méame pét sudych ¢islic. Abychom zaruéili, Ze vysledek bude
supersudé c¢islo, nesmi soucet zadnych dvou ¢islic pri provadéni tradi¢niho sci-
tani ,pod sebou* presahnout desitku. Zaroven zadné ¢islo nezac¢ind nulou, proto
mame pravé tfi moznosti na prvni dvé ¢islice hledaného ¢isla, dvé moznosti na
tTeti pozici, jednu moznost na ¢tvrtou a vSech pét moznosti na posledni ¢islici.
Celkové tedy existuje 3-3-2-1-5 = 90 takovych supersudych cisel.

Uloha 5. Zil byl jeden moudry kral, jehoz hrad byl obehnén étvero hradbami.
Hradby tvorily soustifedné kruznice o polomérech 50, 100, 150 a 200 jednotek
kralovskych a veskera zem obklopena hradbou patrila krali. Protoze casy byly
tehdy klidné a kralovstvi vzkvétalo, rozhodl se kral svou zemi rozsitit. I nechal
kral hradby strhnout a veskery material vyuzil k postaveni jediné veliké kruhové
hradby, jejiz zdi byly pravé tak vysoké jako zdi puvodnich hradeb. Kolikrat se
zvétsila plocha kralovych pozemk?

Visledek. %T‘r’
Reseni. Vime, ze soucet obvodil ptivodnich hradeb musi dat obvod nové zdi.
Oznac¢ime-li novy polomér r, pak plati

2m - 50 4 27 - 100 + 27 - 150 + 270 - 200 = 27 - 7.

Polomér nové zdi je tedy souctem poloméri pivodnich zdi, » = 500. Hledany

(oo 1z « 75002 _ 25
nartst je tudiz ddn pomérem T55e = .




Uloha 6. Veré¢a stoji u bankomatu a nemiize si vybavit sviij étyfciferny PIN.
Pamatuje si vSak nasledujici:
e zadné dvé jeho cislice nejsou stejné,
o je délitelny ¢isly 137 a 17,
e soucet jeho ¢islic je co moznéd nejmensi prvocislo.
Jaky je Vercin PIN?
Visledek. 9316

Reseni. Protoze Veréin PIN je délitelny 137 a 17, musi byt ndsobkem ¢isla
137 - 17 = 2329. Vsimnéme si, ze toto ¢islo nespliiuje zadané podminky a mize
byt vynasobeno pouze 2, 3 nebo 4, aby ztstalo ¢tytciferné. Zbyvaji tedy néasledu-
jici moznosti: 2329 - 2 = 4658, 2329 - 3 = 6987 a 2329 - 4 = 9316, jejichz ciferné
soucty jsou po radé 23, 30 a 19. Protoze 19 je z nich to nejmensi prvocislo,
hledany PIN je 9316 a Verca muze s chuti vyrazit na zaslouzenou cukrovou
vatu.

Uloha 7. Honza mé étyfi mnohothelniky — rovnostranny trojthelnik se stra-
nou délky jedna a t¥i dalsi shodné pravidelné mnohouihelniky taktéz o stranich
délky jedna. Své mnohotuhelniky pospojoval tak, ze kazdé dva ze ¢tyf mno-
hotihelniki spolu sdili pravé jednu stranu a zadné dva se neprekryvaji. Jaky
je obvod jeho vysledného obrazce? Sdilené strany mnohothelniki do obvodu
nepocitame.

Visledek. 27

Resend. Pfedpokladejme, Ze kazdy ze shodnych mnohotihelnik mé n stran. Vy-
sledny tvar musi mit 3(n — 3) stran, protoze tii strany kazdého mnohothelniku,
vcetné trojuhelniku, jsou sdilené. Nyni stac¢i pouze najit vhodné n. Z velikosti
vnéjstho thlu rovnostranného trojuhelniku, ktery je 300°, a ze symetrie vy-
plyva, Ze vnitini thel shodnych mnohotuhelnika je 150°. Protoze soucet uhla
v n-tihelniku je (n — 2) - 180°, dostédvame rovnici 150n = 180(n — 2) s FeSenim
n = 12. Po dosazeni do vzorce z prvniho radku dostavame, ze vysledny obrazec
mé 3 -9 = 27 stran, tudiz obvod 27.

Uloha 8. Mé&jme rovnostranny trojithelnik s vyznacenymi body na stranich a
ve vrcholech, které jsou rozlozené tak, ze rozdéluji kazdou stranu trojthelniku
na 2021 shodnych casti. Urcete pocet vsech rovnostrannych trojthelniki s vr-
choly v téchto vyznacenych bodech. Obrazek ukazuje jeden takovy trojihelnik
pro piipad, kdy body rozdéluji strany na Sest shodnych ¢asti.



Vijsledek. 8081

Reseni. Pro tsporu ¢asoprostoru rikejme rovnostrannym trojihelnikiim jen
trojuhelniky. Na obrazku je ptuvodni trojihelnik, déale 3 - 2020 trojuhelnika sdi-
lejicich préavé jeden vrchol s ptivodnim trojtihelnikem (2020 pro kazdy z vrcholi)
a nakonec 2020 otocenych trojuhelnikti, které s ptivodnim nesdileji ani jeden
vrchol. Je jednoduché nahlédnout, ze vSechny tyto trojuhelniky jsou navzajem
ruzné a ze zadné dalsi existovat nemohou. Celkem tedy hledanych trojihelnikt
mame 1 + 3 - 2020 + 2020 = 8081.

Uloha 9. Verca méla étvercovy papir, kterému ustfihla viechny éty¥i rohy tak,
ze ji vznikl pravidelny osmithelnik. Celkova plocha vsech ustfizenych rohi byla
300. Kolik méri strana jejtho pravidelného osmitthelniku?

Vigsledek. /300 = 17,32051

Resend. Vnitini thly pravidelného osmitihelniku maji velikost 135°. Veréou
ustfizené rohy jsou rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky, které se navic daji
poskladat do ¢tverce, jehoz strana je stejné dlouhd jako strana vystiizeného
osmitthelniku. Z toho vyplyva, 7e délka strany osmithelniku je rovna /300,
nebot obsah poskladaného ctverce je 300.




Uloha 10. Najdéte nejvétsi trojciferné celé &slo n takové, ze:
o ciferny soucet ¢isla n je 16,

¢ n maé nenulovy ciferny soucin, ale ¢islice na misté jednotek tohoto soucinu
je 0,

o ciferny soucet ciferného soucinu n je 3.

Visledek. 853

Resend. 7 druhé podminky dostdvime, Ze alespoii jedna ¢islice ¢isla n musi byt
5 a alespon jedna musi byt sudé, ale zddné neni nula. Vezmeme-li toto v potaz,
z prvni podminky dostavame nasledujici mozné trojice cifer obsazenych v ¢isle
n: 5, 2, 9 nebo 5, 4, 7 nebo 5, 6, 5 nebo 5, 8, 3. Z téchto moznosti pouze 5, 8, 3
spliuje posledni zadanou podminku a nejvétsi mozné trojciferné ¢islo slozené
z téchto cislic je tedy 853.

Uloha 11. Z ¢sla 6437051928 jsme odebrali pravé pét éslic tak, aby vysledné
péticiferné cislo bylo co nejvétsi. Které ¢islo jsme dostali?

Visledek. 75928

Resend. Nejvétsi cislice, které je mozno dosahnout odebranim nejvyse péti éislic
zleva, je 7. Protoze se toho dosdhne odebranim pravé tii ¢islic zleva, je jasné,
ze zbyvajici cislice, které je nutné odebrat, jsou 0 a 1. Proto je ¢islo 75928
hledanym ¢islem.

Uloha 12. Honza miluje posloupnosti. Ted si pravé hraje s rostoucimi posloup-
nostmi S,,, jejichz prvni ¢len je 1 a které maji diferenci (rozdil mezi dvéma po
sobé jdoucimi prvky) rovnou n. Napiiklad Ss je posloupnost 1,3, 5, ... Pro kolik
kladnych celych ¢isel n obsahuje S,, ¢islo 20217

Visledek. 12

Resent. Cislo 2021 se vyskytne jako ¢len v S, pravé tehdy, pokud pro né&jaké
kladné celé ¢islo a plati 2021 = 1 + an. Jinymi slovy 2020 = an, a tudiz n musi
byt délitelem 2020. Rozklad na prvoéisla ndm dava 2020 = 22-5-101, a tak vime,
7e kazdy délitel je dan nékterou kombinaci téchto &isel. Cislo dva mizeme vait
bud jednou, dvakrat nebo vibec, to ndm dava tii moznosti. Pét a sto jedna
muzeme bud vzit, nebo ne, to dédva dvé moznosti pro obé prvocisla. Celkem
tedy mame 3 -2 -2 = 12 moznosti, jak mizeme z téchto prvocisel poskladat
délitele 2020. To znamena, ze 2021 je clenem 12 z Honzovych posloupnosti.



Uloha 13. E.T. si na chodbé svého rozlehlého paldce hraje se sedmi roboty.
Vybere si zde sedm oken, pod kazdé z nich umisti jednoho robota a pak vSechny
roboty najednou zapne. Kazdy z nich vyrazi ihned po zapnuti podél stény
jednim smérem konstantni rychlosti 10 metrt za minutu. Jakmile dojde na
konec chodby, otoci se a jde zase zpatky. Chodba je dlouha 90 metrt a na jeji
sténé je v 10metrovych rozestupech umisténo deset oken. E.T.ho by zajimalo,
jak mé roboty rozestavét, aby trvalo co nejdéle, nez se kazdy robot potka se
vSemi ostatnimi. Pomozte mu spocitat, kolik nejvyse sekund to mutze robotam
zabrat.

Visledek. 510

Reseni. Pro kazdého robota A miizeme uréit okno a smér, kde by musel za-
¢inat jiny robot, aby trvalo co nejdéle, nez se potkaji. Je to to nejblizsi okno
v opacném smeéru, nez kterym A vychézi, a smér pohybu druhého robota by
musi byt opacny nez smér A. Vychazi-li A od jednoho z krajnich oken, mizeme
predpokladat, ze zacind smérem pry¢ z chodby.

Ukéaze se, ze Cas, ktery uplyne, nez se tito dva roboti potkaji, je pro kaz-
dou vyse popsanou dvojici robotu stejny: Oba dohromady totiz museji ujit

80 + 90 = 170 metr, neboli kazdy z nich musi urazit % metri, coz jim za-
bere 479 min = 8,5 min = 510 s.

Uloha 14. Uprostied rovnobé&zniku ABCD se nachazi bod P takovy, Ze obsah
trojihelniku CDP je t¥ikrat vétsi nez obsah trojihelniku BCP a zaroven tii-
krat mensi nez obsah trojihelniku APD. Jestlize je obsah trojihelniku C'DP
roven 18, jaky je obsah trojuhelniku ABP?

D C

A B

Visledek. 42

Reseni. Nejprve zdiivodnime, ze trojihelniky APD a BC'P pokryvaji polovinu
obsahu celého rovnobézniku. Lépe je to vidét pro druhé dva trojtihelniky; jejich
vysky vedené z bodu P totiz daji v souctu vysku rovnobézniku h kolmou na
AB, a soucet jejich obsaht je proto 3h - [AB|.

Obsah trojihelnfku ABP je tudiz roven (§ + 3) - 18 — 18 = 42.



Uloha 15. Pfi déleni ¢isel 1058, 1486 a 2021 celym &islem d > 1 dostaneme
vzdy stejny zbytek. Najdéte tento délitel d.

Visledek. 107

Reseni. Zadané ¢isla jsou od sebe vzdalena
1486 — 1058 = 428 a 2021 — 1486 = 535.

Abychom dostali stejny zbytek po déleni zadanych ¢isel ¢islem d, musi byt jejich
vzdalenosti nasobky d. Nejvétsi spolecny délitel cisel 428 a 535 je 107, coz je
prvocislo, a proto je to nase hledané ¢islo d.

Uloha 16. Na stiidaci lavici na fotbalovém stadionu je ¢trndct samostatnych
sedadel v fadé. Nové vedeni druzstva, tvorené trenérem, zastupcem trenéra, ma-
nazerem a fyzioterapeutem, se chce béhem zapasu co nejlépe sezndmit s hraci.
Proto se tito panové usadi na lavici tak, aby mél kazdy z nich po obou stranach
nékterého z deseti ndhradniki, nikoli ¢lena vedeni. Kolika zptisoby si mohou
vybrat ¢tvefici sedadel, na kterych budou sedét? (Rozlisujte pfitom i rozesazeni,
kterd se lisi jen preusporddanim ¢lenti vedeni.)

Visledek. 3024

Reseni. Piedstavme si, Ze deset ndhradniki stoji v fadé vedle sebe. Je mezi
nimi devét mezer, pricemz do kazdé z nich mizeme umistit nejvyse jednoho
¢lena vedeni. To lze provést 9 -8 -7-6 = 3024 zplsoby.

Uloha 17. Mat&j m4 pravidelny étyfboky jehlan, jehoz étvercova zékladna mé
obsah 1 a jehoz cely povrch je roven 3. Jaky je jeho objem?

Vijsledek. 3 = 0,288675

Reseni. Zakladna mé obsah 1, tudiz i stranu délky 1. Protoze je povrch celého
jehlanu roven 3, je povrch plasté roven 2, tedy kazdé sténa méa obsah %, coZ
znamena, ze vyska kazdého sténového trojihelniku je rovna 1. To také znamena,
ze rozpulime-li jehlan fezem skrze jeho vrchol a stredy dvou protilehlych stran
zakladny, dostaneme rovnostranny trojihelnik o strané délky 1, jehoz vyska je
téz vyskou Matéjova jehlanu. Z toho spocitame délku vysky jako %\/g Protoze
je objem jehlanu roven tietiné soucinu délky vysky a obsahu zédkladny, je objem
Matéjova jehlanu roven % . %\/3 1= é\/g



Uloha 18. Béra dostala od Jeziska obrovsky barel. Pokud do barelu nalije
Cistou vodu, vytede z néj nejprve 94 % vody a pak zbylych 6 % pfeménénych
na vino. Jestlize misto vody pouZije pouze vino, vytece nejdiive 90 % vina a
pak zbylych 10 % preménénych na vodu. A kdyZ do barelu nalije smés vody
a vina, pusobi vysSe popsané kouzlo na kazdou komponentu zvlast. Jednoho
dne dostala Bara od Pepy 6000 litrd smeési vody a vina. Jaké ji vSak cekalo
prekvapeni, kdyz po naliti smési do barelu vyteklo pfesné tolik vody a pfesné
tolik vina, kolik tam nalila. Kolik litrt vina Bara do barelu nalila?

Visledek. 2250

Reseni. Ozna¢me 2 mnozstvi vina a y mnozstvi vody v litrech, které Bara
nalila do barelu. Vime, ze 0,06y litrd vody se preménilo na vino a 0,1z litrt
vina se pfeménilo na vodu. MnozZstvi vody (a vina) se nezméni pravé tehdy,
kdyz

0,06y = 0,1x.

Vyjadienim y a dosazenim do rovnice pro celkovy soucet objemu vody a vina,
x + y = 6000, dostaneme, ze

23: =6000 <= 1z =2250.
Baéra tudiz do barelu nalila 2250 litru vina.

Uloha 19. Na obrézku je rovnostranny trojihelnik s opsanou a vepsanou
kruznici. Vime, ze obsah kruhu ohrani¢eného opsanou kruznici je 140. Urcete
obsah sedé oblasti.

Visledek. 35

Reseni. Snadno nahlédneme, ze polomér vepsané kruznice rovnostranného troj-
uhelniku je polovi¢ni oproti poloméru kruznice jemu opsané. Obsah kruhu ohra-

nic¢eného vepsanou kruznici je tedy 13—0 = 35. Seda oblast je presné % mezikruzi
mezi opsanou a vepsanou kruznici. Jeji obsah je proto 14032 = 35
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Uloha 20. Vime, Ze souéin 2021 kladngch celych &sel je roven dvojnésobku
jejich souctu. Jaké nejvétsi hodnoty mize nékteré z téchto ¢isel nabyvat?

Visledek. 4044

Reseni. Usporaddejme cisla sestupné podle velikosti a ozna¢me je postupné
€1 > g > - > €020 > Co021 > 1. Chceme najit nejvétsi moznou hodnotu éisla
c1 takovou, zZe vyse zminéna c¢isla spliuji rovnici

€1+ C2021 =2+ (c1 4 -+ + c2021)- (1)

Rovnici vydélime sou¢inem na levé strané a za pomoci odhadi

1 1
C1-C3-+-Cy021 = C1 — _

C1 C1 - C3 - C2021

1 1
Cp-C3- "C21 = C2 < — =

Ca  C2-C3-::C2021

a horntho odhadu ¢; - co pro vSechny ostatni souc¢iny dostaneme

1 1
12(+~~+)§
C2 - -+ C2021 C1 - C2020

(1 1 2019)_2 2019 +¢1 + ¢z

—+—+
C1 C2 C1C2

c1C2
Upravou nerovnosti vyse obdrzime

(c1 —2)(ca —2) = c1ea — 2¢1 — 2¢9 +4 < 22019 + 4 = 4042.
Pokud co > 3, pak plati ¢; < 4044. Volbou

c1=4044, ;=3 a c3g=---=cop1 =1

ziskdme cisla, pro néz je splnéna rovnice (1) a zdroven ¢; nabyvd maximdlni
mozné hodnoty. Pokud co < 2, pak vime, ze mezi ¢isly

Cg > €3 2> -+ 2> C2001

je k > 0 dvojek a 2020 — k jedni¢ek. Vyuzitim téchto pozorovini rovnice (1)
prejde do tvaru

2 =2(cy + 2k +2020 — k) = ¢ (2" —1) =2020 + k.
Vsimnéme si, ze pro k < 1 nem4 rovnice feseni a pro k£ > 2 mame

2020 + k

C1

Dokazali jsme tedy, Ze nejvétsi hodnota, které ¢isla mohou nabyvat, je 4044.
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Uloha 21. Michal mé za tkol doplnit devét po dvou riznych kladnych celych
¢isel do policek trojuhelniku nize tak, aby platilo, Zze sousedi-li poli¢ka hranou,
pak ¢isla v nich napsana maji spole¢ného délitele vétsiho nez 1. Jaky je nejmensi
mozny soucet ¢isel doplnénych do trojuhelniku?

Visledek. 59

Resend. Vsimnéme si nejdifve, Ze v trojihelniku jsou pravé tii policka sousedic
s jednim polickem, pravé tri sousedici se dvéma a pravé tri sousedici se tremi
policky. To znamend, ze pokud v jednom z policek bude prvocislo, pak mezi
zbylymi osmi ¢isly bude jesté alespon jeden jeho nasobek. Déle plati, ze jednicku
neni mozné do trojuhelniku doplnit. Ozna¢me S soucet ¢isel vyplnénych do
trojihelniku podle zadani.

Necht je v trojihelniku prvocislo p > 11. Pak mezi zbylymi osmi ¢isly
musi byt jeho nasobek k - p, kde k > 2. Vypliime nyni vSechna ostatni policka
tabulky nejmensimi moznymi ¢isly nehledé na zpiisob, jak mé byt podle zadani
trojihelnik vyplnén. To nas dovadi k odhadu

S>2434+4+5+4+6+7+8+p+k-p=35+(k+1)-p>35+33=68.

Déle necht mezi ¢isly v trojihelniku neni prvocéislo p > 11. Rozebereme ¢tyti
pripady:
o V trojihelniku jsou obé ¢isla 5 a 7:

S>5+4ks 54+ T+kr-T+2+3+4+6+8=
— (ks +1) -5+ (ks +1) - 7+23 > 15+ 21 4+ 23 = 59.

¢ Do trojtuhelniku jsme doplnili ¢islo 5, ale ne ¢islo 7:

10>20+32+10=62 pro k>3,

S>5+k-5+24+3+4+64+84+9+
12=15432+12=59 pro k=2.

12



e V trojihelniku neni ani ¢islo 5, ani ¢islo 7:
S>2+34+44+6+8+9+10+12+ 14 =68.
« Cislo 7 v trojthelniku je, ale ¢islo 5 ne:

S>24+3+4+6+7+84+9+104+k-7>494 14 = 63.

Rozebrali jsme vSechny situace, které mohou nastat, takze zbyva ukazat, ze
trojihelnik umime doplnit ¢isly se souc¢tem 59. Pro to existuji dvé feseni zob-
razend na obréazcich. Nejmensi mozny soucet je tedy 59.

) 5
10 10
2 4 2 4
6 12 6 14
3 8 9 3 8 7

Uloha 22. Anicka kresli identické domecky jeden vedle druhého. Domecky
jsou tvorené dvojici shodnych c¢tvercu se stfechou ve tvaru rovnoramenného
pravouhlého trojihelniku. Na obrazku vidime prvni tii.

Kolik nejméné domecka musi Anicka nakreslit, aby bylo na jejim obrazku ale-
spon 2021 trojuhelnika?

Visledek. 93

Reseni. Piedpokliadejme, 7e obsah domecku je 3 (to nastane, pokud je délka

strany ¢tverce 1). Potom je v prvnim nakresleném domecku 8 trojihelniki s ob-
sahem %, dale 8 trojihelnikii s obsahem % a konecéné 3 trojuhelniky s obsahem

1. To je 19 trojuhelnika.
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Prikresli-li Anic¢ka druhy domecek, pak na obrazku pribude stejny pocet
trojuhelnikt jako predtim, a navic jesté dva trojuhelniky s obsahem 1, které
zasahuji do prvniho i druhého domecku. Dohromady tedy pribude 21 trojihel-
nik.

Pocinaje tfetim domeckem to pak bude 22 trojihelniki: 21 stejnych jako
v druhém domecku, a navic jesté jeden trojihelnik s obsahem 4, ktery zasahuje
do tri domecka.

Vime, ze 2021 — 19 — 21 = 1981 a 1981 = 90 - 22 + 1, takze Anicka musi
nakreslit 2 + 90 + 1 = 93 domecku.

Uloha 23. Vsech pét trojihelniktt N, d, b, 0, j ma stejny obsah. Jak je délka
strany AB, jestlize |CD| = 57

G

F
A B C D E
Visledek. %

Reseni. Pomér obsahu trojuhelniki BEG a BEF je 4 : 3. Vzhledem k tomu,
Ze oba trojuhelniky sdili stranu BFE, tak jejich vysky na tuto stranu musi byt
také v poméru 4 : 3. Déale vime, ze AABG a ACDF maji stejny obsah, takze

3 15
|AB| = 4|CD| =7
Uloha 24. Maté& mé velky kus papiru o rozmérech 2155 krat 2100 a hodls
z néj odstiihavat prouzky. Zacéne tim, zZe z okraje delsi strany odsttihne prouzek
sitky 1. Pak postupné po sméru hodinovych rucicek odstrihne z kratsi strany
prouzek sitky 2, z delsi strany prouzek sitky 3 atd. Pokazdé tedy odstrihne
prouzek o 1 §irsf nez ten pfedchozi, pokud to stéle jde. Sitky prouzki vidime
naznacené na obrazku.
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2155

Nakonec Matéjovi zustane obdélnik, ze kterého jiz nejde odstfihnout prouzek
pozadované sifky. Urcete jeho obsah.

Visledek. 6375
Resend. Matéj miize odstfihnout prouzek liché sifky, pokud soucet $fiek prouz-
ki je mensi nez délka kratsi strany, tj.

2n—1+1)

1+3+...+2n_1:n 5 =n? < 2100.

Vime, ze
452 = 2025 < 2100 < 2116 = 462,

takze 89 je sitka posledniho mozného prouzku liché sitky. Podobné, aby Matéj
mohl odstfihnout prouzek sudé sirky, musi platit, ze

- (2 2
2+4+...+2n:w:n(n+l)<2155.

Ztejme,
45 - 46 = 2070 < 2155 < 2162 = 46 - 47,

tedy prouzek sitky 90 je posledni prouzek sudé sitky. Zbyvajici obdélnik ma
tedy obsah (2100 — 2025) - (2155 — 2070) = 75 - 85 = 6375.
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Uloha 25. Jeden ze dvou shodnych prstencii o poloméru 4 a nezndmé sice
lezi na stole. Druhy z nich je na tom prvnim postaven tak, ze se ho dotyka
pravé ve Ctyfech bodech (viz obrézek) a jeho nejnizsi bod se nachézi ve vysce
1 nad stolem. Jakou maji prstence sitku?

<\ N/ >

Vysledek. %

Resend.

N

Oznac¢me rozmeér x a hledanou siftku w jako na obrazku, ktery znazornuje ho-
rizontalni projekci. Protoze maji oba prstence stejny prumér, je délka = také
vyska od bodu dotyku obou prstenci po nejnizsi bod vertikdlniho prstence.
Plati tedy 1 + x = w. Pak

10

8=2r+w=2w-1)+w=3w—-2 = w= 5
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Uloha 26. Polynom stupné 14 s celoé¢iselnymi koeficienty a kladnym vedoucim
koeficientem ma4 14 riuznych celo¢iselnych kotent. Jaka nejmensi muze byt jeho
hodnota v nule, pokud vime, Ze je kladna?

Polynom stupné 14 s celociselnymi koeficienty je vyraz tvaru
CL14£E14 + a13x13 +---+a1x + ap,

kde a14 je nenulové celé ¢islo a ao,...,a13 jsou celd ¢isla, kterd mohou byt
nulova. Cislo a14 se nazyva vedouci koeficient.

Vigsledek. 29030400

Reseni. Polynom miizeme napsat ve tvaru
C'(.’If—bl)-(l‘—bg)'~'(.%‘—b14),

kde b1, bs,...,b14 jsou po dvou rizna celd ¢isla. Vedouci koeficient je pak roven
¢, takze ¢ je kladné celé cislo. Dosazenim do tvaru vyse vidime, ze hodnota
polynomu v 0 je rovna

C'b1 'bg"'b14.

Vzhledem k tomu, ze chceme tuto hodnotu minimalizovat, volme ¢ nejmensi
mozné, tj. ¢ = 1. Chceme-li minimalizovat soucin kofenti, musime je brat co
nejbliz 0, tj. 1,—1,2, —2... Nakonec musime pamatovat na to, Zze potfebujeme
sudy pocet zapornych korenti, protoze minimalizovany souc¢in ma byt kladny.
Vysledek je tedy

6! - 8! =29030400.

Uloha 27. Lenka procvicuje psani ¢isel. Cifry 4, 5 a 7 piSe pomoci dvou tahu,
zbytek pomoci jednoho. Kolik tahid udéla béhem psani vsech kladnych celych
¢isel od 1 do 20217

Visledek. 8783

Reseni. Mezi ¢isly 1 a 2021 je dohromady 9 jednocifernych, 90 dvojcifernych,
900 trojcifernych ¢isel a 2021 —100041 = 1022 ¢tytcifernych ¢isel. Celkem tedy
Lenka napise

9+90-24900 -3+ 1022 -4 = 6977 cifer.

Na kazdou cifru bude potiebovat alespon jeden tah a na cifry 4, 5 a 7 bude
potfebovat jesté jeden navic. Sta¢i ndm tedy urcit pocet cifer 4, 5 a 7. VSimnéme
si, ze ¢islo 2021 neobsahuje ani jednu z téchto cifer, takze sta¢i uvazovat pouze
¢isla do 2020 vcetné.

Pojdme nejdiive spocitat, kolikrat se v téchto ¢islech vyskytuje cifra 4. De-
setina vSech napsanych Cisel, tj. 202, ma na misté jednotek cifru 4. Na pozici
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desitek se ¢tyrka vyskytuje v desetiné ¢isel od 1 do 2000, ale v ¢islech od 2001
do 2020 nikdy — to ddva dohromady 200 ¢isel. Na pozici stovek ji pak rovnéz
najdeme 200krat. Dohromady je tedy ¢tyrek 202 + 200 + 200 = 602.

Stejnd tvaha plati pro cifry 5 a 7. Lenka tedy celkem napsala 6977 cifer
a na 3 - 602 = 1806 z nich potifebovala dva tahy. Dohromady tudiz udélala
6977 4 1806 = 8783 tahi.

Uloha 28. Vyplite tabulku c¢islicemi 1,1,2,2,...,8,8 tak, aby pro kazdou
¢islici n platilo, ze mezi obéma vyskyty n je pravé n policek.

67 2

Jako vysledek odevzdejte prvni ¢tyti cisla zleva jakozto Ctyrciferné ¢islo. Nize
vidite priklad spravné vyplnéné mensi tabulky pro ¢isla 1,1,2,2, 3, 3.

3111211132

Visledek. 3845

Regent. Necht f(k) znadi ¢islo na pozici k. Ze zadani vime, Ze

Déle podle pravidel pro vyplnéni tabulky nutné dostavame, ze

F(13) =6, f(15)=7 a f(12)=2.

67 2 216 7

Déle muzeme postupovat dvéma zpusoby — divat se na dvojice ¢isel a urcit, kde
se mohou nachézet, nebo se divat na policka a urcit, ktera ¢isla v nich mohou
byt. Napriklad, podivame-li se na trojky, mame tfi moznosti

f(1)=f(5)=3 mnebo f(4)=f(8)=3 nebo f(10)= f(14) =3.

Pokud by platilo, ze f(10) = f(14) = 3, pak f(16) muZe nabyvat pouze
hodnoty 4, a to ddle znamend, ze f(11) = 4. Nyni ovSem uZ nemizeme do
tabulky umistit osmicky.
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V pripadé, ze f(4) = f(8) = 3, mame pro umisténi pétek dvé moznosti
f(5) = f(11) = 5 nebo f(10) = f(16) = 5. V obou piipadech pak nemdme kam
umistit ¢tyrky.

Posledni moznost, kterd zbyva, je f(1) = f(5) = 3, ze které nutné plyne, zZe
f(2) = f(11) = 8. Jedind moZnost, jak potom doplnit tabulku je

f(4)=f(10)=5, f(3)=f(8)=4 akonetné f(14)= f(16)=1.

318145367425 |8[2|6]|1]|7|1

Jedinym TeSenim tlohy je 3845.

Uloha 29. Konvexni Sestitthelnik ABCDEF s prusecikem G thlopfi¢ek BE
a C'F ma nasledujici vlastnosti, naznac¢ené na obréazku: |AB| = 7,5, |BG| = 5,
|GE| = 3, |GF| = 4,8, |<BAF| = |<CDE]|, |<ABG| = 50°, |[<CBG| = 65°,
AB | CF a CD || BE. Uréete délku strany CD.

D

Visledek. 5,7 = %
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A

MuZeme si predstavit, Ze obrdzek zndzorniuje rovnobéznik AE'D’'F prelozeny
podél tisecky BC'. Tuto tezi snadno ovérime: Oznac¢me obrazy bodti D, E podle

osy soumérnosti BC jako D', E'. Pak |<CBE’| = 65°, a protoze
50° + 65° + 65° = 180°,

je |<ABE'| = 180°. Diky dvojicim rovnobéznych tsecek je i |[<FCD’| = 180°.
Shodnost Ghlt |[<BAF| = |<CDE|, tedy i |[<BAF| = |<CD’'F'|, jiz potvrzuje,

7e AE'D'F je skutecné rovnobéznik.

Z rovnobéznosti usecek a ze stiidavych a protéjsich whli plyne rovnost
|<BGC| = 50°. Trojihelnik BGC je tedy rovnoramenny s |BG| = |CG| = 5.

Nyni jiz mtizeme spocitat hledanou délku strany Sestithelniku:

ICD| = |AB| + |BE'| — |CF| = |AB| + |EG| — |FG| = 5.7.

Uloha 30. Matéj s Filou hraji Lodé. Mezi jingmi plavidly maji k dispozici

letadlovou lod nésledujiciho tvaru:
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Matéj svou letadlovou lod umistil nékam na hraci pole (sachovnici) o rozmeérech
12 x 12. Lod mohl otoc¢it o libovolny nésobek 90° a také zrcadlové preklopit.
Kolik nejméné strel musel Fila vystrelit, tj. kolik policek musel vybrat, aby
mél jistotu, ze Matéjovu letadlovou lod zasahl alespon jednou, at uz ji Matéj
umistil sebelépe?

Visledek. 36

Resend. Uvazujme obdélnik 4x 2. Jak je vidét z prvnich dvou obréazki, vystieli-li
Fila pouze jednou do takového obdélniku a nezasdhne, tak nema jistotu, ze tam
letadlové lod neni. Musi vystielit dvakrat — do kazdého tddku jednou (piiklad
je na tfetim obrézku). Herni plochu umime bez prekryvani pokryt 18 takovymi
bloky a na kazdy z nich potfebuje Fila dva vystfely. Dohromady tedy musi
vysttelit alespon 36krat.

Zéaroven tato strategie zarucuje, ze 36 strel staci, aby Fila Matéjovu lod zasahl
(viz nasledujici obrazek).

Uloha 31. Pro pevné kladné celé &slo a zkonstruujeme ostrothly trojihelnik
ABC, v némz plati |BC| = a a jehoz vysky hy, he maji rovnéz celociselnou
délku. Nejvetsi obsah, kterého muze trojuhelnik za téchto podminek dosdhnout,
je 101,4. Urcete a.

Visledek. 13
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Reseni. Protoze je ABC ostrothly, plati hy < a a h, < a. Pokud ale ma
byt obsah S = %aha maximalni, museji byt obé vysky hy a h. co nejdelsi
(mizeme si ovéfit, ze pokud se budeme drzet podminky hj, < a a délku vysky
h. nechdme stejnou, prodlouzenim vysky hy se nutné prodlouzi i h,). Pak mus{
platit hy = h. = a — 1, a ABC je tedy rovnoramenny.

Oznacme stred strany BC jako M a patu vysky h. jako Cy. Z Pythagorovy
véty pro podobné pravouhlé trojuhelniky ABM ~ CBCj spocitame
a’(a—1)
4y2a -1
Protoze je 101,4 raciondlni ¢islo a 2a — 1 je zjevné liché, musi byt ¢islo 2a — 1
druhou mocninou lichého é&fsla, napiiklad 2a—1 = (2k+1)? pro n&jaké celé ¢islo
k > 0. Dosazenim zjistime, Ze a = % € {1,5,13,25,41, ... }. Vyzkou-
sime prvnich par ¢isel a uvédomime si, Ze s rostoucim a roste i obsah. Snadno
pak najdeme spravnou odpovéd a = 13.

1014= 8= %aha =

Uloha 32. Na tabuli je napséano 1000 kladnych celych &isel se souétem 1200 500.
Nejmensi z nich je 101. Sefadime-li ¢isla podle velikosti, bude rozdil kazdych
dvou po sobé jdoucich bud 2, nebo 7. Jaké nejvetsi ¢islo mtze byt za téchto
podminek na tabuli napsané?

Vigsledek. 3099

Reseni. Cisla sefazena podle velikosti ozna¢me postupné 101 = nq,no,. ..,
n10o0- PTedstavme si nejprve, ze rozdil kazdych dvou po sobé jdoucich ¢isel je
roven 2. Potom

1000 = 101 +2-999 = 20997
1000

Z n; = 2200 - 500 = 1100 000.
i=1

Rozdil mezi zadanym souctem ¢isel na tabuli a minimalnim sou¢tem ¢isel,
kterd splnuji podminku na rozdil ze zadani, je 100 500 = 20 100 - 5. Zvétsime-li
rozdil n;4+1 —n; z dvou na sedm, pak se soucet vSech ¢isel zvysi o (1000 — i) - 5
a posledni ¢islo se zvysi o 5.

Z toho plyne, ze pro maximalizaci n1ggp musi byt rozdil 7 mezi ¢isly na co
nejvétsich indexech, aby se soucet zvétSoval co nejpomaleji (za predpokladu, zZe
se pak dopocitdme na spravny soucet). Nastésti je ¢islo 20 100 délitelné tremi,
tedy kdyz zvétsime rozdily ¢isel n;41 — n; pro @ = 800,...,999 na 7 misto 2,
dostaneme pozadovany soucet. Nejvetsi mozné napsané ¢islo pak je

11000 = 101 +2-999 + 200 - 5 = 3099.
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Uloha 33. Jaké nejmensi kladné celé &slo délitelné 11 ma lichy pocet cifer a
obsahuje pouze cislice 2 a 97

Visledek. 29292929 292

Resend. Nejprve uvedeme feseni, které nevyuzivé znalost kritéria délitelnosti je-
denéctkou; jednodussi feseni zalozené na této podmince je uvedeno v poslednim
odstaveci.

Vsimnéme si nejdiive, ze 100 dava po déleni 11 zbytek 1. To znamena,
ze pokud c¢islo vynasobime stem, nezméni se jeho zbytek po déleni 11. Nyni
predpokladejme, ze kladné ¢islo v desitkovém zapisu obsahuje dvé stejné cislice
a za sebou. Pak lze toto &slo napsat ve tvaru z - 10712 + 11 - a - 10" 4+ y pro
vhodna cela c¢isla z, y a n.

Ziejmé plati, Ze ¢islo x - 10™ +y je mensi nez predchozi ¢islo, jeho pocet cifer
ma stejnou paritu a zaroven dava stejny zbytek po déleni 11, protoze vzniklo
z predchoziho souctu podélenim prvniho ¢lenu 100 a vyskrtnutim druhého ¢lenu,
ktery je délitelny 11. Z toho plyne, ze hledané ¢islo neobsahuje dvojici po sobé
jdoucich dvojek nebo devitek, protoze jejich vyskrtnutim bychom dostali mensi
¢islo s kyzenymi vlastnostmi.

Nyni budeme jednoduse zkouset delsi a delsi ¢isla tvaru

2929...292 a 9292...929,

nez najdeme nejmensi takové ¢islo délitelné 11.

Reseni je jesté jednodussi, pokud si pamatujeme pravidlo délitelnosti 11:
¢islo je délitelné 11 pravé tehdy, kdyz rozdil souctu cifer na lichych a sudych
pozicich je délitelny 11. Z toho je okamzité vidét, ze vyskrtnutim dvou po sobé
jdoucich stejnych cifer se nezméni délitelnost 11. Kdyz pak dale uvazujeme ¢isla,
v nichz se stridaji dvojky a devitky, tak ta jsou délitelna 11, pokud vyrazy
2n — 9(n + 1) (pro disla zac¢inajici devitkou) nebo 9n — 2(n + 1) (pro ¢isla
zacinajici dvojkou) jsou délitelné 11. V obou piipadech je nejmensi takové n
rovno 5. Kandidati na nejmensi ¢islo jsou proto 29 292 929 292 a 92 929 292 929.
Vybereme to mensi z nich.

Uloha 34. Méjme pravidelny pétithelnik ABCDE a ozna¢me F prisecik th-
lopricek AD a BE. Rovnoramenny trojtihelnik AF'E lze rozsitit na pravidelny
pétithelnik AFEXY, ktery oznac¢ime jako p. Pravidelny pétithelnik, jehoz
vrcholy jsou pruseciky thlopiicek pétithelniku ABCDE, oznac¢ime q. Jak da-
leko od sebe jsou nejvzdalenéjsi vrcholy pétithelnika p a g, pokud vime, zZe
|AF| =17

Vigsledek. Y5 = 261803
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Reseni. Viimnéme si, ze pétithelniky p a ¢ se na sebe zobrazi ve stejnolehlosti
se sttedem F'. Timto bodem také prochazi spojnice obou dvojic nejvzdalenéjsich
vrcholtl, z nichz jsme si jednu vybrali a oznacili ji pismeny X a Z.

D

Plati, ze vnitini thel pfi vrcholu pravidelného pétithelniku ma 108° a thlo-
pricka pétithelniku vedenda z tohoto vrcholu déli tento tthel v poméru 2 : 1.
Z toho plyne, Ze |[<FAZ| = |<FZA| = 36°, takze trojuhelnik AF'Z je rovnora-
menny a

|FZ|=|FA|l=1.

Protoze maji vSechny tuhlopticky v pravidelném pétithelniku stejnou délku,
plati | XF| = |AE|. Pouzitim kosinové véty v rovnoramenném trojihelniku
AFFE ziskdme, ze

3 5 1
XF| = |AB| = VTFT = 2o 10w — |20 _ Lt ),

Nakonec spocitame, ze

34+5
R

\XZ| = |XF|+ |FZ| = |AE| + |FA| =

Uloha 35. Uvazujme vSechny uspofddané trojice prvocisel (a, b, c), které Tesi
rovnici
175a + 11ab + bc = abc.

Jaky je soucet vSech moznych hodnot, kterych mize ¢ nabyvat?

Visledek. 281
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Reseni. Rovnici piepiSeme do tvaru
a(bc — 11b — 175) = be.

7Z toho plyne, ze a déli soucin be. Protoze vSechna tii ¢isla jsou prvocisla, musi
nutné platit @ = b nebo a = ¢. V prvnim pripadé dostaneme, ze

ac—1la—175=¢ <= (a—1)(c—11)=186.

Z posledni rovnice dopocitame jediné prvociselné feseni (2,2,197). V druhém
pripadé dostaneme

ab—11b—175=b <= 175 =b(a — 12)

a z toho pak dalsi dvé prvociselnd feseni (47, 5,47) a (37,7, 37). Hledany soucet
je 197 4+ 47 + 37 = 281.

Uloha 36. Alca s Jirkou hledaji idedlni misto na dovolenou. Vybér zizili na
deset moznosti, ale nemohou se shodnout, ktera je ta prava. Nakonec se dohodli,
ze to udélaji nasledovné: Kazdy z nich ocisluje destinace nahodné ¢isly od 1 do
10, pricemz kazdé pouzije pravé jednou. Pokud bude existovat pravé jedna
destinace, které oba priradili ¢islo nejvyse 3, pak tam pojedou. Jinak zistanou
tréet doma. Jaka je Sance, ze nékam vyrazi?

Visledek. %

Reseni. Ozna¢me destinace podle Al¢ina oéislovani jako A1, As, ..., Ajp. Na
dovolenou Alca s Jirkou vyrazi pravé tehdy, Jirka pfiradi jedno z ¢isel 1 az
3 nékteré destinaci z trojice A, A, Az a zbyld dvé nékteré destinaci z Ay,

As, ..., Aj. Sance, ze se mu to ndhodnym oéislovanim povede, je
3\ (7
(1) ) (2) _ 21
10 :
(5) 40

Uloha 37. Mé&jme polynomy
p(z) = az®? + 52200 4. 4 ag?* 1 4 he? 2 4 1 b baz+ b

aq(z) = ar®+bx+a, kde a a b jsou kladn redln4 éisla. Vime, Ze ¢(z) mé jeden
realny kofen nésobnosti 2. Najdéte soucet vsech redlnych kofeni polynomu
p().

Visledek. —2
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Resend. V§imnéme si, Ze polynom p(r) miizeme napsat ve tvaru
(a + b) (22020 4 2018 4.y g2 g4 a2 ),

kde druhy clen je kladny, takze jediny redlny kotfen tohoto polynomu je z = %b.
Navic vime, Ze ¢(x) md dvojny kofen, takze plati

b2 — 4a® = 0.

Protoze a i b jsou kladna ¢isla, dostavame b = 2a. Dohromady vidime, Ze soucet
korenu je
-b —2a
— = —=-2.
a a

Uloha 38. Kuba napsal na tabuli viechna prvoéisla p, kterd maji nasledu-
jici vlastnost: Lze najit kladné celé ¢islo n, pro které ma desetinny rozvoj %
nejkratsi periodu délky 5. Urcete soucet téchto prvocisel.

Visledek. 312

Reseni. Nejprve zdivodnime, pro¢ mizeme piedpokladat, ze n < p a ze 5-
periodicky desetinny rozvoj % zacind hned za desetinnou ¢arkou: Kdykoli je
totiz rozvoj 2 jen posléze periodicky, mizeme posunout desetinnou carku vy-
nasobenim ¢isla n vhodnou mocninou 10. Pokud je potom n > p, najdeme
n' < p spliujici n = kp + n’. Volbou n’ misto n pak ,vymazeme* 4st pred
desetinnou ¢arkou.

Pokud je 0,ABCDE periodicky desetinny rozvoj %, pak 99999 - % = 10° -
% — % = ABCDEF je celé cislo. Protoze n < p a p prvocislo, vyplyva z toho, ze
p | 99999, neboli p | 3% - 41 - 271. Jak %, tak i % maji nejkratsi periodu délky 1,
ale ﬁ = 0,02439 a 2—;1 = 0,00369 jsou pozadovaného tvaru. Vysledek je tedy
41 4+ 271 = 312.

Uloha 39. Ctyfi lidé sedi v mistnosti. Kazdy z nich mluvi pravé tfemi z na-
sledujicich péti jazykt (a zddnou jinou Fe¢ neumi): angli¢tina, byrokratstina,
gaelstina, irstina a velStina. Je jasné, ze zpusobi, jak piitadit konkrétni jazyky
témto ¢tyrem lidem, je 10000. Pro kolik z téchto zpusobu existuje ¢lovék, ktery
si muze stézovat v jazyce, jemuz vsichni rozuméji?

Vijsledek. 5680

Reseni. Ocislujme jazyky ¢isly 1 az 5. Nasledné symbolem A; oznaéme mno-
Zinu vsech moznych prifazeni jazykiu, ve kterych je i-ty jazyk srozumitelny pro
vsSechny — forméalné vzato jde o mnozinu usporadanych ¢tveric neusporadanych
trojic jazykt, v nichz kazda trojice obsahuje i-ty jazyk. Uloha se nds pak pté
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, coz spocteme pomoci principu inkluze a exkluze. Velikost jedné

po ‘U?:l Az

mnoziny A; uré¢ime snadno: Mame vybrany jeden ,spoleény* jazyk (ten i-ty) a
celkem (3)4 = 6% moznosti, jak véem vybrat zbylé dva — 6 zptisobti pro kazdého
clovéka, pricemz vybér u dvou rtznych lidi je nezavisly. Téchto mnozin je 5.

Nésledné spocitame velikosti prinikt 4; N A;. Mame vybrané dva spolecné
jazyky (i-ty a j-ty) a celkem 3* zpiisobtl, jak doplnit pro kazdého ¢lovéka zbyly
jazyk. Téchto mnozin je tolik, kolika zpusoby muzeme vybrat dva spolecné
jazyky, tedy 10 = (g)

Nakonec se zaméfime na pruniky trojic mnozin A; N A; N Aj. Tti spole¢né
jazyky miizeme vybrat 10 = (3}) zptisoby, a pro kazdy z nich je velikost daného
pruniku rovna jedné. Priniky vice nez tii A; jsou nulové. Z principu inkluze a
exkluze tedy muzeme psit

5

Ja

i=1

=5-6*—10-3* + 10 = 6480 — 810 + 10 = 5680,

coz je hledané feseni tlohy.

Uloha 40. Julie sepsala viechny zlomky, jejichZ jmenovatel i Citatel jsou
kladné celéd ¢isla mensi nebo rovna 100, a pak smazala ty z nich, které nejsou
v zakladnim tvaru. Zbyvajici zlomky seradila od nejmensiho po nejvétsi. Ktery
zlomek se objevi bezprostiedné pred %?

Visledek. g—g

S v a : “s 5 2 a+2 Vv v a v, 5 2 v,
Reseni. Pokud § je mensi nez 3, pak §75 je VetS} nez ¢ a mensi nez 5. Staci
tedy vyzkouset zlomky s jmenovateli 98, 99 a 100. Resenim je nejvétsi ze zlomkt
65 65 5 66 _ %. Porovnanim urcime, ze

987 99 100

6 _38 _6 _2
99 ~ 50 98 "3

()

Uloha 41. Dvacet tii jednotkovych &ernych kostek je umisténo do krychlové
sité o strané délky 6. Obrazek znazornuje, jak vysledny objekt vypada shora
(levy ¢tverec) a zepfedu (pravy Ctverec). Bily étverecek znamend, Zze v daném
sloupci neni zadna ¢erna kostka. Spole¢nd hrana horniho a predniho ¢tverce je
vyznacCena Cervené. Jaky je celkovy povrch ¢erného objektu?
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Visledek. 130

Reseni. Celkovy povrch objektu je roven sou¢tu povrchil jednotlivych éernych
kostek bez dvojnasobku poctu vsech stén, kterymi se nékteré dvé ¢erné kostky
dotykaji. Podle orientace kostek rozlisujeme tii typy dotykt. Oznacme je predo-
zadni, horno-dolni a pravo-levy. Treti zminovany typ dotyku se musi promit-
nout do obou obrazki, a to dvojici horizontalné sousedicich ¢ernych ctvereckt
ve stejnych dvou sloupcich. Projdeme-li obrazky sloupec po sloupci, zjistime,
ze takovy dotyk nemohl nastat.

Pokud se kostky dotykaji predo-zadné, pak se na prvnim obrazku promitnou
do téhoz sloupce a budou sdilet vodorovnou hranu, a na druhém obrazku se
jevi jako jeden cerny Ctverecek. Na prvnim obrazku méme v prvnim sloupci
tTi ¢tverce, které sdileji dvé hrany. Vzhledem k tomu, ze na druhém obrazku je
v tomto sloupci jediny éerny ¢tverec, pripadaji na né celkem dva predo-zadni
dotyky; v dalsich sloupcich uz prvni obrazek takovy dotyk neumoznuje. Horno-
dolni dotyk se od predo-zadniho lisi jen tim, Ze si obrazky prohodi role. Stejnou
uvahou jako v pripadé predo-zadniho dotyku proto dojdeme k tomu, ze i tyto
dotyky jsou dva (tentokrat v patém sloupci).

Plocha objektu je tedy 6 - 23 —2 -4 = 130.

Uloha 42. Posloupnost kladnych celych &sel dy, da, . . ., dj; nazveme postupngm
rozkladem kladného celého ¢isla N, pokud plati £ > 1, d; # 1, jsou splnény
délitelnosti dy | do | d3 | -+ | di | N a zéroveii plati dy - dy---dp = N. Cislo
dj, nazveme vedoucim clenem daného postupného rozkladu. Uréete aritmeticky
prumér vedoucich ¢lent pres vSechny postupné rozklady ¢isla 720.

Visledek. 204

Resend. Vime, ze 720 = 2*.32.5. Podivame-li se na exponenty jednotlivych prvo-
¢isel, tak ty v postupném rozkladu tvofi neklesajici posloupnost, jejiz soucet je
roven exponentu tohoto prvocisla v ¢isle 720. Pro prvocislo dvé mame moznosti
(1,1,1,1), (1,1,2), (2,2), (1,3), (4) a vSechny pfedchozi s pfiddnim libovolné
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mnoha nul na zac¢étek. Pro trojku mame podobné moznosti (1,1) nebo (2) a
pro pétku pouze (1). V obou piipadech muzeme opét na zaédtek pridat nékolik
nul. Libovolna kombinace téchto posloupnosti ndm dava platny rozklad expo-
nentu jednotlivych prvocisel, pokud vsechny posloupnosti doplnime na délku
nejdelsi z nich nulami na zacatku. Celkem tedy méame 5-2-1 = 10 postupnych
rozkladi ¢isla 720 a aritmeticky prumér vedoucich ¢lent je

(24+4+4+8+16)-(3+9)-5
10

= 204.

Uloha 43. Hra Scrabboj se skladé z hraci desky 5 x 1 a balicku nékolika
kament s pismeny N, A, B, O, J (pfi¢emz dva kameny se stejnym pismenem
povazujeme za ruzné kameny). Kolik existuje riznych sad Scrabboje takovych,
ze slovo NABOJ lze slozit 1440 zptsoby?

Visledek. 9450

Reseni. Oznaéme n, a, b, o, j po fadé poéty kament s pismeny N, A, B, O, J.
Hleddme pétice (n,a,b,0,7) s

n-a-b-o-j=1440 = 2°.3%.5.

Mocniny kazdého prvocisla mohou byt nezdvisle rozdéleny mezi ¢isla n, a, b,
0, j a ruzna rozdéleni odpovidaji riznym péticim. Naptiklad pro prvocislo 2
4) riznymi
zpusoby, nebot ekvivalentné si mizeme vybrat, ktera z 9 véci je objekt a ktera
je rozdélovac mezi krabickami. Obdobné pro 3 existuje (2) riznych zplsobt a

pro 5 jich je (i) Celkem tedy existuje

() ) = s-om

vhodnych sad Scrabboje.

potfebujeme rozdélit 5 objektt do péti krabicek. To Ize udélat (9

Uloha 44. Najdéte nejvétsi kladné celé &slo n takové, ze 42021 4 4m 4 43500 5o
druh4 mocnina celého cisla.

Visledek. 4978

Resent. Pfedpoklédejgne, 7e n je aspon 2021. Po vydéleni 42021 4 47 4 43500
¢islem 42921 = (22021) potom dostaneme opét ¢tverec

1+ (2m)2 +229587
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kde m = n — 2021. Tento vyraz je druhou mocninou ¢éisla vétsiho nez 2™.
Muzeme ho tedy zapsat jako

(2m)2 4 22958 4 1= (2m +$)2

pro néjaké kladné celé &islo . Potom z - 2711 + 22 = 22958 4 1. Leva strana
roste s rostoucimi m i , zatimco prava strana je konstantni. ReSen{ s nejvétsim
m ma tedy nejmensi z. Pro x = 1 dostaneme m = 2957 a n = m+ 2021 = 4978.
N&s pocatecni predpoklad, ze nejvétsi n je nejméné 2021, je tedy potvrzen.
Resenim je n = 4978.

Uloha 45. Kolik koeficientt polynomu

2021
P(z) = H (-TZ + (*1)1-2') = (:L'2 + 2)(:17‘3 — 3)(x4 +4)--- (x2021 —2021)

i=2
je kladnych (ostfe vétsich nez 0)?
Visledek. 1021616

Resend. Definujme polynom

Qz) = P(—x) = (2* + 2)(—2® = 3)(z* + 4) - - (=2 — 2021) =
= (—1)1%0(2% 4 2)(2® + 3)(x* + 4) - - (20 +2021)

a vSimnéme si, Ze vSechny nenulové koeficienty jsou kladné a ze v zadném
¢lenu neni z v prvni mocniné. Tvrdime, Ze tyto koeficienty odpovidaji skoro
vSem mocnindm z¥, kde

0<k<243+---+2021=2043230= 5.

Urcité vsak k # 1 a k # S — 1, protoze zadna zavorka neobsahuje x, takze
5-2

evvs

nejnizsi nenulovad mocnina z je 22 a druhd nejvyssi mocnina je

Nyni dokazeme, ze vSechny ostatni mocniny vyse jsou v polynomu piitomny
s kladnym koeficientem, neboli Ze nejmensi ¢islo m vétsi nez 1, které nelze za-
psat jako soucet néjaké podmnoziny &isel z mnoziny {2,3,...,2021}, je S — 1.
Tvrzeni jsou ekvivalentni, protoze plati, Ze ve vysledném soucinu jsou pravée ty
mocniny x, které lze napsat jako soucin néjaké podmnoziny mocnin x v zavor-
kach. Zrejmé m > 3.

Tvrdime, ze

m—1=k+(k+1)+...4+2021

pro néjaké k = 2,3,...,2021. V opacném pripadé umime m — 1 zapsat jako
soucet Cisel z podmnoziny M mnoziny {2,3,...,2021} a navic existuje ¢islo
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o jednicku vétsi nez néjaké ¢islo z M, které v mnoziné M neni a neni vétsi nez
2021. Vyménime-li tato dvé c¢isla, pak soucet ¢isel z M je roven m, coz je spor.
Navic plati, ze k < 3, jinak

24 (k—1)+ (k+1)+ -+ 2021

je zpusob, jak vyjadrit m. To znamend, ze m =1+3+4+4---+2021 =S5 —1.
Tedy Q(x) mé % + 1 kladnych koeficient u sudych mocnin z a % — 2 kladnych
koeficientu u lichych mocnin z. Puvodni polynom mé znaménka koeficientti
u lichych mocnin opacnd nez Q(x), takze ma pravé % +1=1021616 kladnych
koeficient.

Uloha 46. David pred sebou vidi velkou krychli, kterd je tvofena 4 x 4 x 4
krychlickami o hrané délky 1. Hrany téchto krychlic¢ek tvoti krychlovou mrizku.
Oznac¢me jeden z vrcholt velké krychle (0,0,0) a déle vrcholy krychlicek sou-
fadnicemi (x,y, z) podle jejich polohy v mifZzce. David se ptd sdm sebe, kolika
zpusoby se po hrandch téchto krychli¢ek muze dostat z bodu (0,0,0) do bodu
(4,4,4), aniz by pfi tom prosel vrcholem (2,2,2). Aby nemusel tolik pocitat,
rozhodl se, Ze ho zajimaji pouze nejkratsi takové cesty. Kolik jich je?

Vijsledek. 26550

Reseni. Vsimnéme si, ze libovolna cesta délky 1 z bodu (z,v,2) nis dovede
do bodu, ktery se oproti nému bude lisit pravé v jedné souradnici, a to o +1.
Abychom se dostali z bodu (0, 0,0) do (4, 4,4), musime tedy projit alespon ¢tyf¥i
hrany v kladném sméru osy x, alespon ¢tyti v kladném sméru osy y a alespon
¢tyti v kladném sméru osy z.

Ptjdeme-li po hrané v opa¢ném nez kladném sméru, pak nejdeme po nej-
kratsi cesté, protoze za kazdou takovou hranu pak musime jit hranou v opacném
smeéru a tyto dvé hrany nas v sou¢tu nikam neposunou. Nejkratsi cesta ma tedy
dvandct hran (vSechny prochazime v kladném sméru nékteré z os). Pro urceni
poctu takovych cest muzeme nejdiive vybrat, které z téchto dvanacti hran po-
vedou ve sméru osy z, a ze zbylych osmi pak ¢tyri hrany, které povedou ve

sméru osy y, tj.
12 8\ 12!
4 4) 414140

Nyni zbyva urcit pocet cest, které prochdzi bodem (2,2,2). Ze symetrie
vime, Ze pocet nejkratsich cest vedoucich z (0,0,0) do (2,2,2) je roven poctu
nejkratsich cest z (2,2,2) to (4,4,4), coZ je na zékladé stejné argumentace jako

vyse
6 4\ 6
2 2] ar.ar.2l
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Pro kazdou cestu z (0,0,0) do (2,2,2) existuje %:2, moznych pokracovani
z (2,2,2) do (4,4,4). Pocet cest prochazejicich bodem (2,2,2) je tedy
6! 6! 6! - 6!
2I-21.21 20-21.21 26

Cislo, které David hleds, je pak (41“2)!3 — (62!(22 = 26550.

Uloha 47. Rovnostranny trojihelnik pfehneme tak, aby se jeden z jeho vr-
choltt dotykal protéjsi strany (viz obrézek). Obsahy trojihelnikd, které vznik-
nou v neprehnuté ¢asti trojuhelniku, jsou 100 a 64. Najdéte obsah prehnuté
(trojuihelnikové) ¢asti.

Visledek. 98

Reseni. Do obréazku jsme zaznacili diilezité body a také zndmé thly.
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Vime, Ze trojihelnik ABC je rovnostranny, takze
|<BDE| + |<DEB| = 120° = |<BDE| + |<FDA].

Z toho plyne, ze |<DEB| = |<FDA]|, a tedy trojihelniky ADF a BED jsou
podobné. Pomér obsahti téchto trojihelniku je 100 : 64, takze pomér odpovida-
jicich si stran je 5 : 4.
Oznacime-li
r=|DB|, s=|BE|, t=|ED|,
pak muzeme délky usecek v obrazku vyjadrit nasledujicim zptisobem:

A

<

S

Slo

Pro a délku strany strany puvodniho rovnostranného trojihelniku dostaneme
nasledujici soustavu rovnic:

a=s +t,
5
= - t
a 4(7‘+ )7
a:Zs +r,

V3
S
Odecteme-li od sebe prvni dvé rovnice, dostaneme t = 4s—5r. Dosadime-li tento
mezivysledek do druhé rovnice a tu odec¢teme od treti, pak Gpravou obdrzime
s = %r. Posledni rovnici nakonec vyuzijeme k tomu, abychom spocitali r:

1
64 = grs -sin60° = r

=S

64 =12

wt| co

=

ﬁ
|

=
ElE

33



Zpétnym dosazenim zjistime, ze

L
=5 5\ V3

Vyuzitim analogického vztahu pro vypocet obsahu, jako byla ¢tvrtd rovnice,
nakonec zjistime, Ze hledany obsah je

1 /5 5 49 160 /3
Z.o( Z¢)-t-sin60° = = = 98.
2 (4) S 8% V3 2

Uloha 48. Marian hézi minci, dokud mu ve tiech po sobé jdoucich hodech ne-
padne posloupnost panna—orel-panna. Jaka je pravdépodobnost, ze padla tato
posloupnost, ale v zadnych ¢tyfech po sobé jdoucich hodech nepadla posloup-
nost orel-panna—orel-panna?

Marian mé férovou minci, takZze pravdépodobnost, Ze padne panna, respek-
tive orel, je %

Visledek. %

Reseni. Oznacéme E jev, kdy padne posloupnost panna-orel-panna (zkracené
POP) predtim, nez padne posloupnost OPOP. Pravdépodobnost, Ze tento
jev nastane, znac¢ime P(FE). Pro danou koneénou posloupnost hodt s ozna¢me
P(E | s) pravdépodobnost, Ze nastane jev E v posloupnosti hodu zaéinajici po-
sloupnosti s a dale pokracujici ndhodné. Oznacme x = P(E | P)ay = P(E | O).
Rozvinutim pocateéni posloupnosti hodi dostaneme, ze:

z= (E\PP)+2P(E|PO)

w\»—wo\»—‘

1
P(E | PP)+ - 1 P(E | POO) + - 1 P(E | POP). (2)
Podobné rozvineme i y, nicméné jdeme jesté o krok dal:
1 1 1 1
y=5 P(E | 0O0) + 1 P(E | OPP)+ 3 P(E | OPOO) + 3 P(OPOP). (3)

Protoze se panna a orel v posloupnostech POP i OPOP pravidelné stiidaji,
plati

z=P(E|P)
= P(E|O)

P(E | PP)=P(E | OPP),
P(E | 00) = P(E | POO) = P(E | OPOO).
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Ziejmé P(E | POP) =1a P(E | OPOP) =0, diky ¢emuz mizeme rovnice (2)
a (3) upravit do tvaru

_z+y+1
T T Ty
_y.,r. Y
y—2+4+8.

Soustava ma feseni x = % ay= % Kazdé posloupnost se stejnou pravdépodob-

nosti za¢ne pannou nebo orlem, takze konecné

_rxty
2

5

P(E):%P(E\P)Jr%P(E\O)

Uloha 49. Najdéte nejmensi kladné redlné ¢islo x, které mé nésledujici vlast-
nost: Existuje alespon jedna trojice kladnych redlnych &isel (s,t,u) Fesici sou-
stavu rovnic

s? — st + 12 =12,

2 —tu+u® = x,
a navic plati, ze zddné dvé trojice kladnych redlnych ¢isel resici tuto soustavu
se nelisi pouze v posledni souradnici, tj. v hodnoté u.
Visledek. 16
Reseni. Uvazujme v roviné body S, T, U a C takové, ze plati |CS| = s,
|CT|=t, |CU|=ua

|<<SCT| = |<«TCU| =60° a |«SCU|=120°,

kde s, t a u jsou nezndmé ze zadani. Z kosinovych vét pro trojihelniky C'ST a
CTU a ze zadanych rovnic plyne, Ze |ST|> =12 a [TU|? = .

qu"x(—
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Vsimnéme si, ze je-li  pevné, pak v soustavé ze zadani hodnota u zavisi
pouze na t. V Tec¢i obrazkl to znamend, Ze pro pevné hodnoty s, t a uhel
|<T'CU| = 60° hleddme z = |TU|? takové, ze bod U je jednoznaéné uréeny.
Pro libovolnou pevnou hodnotu t to znamena bud

|TU| >t, mnebo |TU|=tsin60° < t.

Druhy pripad je ekvivalentni tomu, ze pifimka CU je tecnou kruznice se sttedem
v bodé T a polomérem |TU].

C U B ()

Zkusme nyni najit nejvétsi hodnotu ¢. Je-li délka |ST| pevnd, pak je tsecka
C'T nejdelsi, pokud je kolma na C'S. V tom pripadé

23

a bod U je jednoznac¢né urcen, pokud
|TU| >4 mnebo |TU|=4sin60° < 4.

Nyni si uvédomme, Ze t nabyvd, v zavislosti na velikosti thlu <CST, vSech
hodnot v intervalu (0, 4), takze aby byl bod U jednoznacéné urcen, musi platit
|TU| >t pro viechny hodnoty ¢, a tedy hledané = je z = 42 = 16.

Uloha 50. Anicka secetla 2020 po sobé jdoucich nezdporngch celych &sel.
Martina ji chtéla trumfnout, a tak secetla 2020 4+ x po sobé jdoucich neza-
pornych celych ¢isel. Prekvapilo ji, ze dostala stejny vysledek. Pro kolik cisel
x €{1,2,3,...,2020} se to mohlo st&t?

Visledek. 1262
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Reseni. Ozna¢me prvni ¢len kratsi posloupnosti n a delsi m. Pak lze podminku
ze zadani formulovat nasledovné: Pro kterd z existuji m a n takova, Ze plati
nasledujici rovnice:

2019 - 202 201 009
2020n+w:(2020+x)m+ (20 9+x)2( 020 + 7).

2 2019 + 202
2020(n — m) = m + 20 92-|- 0 0—|—x? )

Leva strana druhé rovnice je délitelnd ¢tyfmi, takze ¢tyimi musi byt délitelna

i prava strana, tj.
4 M
r{m+——]|.
2

Z toho plyne, ze bud je x liché (a tedy je zavorka délitelnd ¢tyimi), nebo 8 | x
(kdyZ je z sudé, pak je  — 1 liché a jednu mocninu dvojky ztratime, protoze
zévorka neni celo¢iselnd).

Nyni mtZeme ovérit, ze pro x = 2k+1, k € {0,1,...,1009}, m = 2020—k a
n = 2020 + 3k + 2 rovnice (4) plati. Pro z = 8k, k € {1,2,...,252} rovnice (4)
plati s m = 1263 — 4k a n = 1263 + 9k (¢isla m a n jsou kladnd pro vSechny
hodnoty k).

Celkem jsme tedy nasli 1010 + 252 = 1262 moznych hodnot x a ukazali
jsme, ze zadné jiné nepripadaji v ivahu.

Uloha 51. Kruznice kg a ko se dotykaji kruznice ks postupné v bodech P
a . Najdéte polomér kruznice k4, pokud vite, ze poloméry kruznic kg a k¢
jsourg =5arc =3, % |PQ| = 6 a ze vzdalenost bodu dotyku téchto kruznic
se spolefnou vnéjsi tecnou je |[T'S| = 12, viz obrizek.

Vijsledek. Y51 = 393675
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Reseni. Ozna¢me A, B a C stiedy kruznic k4, kp a kc. Necht déle o = |[<QAP|,
B = |<PBT|, v = |<SCQ)|. Vime, ze BT 1L TS a CS L TS, tedy

a+ B+ v = 360°,

protoze spolecné s témito dvéma pravymi dhly jsou to vnitini thly pétithelniku
TBACS.

Vzhledem k tomu, ze T'S je teéna kruzmic kp a k¢, tak |<PTS| = %ﬂ a
|<T'SQ| = 4+, protoze jsou to tisekové thly pifslusné kruznicovym obloukiim
PT a @QS. Z faktu

|<<SQP| = 180° — |[<CQS| — |[<AQP| =

—180° — (90° — & 90° — 1) = Lo )
- 2 97 ) Tl

plyne, Ze |<PTS|+ |<SQP| = 180°, a tedy Ctyithelnik PQST je tétivovy.
Oznacme D prusecik pirimek TP a SQ. Z toho, ze PQST je tétivovy, plyne, ze
trojuhelniky DST a DPQ jsou podobné a to déle implikuje, ze

PQ| _ |DP| _ |DQ| o)
|ST| |DS] |DT|"

Opétovnym vyuzitim toho, ze [<PTS| = 1f a |[<T'SQ| = %’y, dostaneme
1
|<SDT| = |<QDP| = 2%

coz znamena, ze D lez{ na kruznici k4.
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Déle také mame, ze |<DPA| = |<TPB]| a trojthelniky APD a BPT jsou po-
dobné. Analogicky dostaneme, ze trojihelniky ADQ a C'SQ jsou také podobné.
7 téchto podobnosti plynou nésledujici vztahy

T _rs 0 1QS] _re

|DP|  ra IDQ| T4

a z nich pak

|DT|  ra+7rB |IDS|  ra+rc
|DP| rA 1DQ| ra

Vyuzijeme-li tyto vztahy a rovnici (5), dorazime k

ST2_ |DS| [DT| _ (ra+rs)-(ra+re)
[PQ ~ |DP| DQ) =

Nakonec dosazenim znamych hodnot a vyresenim kvadratické rovnice

144
%wi:r%%—&m—i—w = 3r4 —8ra—15=0

ziskdme dvé TeSeni
8++164+12-15 4++/61
6 -3

a nechame si jen to kladné, tj. % = 3,93675.
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Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzity Karlovy v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy patii tradi¢né k nejlepsim
védeckym a vzdélavacim institucim celé Ceské republiky. Nabizi kvalitni vzdé-
lani v Sirokém spektru matematickych, fyzikdlnich, informatickych a ucitel-
skych oborti. Studenti fakulty se v rdmci vyuky podileji na mezindrodnich
vyzkumnych projektech nebo v rdmci programu Erasmus studuji v zahranici.
Zhruba 6% védeckych visledki (podle RIV) celé Ceské republiky produkuje
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy. Taktéz v instituciondlnim
hodnoceni vykonnosti ¢i v medidlnich zebriccich zaujima prvni mista. Studium
na fakulté otevird moznost Ucasti na mezinarodnich projektech, napriklad na
vyzkumech ve svycarském CERNu. Ziskané zkuSenosti jsou zaroven vybornym
zdkladem pro dspésnou kariéru ve vlastnim podnikéni. Absolventy MFF UK
najdeme také ve firmach jako je Facebook, Oracle nebo Google. Ro¢né absolvuje
kolem 400 studentti, z nichz 96,5% se uplatni v oboru.

Matematicky korespondencni seminar MFF UK

Matematicky korespondenéni seminéf, téZz zvany PraSe (PRAzZsky SEmindr),
je soutéz pro studenty stfednich skol, organizovana Matematicko-fyzikalni fa-
kultou Univerzity Karlovy v Praze. Probih4 po cely skolni rok. Zhruba jednou
za mésic zadavame priklady z raznych oblasti stfedoskolské matematiky. Ode-
slana Treseni opravime, obodujeme a posleme zpét spolu s novym zadanim. Vice
informaci véetné aktudlniho zadani se dozvite na mks.mff.cuni.cz.

Co lze resenim ziskat? Samoziejmé matematicky rust a spoustu zdbavy, krom
toho také tfeba moznost jet na soustfedéni, kde se seznamite jak s organizatory,
tak s dalsimi resiteli, na prednaskéach se dozvite néco zajimavého o matematice,
a pri hrach si od matematiky naopak dobre odpocinete. Dalsi z vyhod je moz-
nost odpusténi prijimacich zkousek na MFF UK.



