Zadanie 1. Zapytana o swéj wiek, babcia Marysia odpowiedziata zagadka: Mam piatke dzieci w réznym wieku
i pomiedzy kazdymi sasiednimi sg 4 lata réznicy. Pierwsze dziecko urodzitam gdy miatam 21 lat, a teraz moje najmtodsze
dziecko ma 21 lat. Wyznacz wiek babci.

Wynik. 58
Rozwigzanie. Wiek babci moze by¢ tatwo obliczony w nastepujacy sposéb: 21 +4 -4 4+ 21 = 58.

Zadanie 2. Stary wiatrak ma pie¢ trojkatnych skrzydel. Skonstruowano go z pieciu odcinkéw réwnej dtugosci, ktérych
srodki pokrywaja sie w punkcie S, a nastepnie polaczono odpowiednie ich konce (patrz rysunek). Wyznacz miare kata
oznaczonego znakiem zapytania (w stopniach).

80°

Wynik. 56

Rozwigzanie. Rozwazmy powstale pie¢ rownoramiennych trdjkatéw. Suma miar katow wewnetrznych tych trojkatow
przy wierzchotku S wynosi 180°. Wobec tego miar suma pieciu zaznaczonych katéw wynosi w = 360° skad
wynika, ze szukany kat ma miare 360° — 67° — 80° — 85° — 72° = 56°.

Zadanie 3. Uczniowie pewnej klasy brali udzial w trzech réznych konkurencjach sportowych. Kazdy uczen wystar-
towal w co najmniej jednej konkurencji. Ostatecznie 22 uczniéw wybrato sprint, 13 zdecydowalo sie na skok w dal,
a 15 sprobowalo swoich sit w pchnieciu kulg. Ponadto wiemy, ze 8 uczniéw wybralto zaréwno sprint jak i skok w dal,
7 postanowito wzia¢ udzial w sprincie i pchnigciu kula, a 6 w skoku w dal i pchnieciu kula. Bylo tez 3 bardzo ambitnych
uczniéw, ktérzy wystartowali we wszystkich trzech konkurencjach. Ilu jest uczniéw w tej klasie?

Wynik. 32

Rozwigzanie. Dodajmy liczby uczestnikéw kazdego konkursu a nastepnie odejmijmy liczbe uczestnikéw dwédch réznych
konkursow. Widzimy, ze wowczas trojka ambitnych uczniéw zostala odjeta o jeden raz za duzo, wiec nalezy ich liczbe
jeszcze raz dodac. Zatem odpowiedz to 22 4+ 13 +15—-8 -7 -6+ 3 = 32.

Zadanie 4. Liczbe nazwiemy superparzystq jesli wszystkie jej cyfry sa parzyste. Ile pieciocyfrowych liczb superparzy-
stych ma te wlasnoéé, ze po zsumowaniu z liczba 24680 otrzymujemy inng liczbe superparzysta?
Wynik. 90

Rozwigzanie. Jest pie¢ jednocyfrowych liczb parzystych. Aby wynik opisanego dodawania byt superparzysty, kazda
suma dwdch cyfr obliczana w procesie tradycyjnego algorytmu dodawania musi by¢ mniejsza niz 10. Uwzgledniajac, ze
liczba nie moze rozpoczynac sie cyfra 0, uzyskujemy po trzy mozliwosci dla kazdej z dwéch pierwszych cyfr, dwie dla
trzeciej cyfry, jedna dla czwartej oraz pie¢ dla ostatniej. L.acznie dostajemy 3-3-2-1-5 = 90 liczb.

Zadanie 5. Dawno, dawno temu zyl pewien madry krél. Jego posiadlosci otaczaly cztery okraglte mury o wspdlnym
srodku w zamku i promieniach kolejno 50, 100, 150, 200 (tereny pomiedzy murami takze nalezaly do posiadlosci kréla).
W krélestwie panowal pokdj, wiec krél postanowil, ze wyburzy wszystkie cztery mury i zbuduje z pozyskanego z nich
materiatu nowy okragly mur o najwigkszym mozliwym obwodzie, ponownie z jego zamkiem w $rodku. Jaki jest stosunek
pola nowych posiadlosci do pola wezedniejszych posiadlosci (jako liczba wieksza lub réwna 1)?

Wynik. 25/4
Rozwigzanie. Wiemy, ze suma obwodéw czterech muréw bedzie réwna obwodowi nowego muru. Oznaczmy promien
nowego dluzszego muru przez r. Mamy 27 - 50 + 27 - 100 + 27 - 150 + 27 - 200 = 27 - r, skad wnioskujemy, ze r jest suma

. . 7 . . 7’ . . 2
promieni czterech muréw: r = 500. Stosunek powierzchni obszaréw wynosi zatem 7’;3882 = 25/4.




Zadanie 6. Jadzia prébuje otworzy¢ zamek. Wie, ze kod jest czterocyfrowy oraz:
e wszystkie jego cyfry sa rézne,
e 171 137 sa jego dzielnikami,
e suma jego cyfr jest mozliwie najmniejsza.

Jaki jest kod do zamka?
Wynik. 9316

Rozwigzanie. Poniewaz szukana liczba jest podzielna przez liczby pierwsze 137 i 17, wiec musi by¢ wielokrotnoscia
13717 = 2329. Zauwazmy, ze ta liczba nie spelnia wszystkich warunkéw oraz ze liczbe t¢ mozna pomnozy¢ tylko przez
2, 3 lub 4, aby nadal byla liczba czterocyfrowa. Liczymy 2329 - 2 = 4658, 2329 - 3 = 6987 i 2329 - 4 = 9316, ktore maja
odpowiednio sumy cyfr réwne 23, 30 i 19. Poniewaz 19 jest z nich najmniejsza, wiec liczba 9316 jest szukanym kodem
do zamka.

Zadanie 7. Na stole leza cztery wielokaty: trdojkat réwnoboczny o jednostkowym boku i trzy inne przystajace
wielokaty foremne, réwniez o jednostkowym boku. Kazde dwa sposrdd tych wielokatéw majg doktadnie jeden wspdlny
bok, ale na siebie nie nachodza. Jaki jest obwdd powstalej figury (nie bierzemy pod uwage wspélnych bokéw dwoch
wielokatéw)?

Wynik. 27

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze trzy przystajace wielokaty otaczajace tréjkat maja po n bokéw. Wowcezas wynik wynosi
3(n — 3), poniewaz kazdy taki wielokat dzieli doktadnie 3 boki z innymi wielokatami (wliczajac w to tréjkat) oraz kazdy
bok ma dlugosé 1. Skoro dwa katy n-kata i kat trojkata réwnobocznego sktadaja si¢ tacznie na kat pelny, to nasz n-kat
foremny ma kat wewnetrzny réwny 150°. Poniewaz suma katéw wewnetrznych n-kata wynosi (n — 2) - 180°, wiec liczba
n jest rozwiazaniem réwnania 150n = 180(n — 2), skad n = 12. Wstawiajac to do podanego powyzej wzoru dostajemy,
ze powstala figura ma obwdd 27.

Zadanie 8. Dany jest trojkat réwnoboczny z zaznaczonymi punktami na obwodzie (wliczajac jego trzy wierzchotki).
Punkty te dziela kazdy z bokéw na 2021 réwnych odcinkéw. Wyznacz liczbe réznych tréjkatéw réwnobocznych
o wierzchotkach w zaznaczonych punktach. Rysunek przedstawia przykladowy tréjkat z zaznaczonymi punktami
w przypadku, gdy bok dzielimy na 6 réwnych czesci.

Wynik. 8081

Rozwigzanie. Przez ,tréjkat” bedziemy rozumieli trojkat réwnoboczny o wierzchotkach w zaznaczonych punktach.
Oproécz catego danego trojkata jest 3 - 2020 tréjkatow, ktore majg z nim dokladnie jeden wspdlny wierzcholek oraz
2020 trojkatow, ktore nie maja z nim wspdlnych wierzchotkéw (ale maja wspdélny $rodek). W sumie uzyskujemy
1+ 3-2020 4 2020 = 8081 trojkatow.

Zadanie 9. 0Od kwadratowej kartki papieru Weronika odcieta cztery naroza, uzyskujac osmiokat foremny. f.aczna
powierzchnia odcietych kawalkow jest rowna 300. Jaka jest dlugosé boku uzyskanego osmiokata foremnego?
Wynik. /300 = 17.32051

Rozwigzanie. Kazdy z katéw wewnetrznych oSmiokata foremnego ma miare 135°. Wobec tego cztery odcigte przez
Weronike tréojkaty sa prostokatne i réwnoramienne, a zatem mozna z nich ulozyé kwadrat o boku takim, jak bok



wycigtego o$miokata. Stad wniosek, ze szukana dtugosé to +/300.

Zadanie 10. Znajdz najwieksza trzycyfrowa dodatnia liczbe catkowita n, ktéra ma nastepujace wlasnosci:
1. suma cyfr n wynosi 16,
2. iloczyn cyfr n jest rézny od 0, ale cyfra jednosci tego iloczynu wynosi 0,

3. suma cyfr iloczynu cyfr n wynosi 3.

Wynik. 853

Rozwigzanie. 7 drugiego warunku wiemy, ze jedna z cyfr n jest 5, oraz co najmniej jedna z cyfr n jest parzysta. Co
wiecej, zadna z cyfr nie moze byé réwna 0. Korzystajac z pierwszego warunku, dostajemy nastepujace mozliwosci:
5,2,91ub 5,4, 7lub 5, 6, 5 1ub 5, 8, 3. Ale tylko 5, 8, 3 spelnia ostatni warunek. Stad najwieksza mozliwg trzycyfrowa
liczba spelniajaca warunki zadania jest 853.

Zadanie 11. Z liczby 6437051928 usunieto dokladnie pie¢ cyfr w taki sposéb, zeby uzyskana liczba pieciocyfrowa
byla jak najwieksza. Jaka liczbe otrzymano?

Wynik. 75928

Rozwigzanie. Najwieksza mozliwa liczba dziesiatek tysiecy po usunieciu co najwyzej pieciu cyfr z lewej strony jest
rowna 7. Skoro zostaje uzyskana po usunieciu trzech pierwszych cyfr wyjsciowej liczby, jasne jest, ze dwiema pozostalymi
usuwanymi liczbami powinny by¢ 0 oraz 1. Wobec tego 75928 to szukana wartosc.

Zadanie 12. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Rozwazmy rosnace ciagi S, rozpoczynajace si¢ od 1 o stalej
réznicy n pomiedzy kolejnymi wyrazami. Przyktadowo, Ss to ciag 1, 3,5, .. .. Dla ilu wartosci n liczba 2021 jest wyrazem
ciagu S, 7

Wynik. 12

Rozwigzanie. Liczba 2021 jest wyrazem ciagu S,, wtedy i tylko wtedy, gdy 2021 = 1 4+ an dla pewnej dodatniej liczby
catkowitej a. Innymi stowy, 2020 = an. Oznacza to, ze n musi by¢ dzielnikiem 2020. Rozklad 2020 na czynniki pierwsze
to 2020 = 22 -5 - 101. Kazdy dzielnik 2020 uzyskuje sie, biorac niektére z tych liczb pierwszych. Mozemy wziaé czynnik
2 zero, jeden lub dwa razy, czyli mamy 3 mozliwosci. 5 mozna wziaé¢ lub nie — czyli 2 mozliwoéci i to samo dotyczy
101. W sumie mamy 3 - 2 -2 = 12 mozliwosci wyboru dzielnikéw 2020. Stad 2021 wystepuje w 12 ciagach.

Zadanie 13. Dany jest prosty 90-metrowy korytarz z dziesiecioma oknami rozmieszczonymi w réwnych odstepach co
10 metréw od siebie. Tomek umiescit siedem robotéw przy siedmiu réznych oknach, po czym wiaczyt je wszystkie w tym
samym momencie. Po wlaczeniu kazdy robot przemieszcza sie ze stata predkoscia 10 metréw na minute w pewnym
kierunku wzdtuz korytarza az dotrze do jego konca, wtedy natychmiast zawraca i kontynuuje ruch w przeciwnym
kierunku. Tomek mierzyt czas do momentu, gdy kazdy robot spotkal juz wszystkie pozostale. Jaka najwieksza wartos¢
w sekundach mégl zmierzy¢?

Wynik. 510

Rozwigzanie. Dla danego robota A mozemy okresli¢ okno startowe i poczatkowy kierunek poruszania robota, ktéry
natknalby si¢ na A po najdluzszym mozliwym czasie — jest to okno bezposrednio za A i przeciwny kierunek (gdyby
robot znajdowal sie na konicu korytarza, zakladamy na potrzeby tego rozumowania, ze kieruje si¢ na zewnatrz). Latwo
obliczy¢, ze czas do pierwszego spotkania jest wowczas rowny 8.5 minuty, czyli 510 sekund.



Zadanie 14. Wewnatrz réwnolegtoboku ABC D znajduje sie punkt P o tej wlasnosci, ze pole tréjkata CDP jest
réwne trzykrotnosci pola tréjkata BCP i jednej trzeciej pola tréjkata APD. Znajdz pole tréjkata ABP wiedzac, ze
pole tréjkata CDP wynosi 18.

D c

Wynik. 42
Rozwigzanie. Trojkaty APD i BCP pokrywaja tacznie polowe powierzchni réwnolegloboku. Zatem pole tréjkata

ABP jest réwne:
1
<3+3> <18 — 18 = 42.

Zadanie 15. Drzielac 1058, 1486 oraz 2021 przez pewna dodatnig liczbe catkowita d > 1 uzyskujemy za kazdym
razem te samg reszte. Wyznacz liczbe d.

Wynik. 107

Rozwigzanie. Roéznice migdzy trzema danymi liczbami sa réwne 1486 — 1058 = 428 oraz 2021 — 1486 = 535. Skoro
dane liczby daja te sama reszte przy dzieleniu przez d, to powyzsze réznice sa wielokrotnosciami d. Najwiekszy wspolny
dzielnik liczb 428 oraz 535 jest réwny liczbie pierwszej 107, jest wiec to jedyna mozliwa wartosc d.

Zadanie 16. Na lawce rezerwowych pewnego stadionu piltkarskiego jest dokladnie czternascie miejsc. Nowe kie-
rownictwo druzyny, zlozone z trenera, pomocnika trenera, menedzera oraz fizjoterapeuty, chce zapoznaé sie blizej
z graczami. W zwiazku z tym planuje podczas meczu siedzie¢ na tawce posrod dziesieciu rezerwowych zawodnikéw
w taki sposéb, aby kazdy czlonek kierownictwa siedzial pomiedzy dwoma zawodnikami. Na ile sposobéw kierownictwo
moze wybrac¢ cztery krzesta aby osiagnacé ten cel? Jesli te same cztery krzesta zostana zajete, ale kierownictwo siedzi
w innej kolejnosci, to uznajemy te sposoby za rozne.

Wynik. 3024

Rozwigzanie. Wyobrazmy sobie, ze przed zajeciem miejsc zawodnicy rezerwowi ustawili sie w szeregu. Skoro jest ich
dziesieciu, to miedzy nimi jest dziewie¢ odstepéw i kazdy z nich moze zostaé zajety przez co najwyzej jednego cztonka
kierownictwa. To daje 9-8 -7 -6 = 3024 mozliwosci zajecia miejsc zgodnie z danymi warunkami.

Zadanie 17. Ostrostup prawidlowy czworokatny ma w podstawie kwadrat o polu 1, a jego pole powierzchni catkowitej
jest réwne 3. Jaka jest objetosé¢ tego ostrostupa?

Wynik. /3/6 ~ 0.288675

Rozwigzanie. Kazda z krawedzi podstawy ma dlugosé 1. Skoro caly ostrostup ma powierzchnie 3, to kazda z jego
tréjkatnych Scian bocznych ma pole 1/2, czyli réwnowaznie, wysokos$é opuszczona z wierzcholka ostrostupa réwna 1.
To oznacza, ze w przekroju ostrostupa plaszczyzna zawierajaca jego wierzcholek oraz wysokosci przeciwlegtych écian
bocznych otrzymujemy tréjkat rownoboczny o boku 1, ktérego wysokos¢ jest rowna wysokosci ostrostupa. Ze wzoru na
objetos¢ ostrostupa uzyskujemy wynik % -1- %\/3 = %\/3

Zadanie 18. Magiczna maszyna z Kany Galilejskiej zamienia wode na wino i odwrotnie. Jesli wleje si¢ do niej wode,
zamienia ona 6 % jej objetodci w wino, a pozostale 94 % wody pozostaje niezmienione. Jesli za$ do maszyny wleje sie
wino, zamienia ona 10 % jego objetosci w wode, a pozostale 90 % wina pozostaje niezmienione. Gdy do maszyny wleje
sie mieszanine wody i wina, przetwarza ona oba sktadniki osobno w wyzej opisany sposéb. Beata kupita wode i wino,
tacznie 6000 litréw, i wlala taka mieszanine do maszyny. Po zakonczeniu pracy maszyny okazalo sie, ze otrzymala
wyjsciowa miksture. Ile litrow wina bylo w tej miksturze?

Wynik. 2250

Rozwigzanie. Oznaczmy przez x ilo$¢ wina (w litrach), przez z za$ iloé¢ wody, ktéra Beata wlala do maszyny. Wiemy,
ze 0.06z litrow wody zamienito sie w wino, a 0.1z litrow wina przemienito sie w wode. Zeby warunek zadania byl
spelniony musi zachodzié¢ 0.06z = 0.1z. Uzywajac zalozenia x 4+ z = 6000 dostajemy réwnanie 0.06(6000 — z) = 0.1x.
Wynik wynosi wiec 2500.



Zadanie 19. Rysunek przedstawia tréjkat rownoboczny oraz okrag wpisany i opisany na nim. Znajdz pole zacienio-
wanego obszaru wiedzac, ze pole okregu opisanego na trojkacie wynosi 140.

Wynik. 35

Rozwigzanie. TLatwo przekonaé sie, ze promien okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny jest dwa razy mniejszy od

promienia okregu na nim opisanego, a zatem pole okregu wpisanego wynosi %O = 35. Co wiecej, zacieniony obszar to

doktadnie % obszaru ktéry jest roznica pél dwéch danych okregdéw, a wigec wynosi 35.

Zadanie 20. Iloczyn pewnych 2021 dodatnich liczb catkowitych jest dwukrotnoscia ich sumy. Jaka jest najwieksza
mozliwa warto$¢ najwiekszej z tych liczb?
Wynik. 4044

Rozwigzanie. Oznaczmy dodatnie liczby calkowite spelniajace zadane warunki przez ¢; > ¢ > ... = 2020 = C2021 = 1.
Cheemy wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosé ¢; przy zalozeniu, ze zachodzi rownosé

01-...-02()21:2~(Cl+...+02021). (1)

Drzielac przez lewa strone i szacujac niektére mianowniki z wykorzystaniem nieréwnosci ¢; > 1, uzyskujemy

1 1 1 1 201 201
1—2(+...+) <2<++ 0 9> _prate
C2 ... C2021 €1 ... C2020 c1 Cc2  c1C c1C2

Mnozac przez cice i przeksztalcajac, otrzymujemy
(Cl — 2)(02 - 2) = C1C2 — 261 - 202 +4 < 2-2019 4+ 4 = 4042.

Jesli co > 3, to ¢; < 4044, a biorac ¢; = 4044, co = 3 oraz c3 = ¢4 = ... = c9921 = 1, dostajemy uklad liczb spelniajacych
réwnanie (1), co oznacza, ze wartos¢ 4044 jest osiagalna. Z drugiej strony, jesli co < 2, to wérdd liczb ¢o > ¢3... > co021
jest k > 0 dwdjek oraz 2020 — k jedynek, a réwnosé (1) przybiera postaé

128 = 2(c1 + 2k + 2020 — k),
kt6ra mozna uproécié do ¢ (28~ — 1) = 2020 + k. Dla k < 1 nie istnieje odpowiednie ¢y, a dla k > 2 uzyskujemy

2020 + k£

C1

Zadanie 21. W kazdy z dziewieciu malych tréjkatéw przedstawionych na rysunku Wojtek wpisal dodatnia liczbe
catkowita, przy czym zadna z tych liczb si¢ nie powtoérzyla. Ponadto, kazde dwie liczby wpisane w trojkaty sasiadujace
bokiem maja wspélny dzielnik wiekszy od 1. Jaka jest najmniejsza mozliwa suma dziewieciu wpisanych liczb?

Wynik. 59



Rozwigzanie. Zauwazmy, ze sposrod dziewieciu trojkatéw trzy trojkaty maja po jednym sasiedzie, trzy maja po dwoch
sasiadow oraz trzy maja po trzech sasiadéw. Oznacza to, ze jezeli jedna z wpisanych liczb jest liczba pierwsza p, to
przynajmniej jedna inna wpisana liczba jest jej wielokrotnoscia. Ponadto 1 nie moze zosta¢ wpisane w zaden z tréjkatow.
Oznaczmy sume wpisanych liczb (w poprawnym wypelnieniu) przez S.

Jezeli posrod wpisanych liczb jest liczba pierwsza p > 11, to wpisana jest réwniez jej pewna wielokrotnosé kp dla
k > 2. Wypelniajac pozostale siedem tréjkatéw najmniejszymi dostepnymi liczbami (nie zwazajac na regule sasiedniego
boku) otrzymujemy, ze

S>2+4+34+44546+7+8+p+k-p=35+(k+1)-p>35+33=68.

Zal6zmy teraz, ze posréd wpisanych liczb (w poprawnym wypelnieniu) nie wystepuje liczba pierwsza p > 11. Rozwazmy
cztery przypadki:

o Liczby 517 sa wpisane: S = 5+ks-5+T+ky-T+2+3+4+6+8 = (ks+1)-5+ (kr+1)-7+23 > 15421423 = 59,

10>20+4+32+10=62 dla k> 3;

Liczba 5 jest wpi ,a7niejest: S >5+k-54+24+3+4+64+8+9+
e Liczba 5 jest wpisana, a 7 nie jes {12_15+32+12_59 dla k=2,
e Ani 5, ani 7 nie sg wpisane: § >2+3+4+6+8+9+ 10+ 12+ 14 =68,

e Liczba 7 jest wpisana, a 5 nie jest: S >2+34+44+6+7+84+9+10+k-7>49+ 14 =63.

Podsumowujac, kazda mozliwa suma wynosi przynajmniej 59 i te sume mozna uzyskaé¢ (nawet na dwa sposoby):

3 5
10 10
2 4 2 4
6 12 6 14
3 8 9 3 8 7

Zadanie 22. Y.ucja zawsze rysuje takie same domki: sktadaja sie z dwédch przystajacych kwadratéw i rownoramiennego
tréjkata prostokatnego bedacego dachem. Kazdy nowy domek jest dorysowywany obok juz istniejacych. Na rysunku
zaprezentowane sg pierwsze trzy domki:

Ile minimalnie domkéw musi narysowaé Lucja, by na jej rysunku znajdowalo sie co najmniej 2021 tréjkatéw?

Wynik. 93

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze wszystkie domki maja pole réwne 3. W pierwszym domku jest 8 trojkatéw o powierzchni i,
8 o powierzchni % i 3 o powierzchni 1. W drugim domku znajdziemy te same tréjkaty co w pierwszym oraz dwa
dodatkowe trojkaty o polu 1, ktore siegaja miedzy domkami. Zatem drugi domek zwieksza liczbe trojkatéw o 21.
Zaczynajac od trzeciego domku, kazdy kolejny bedzie zawieral te same trojkaty co drugi domek oraz tréjkat o polu 4
przechodzacy przez 3 domki. Zwigksza zatem liczbe trojkatow o 22. Skoro 2021 — 19 — 22 = 19811 1981 =90-22 + 1,
Fucja potrzebuje narysowaé 2 + 90 + 1 = 93 domki.

Zadanie 23. Tréjkaty N, 4, b, oi j maja takie samo pole. Oblicz dlugo$é odcinka AB, jesli CD = 5.
G

F
A B C D E



Wynik. 15/4
Rozwigzanie. Stosunek pdl trojkatéw ABEG i ABEF wynosi 4 : 3. Skoro te dwa tréjkaty maja taka sama podstawe

BE, to ich wysokosci pozostaja takze w proporcji 4 : 3. Tréjkaty AABG i ACDF maja takie samo pole, zatem
AB =3CD =13,
1 1

Zadanie 24. Justyna ma duzg prostokatna kartke papieru o wymiarach 2155 na 2100. Odcina pasek o szerokosci 1
wzdtuz dtuzszego boku, a nastepnie kontynuujac zgodnie z ruchem wskazowek zegara, pasek o szerokosci 2 wzdluz
krétszego boku i ponownie pasek o szerokosci 3 wzdtuz dtuzszego boku. Kontynuuje odcinanie paskéow za kazdym razem
zwiekszajac szerokosé paska o jeden tak dlugo jak to jest mozliwe (patrz rysunek ponizej).

2155

Konczy, gdy nie moze odciaé¢ kolejnego paska. Znajdz pole prostokata, ktory jej pozostal.

Wynik. 6375

Rozwigzanie. Justyna moze odcinaé paski o nieparzystej szerokosci tak dtugo, jak 1 +3 +...+2n — 1 =n2 < 2100.
Poniewaz 452 = 2025 < 2100 < 2116 = 462, wiec pasek o szerokoéci 89 jest ostatnim paskiem o nieparzystej szerokosci,
ktory moze odciaé. Co wigcej, moze odcinaé paski o parzystej szerokosei tak dlugo, jak 2+4+...42n = n(n+1) < 2155.
Poniewaz 45 - 46 = 2070 < 2155 < 2162 = 46 - 47, to pasek o szerokosci rownej 90 jest ostatnim paskiem o parzystej
szeroko$ci, ktory moze odciaé. Zatem pozostaly prostokat ma pole (2100 — 2025) - (2155 — 2070) = 75 - 85 = 6375.

Zadanie 25. Jeden z dwoch identycznych pierécieni o promieniu 4 i nieznanej szerokoéci w lezy poziomo na stole.

Drugi jest umieszczony pionowo, dotyka pierwszego w czterech punktach (patrz rysunek), a jego najnizszy punkt jest
oddalony o 1 od powierzchni stolu. Ile wynosi w?

Ay b

Wynik. 10/3
Rozwigzanie. Rozwazmy plaszczyzne gornego brzegu lezacego poziomo pierécienia i oznaczmy przez x taka liczbe, ze
w + 2z jest jego érednica (patrz rysunek).



S

Zauwazmy, ze kazdy z zaznaczonych odcinkéw jest wspdlng cieciwa narysowanego okregu oraz jednego z okregdéw
brzegowych pionowego pierscienia. Poniewaz pierScienie sa identyczne, te okregi sa przystajace, a zatem najnizszy
punkt pionowego pierscienia znajduje sie na wysokosci w — x. Wykorzystujac réwnosé¢ w — r = 1, uzyskujemy
8=2z+w=2(w—1)+w=3w—2iw konsekwencji w = 2.

Zadanie 26. Wielomian stopnia 14 o wspélczynnikach catkowitych ma dodatni wspoélczynnik przy najwyzszej potedze
oraz 14 parami réznych catkowitych pierwiastkow. Jego warto$é¢ p w zerze jest dodatnia. Znajdz najmniejsza mozliwa

wartosé p.

Wynik. 29030400

Rozwigzanie. Wielomian moze zostaé zapisany jako ¢+ (x —aq)-(x —ag)-.. .- (x —ay4) dla pewnych parami réznych liczb
catkowitych aq,as,...,a14 oraz liczby catkowitej c. Wspdlczynnik przy najwyzszej potedze wynosi ¢, wigc z zalozenia
c jest dodatnie. Warto$¢ w zerze (p) jest rowna wyrazowi wolnemu wielomianu, czyli iloczynowi ¢ - a; - as - ... aiq.
Skoro iloczyn ten ma by¢ zminimalizowany, ustalamy najmniejsze mozliwe ¢, czyli ¢ = 1. Dla zminimalizowania
iloczynu pozostaltych czynnikéw (pierwiastkéw wielomianu) nalezy je w miare mozliwosci zblizy¢é do zera, czyli wybraé
1,—1,2,—2.... Skoro jednak (z zalozenia) calo$é¢ iloczynu jest dodatnia, liczba ujemnych czynnikéw musi byé parzysta,
co prowadzi natychmiast do rezultatu p = 6! - 8! = 29030400.

Zadanie 27. Karolina pisze cyfry 4, 51 7 za pomoca dwoch pociagnieé oléwkiem, a wszystkie pozostale cyfry jednym
pociagnieciem. Ile pociagnie¢ otéwkiem wykona Karolina piszac wszystkie liczby catkowite od 1 do 2021 wilacznie?

Wynik. 8783

Rozwigzanie. Podczas pisania Karolina zapisze 9 liczb jednocyfrowych, 90 liczb dwucyfrowych, 900 liczb trzycyfrowych
i 2021 — 1000 + 1 = 1022 liczby czterocyfrowe. Lacznie jest to 9 + 90 -2 + 900 - 3 4+ 1022 - 4 = 6977 cyfr. Dla kazdej
zapisanej cyfry Karolina wykona co najmniej jedno pociagniecie otéwkiem, przy czym drugie pociggniecie pojawi sie
wylacznie dla cyfr 4, 5, 7. Wystarczy wiec wyznaczyé liczbe tych cyfr posrdd liczb od 1 do 2020 (liczba 2021 nie zawiera
zadnej z tych trzech szczegdlnych cyfr).

Policzmy najpierw wystapienia cyfry 4. Dla dokladnie 1/10 liczb nie wigkszych od 2020, czyli dla 202 liczb, bedzie
to cyfra jednosci. Cyfra dziesiatek z kolei bedzie dla 1/10 liczb nie wiekszych od 2000 (i w zadnej wiekszej), co daje
kolejnych 200 wystapien. Podobnie cyfra 4 wystepuje 200 razy jako cyfra setek (i ani razu jako cyfra tysiecy). Lacznie
uzyskujemy wiec 202 + 200 + 200 = 602 dodatkowe pociagniecia otéwkiem zwiazane z pisaniem cyfry 4. Dla cyfr 5 oraz
7 w analogiczny sposéb uzyskujemy ten sam wynik.

Ostatecznie Karolina napisze 6977 cyfr, przy czym 3 - 602 = 1806 wymaga dodatkowego pociagniecia oléwkiem,
a zatem laczna liczba pociagnieé to 6977 4+ 1806 = 8783.

Zadanie 28. Ponizszy pasek nalezy tak wypelnié liczbami 1,1,2,2,...,8,8, aby dla kazdej liczby n w pasku miedzy
dwoma wystapieniami n bylo dokladnie n innych komorek. Trzy liczby sa juz podane:

6|7 2

Wstaw pozostale liczby zgodnie z zasadami i jako odpowiedz podaj 4-cyfrowg liczbe powstala z cyfr z zacieniowanego
obszaru.
Dla liczb 1,1,2, 2, 3, 3 poprawnie wypelnionym paskiem bytby:

3111211132

Wynik. 3845



Rozwigzanie. Dla uproszczenia notacji oznaczmy liczbe wpisana w i-ta od lewej komérke przez f(i). Z tredci zadania
wynika, ze f(6) =6, f(7) =7, f(9) = 2, skad jednoznacznie mozna wywnioskowaé, ze f(13) = 6, f(15) = 7 oraz

fF(12) =2.

6|7 2 216 7

Sa trzy mozliwodci umieszczenia na pasku pary tréojek tak, aby miedzy nimi byly trzy komoérki: f(1) = f(5) = 3,
f(4) = f(8) =3 1ub f(10) = f(14) = 3. Latwo zauwazy¢, ze jesli f(10) = f(14) = 3, to f(16) = 4 jest jedyna mozliwa
wartoscia f(16) i w konsekwencji réwniez f(11) = 4. Jednak wéwczas nie ma mozliwodci umieszczenia pary semek.
W przypadku, gdy f(4) = f(8) = 3 otrzymujemy dwa mozliwe rozmieszczenia pary piatek: f(5) = f(11) = 5 lub
f(10) = f(16) = 5, z ktérych kazde prowadzi do sprzecznosci.

Wobec tego f(1) = f(5) = 3 i w konsekwencji f(2) = f(11) = 8 to jedyny sposéb rozkolowania 6semek. Teraz tatwo
uzupelnié¢ pozostale pola tak, aby warunki zadania byly spelnione: mamy kolejno f(4) = f(10) =5, f(3) = f(8) =4
i wreszcie f(14) = f(16) = 1.

3,814 5|36 | 7|42 5826|171

Stad wniosek, ze (jedyne) rozwiazanie stanowi liczba 3845.

Zadanie 29. Punkt G jest przecieciem przekatnych BE i C'F wypuklego szeSciokata ABCDEF oraz sa spelnione
nastepujace zaleznosci: AB = 7.5, BG =5, GE = 3, GF = 4.8, /BAF = /CDE, /ZABG = 50°, ZCBG = 65°.
Ponadto AB jest réwnolegte do CF i CD jest réwnoleglte do BE. Oblicz dtugosé odcinka CD.

D

Wynik. 57/10
Rozwigzanie.




Skoro 50° 4 65° + 65° = 180°, to wobec danych réwnoleglosci oraz réwnosci katéw przy wierzchotkach A i D, opisana
konfiguracja powstaje poprzez zgiecie réwnolegltoboku AE’ D' F wzdtuz odcinka BC' (patrz rysunek). Z réwnoramiennosci
trojkata BCG wynika wiec, ze CD = AB+ BE' —CF = AB+ EG - FG =5.7.

Zadanie 30. Zwirek i Muchomorek graja w statki. Oprécz innych statkéw, kazdy z nich ma takze krazownik
z miejscem ladowania dla helikopteréw:

Zwirek ukryl swéj krazownik gdzie$ na polu bitwy o wymiarach 12 x 12. Poniewaz graja w gre na lisciu paproci,
powyzszy rysunek krazownika moze byé¢ obrécony lub odbity na druga strone. Ile razy Muchomorek musi strzeli¢, tzn.
wybra¢ pole na planszy, aby mie¢ pewno$c¢ trafienia krazownika co najmniej raz?

Wynik. 36

Rozwigzanie. Rozwazmy prostokat o wymiarach 4 x 2 zlozony z pdl planszy. Jak na pierwszych dwéch rysunkach,
jeden strzal nie gwarantuje trafienia, poniewaz istnieje mozliwo$é¢ ustawienia krazownika tak by pozostal nietrafiony.
Oczywiscie wybor dwéch pél w dwoch réznych wierszach gwarantuje trafienie krazownika (przykladowo na trzecim
obrazku). Zatem, dla kazdego bloku o wymiarach 4 x 2 potrzebne sa co najmniej dwa strzaly, co daje lacznie co
najmniej 18 - 2 = 36 strzatéw.

Z drugiej strony, nastepujacy wzor na planszy o wymiarach 12 x 12 pokazuje, ze 36 strzaléw wystarczy, by trafi¢
krazownik co najmniej raz.

Zadanie 31. Dla ustalonej dodatniej liczby caltkowitej a konstruujemy taki trojkat ostrokatny ABC, ze BC = a oraz
dtugodci hy, h. odpowiednich wysokosSci sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Jakie jest a, jesli najwieksze mozliwe pole
takiego trojkata wynosi 101.47

Wynik. 13

Rozwigzanie. Skoro ABC' jest ostrokatny, to hy < a oraz h. < a. Z drugiej strony, latwo zauwazy¢, ze aby zmaksyma-
lizowaé pole S = %aha, obydwie wysokosci hy, h. powinny by¢ tak dlugie, jak to mozliwe (istotnie, zwiekszenie np.
wysokosci hy przy zachowaniu warunku hy, < a oraz dlugosci h. powoduje, ze h, takze si¢ zwieksza). W zwiazki z tym
mozemy zalozy¢, ze hy = h = a — 1, a ABC jest réwnoramienny. Oznaczmy srodek podstawy BC' przez M, a spodek
wysokosci poprowadzonej z wierzcholtka C przez Cy. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do podobnych tréjkatéw
prostokatnych ABM ~ CBCy wyznaczamy

a*(a—1)

420 -1

Skoro 101.4 jest liczba wymierna, to liczba 2a — 1 musi by¢ nieparzystym kwadratem liczby catkowitej, powiedzmy
2a — 1 = (2k + 1)? dla pewnej liczby catkowitej k > 0 i w zwiazku z tym a = % € {1,5,13,25,41,...}.
Sprawdzenie pierwszych kilku wartosci w polaczeniu z obserwacja, ze pole ro$nie wraz ze wzrostem a, prowadzi do
znalezienia poprawnej odpowiedzi a = 13.

1
1014 =95 = iaha =
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Zadanie 32. @Lukasz obliczyt sume 1000 dodatnich liczb catkowitych i dostal w wyniku liczbe 1200 500. Gdyby ustawic¢
wszystkie te liczby w porzadku rosnacym, réznica kazdych dwdoch kolejnych liczb wynositaby 2 lub 7. Najmniejsza
z tych liczb to 101. Jaka jest najwieksza mozliwa warto$¢ najwiekszej z tych liczb?

Wynik. 3099

Rozwigzanie. Niech ny = 101, ng,...,n1000 beda danymi liczbami ustawionymi w porzadku rosnacym. Przy zalozeniu,
ze réznica kazdych dwéch kolejnych jest réwna 2, uzyskujemy nigoo = 101+2-999 = 2099, skad 2112(10 n; = 2200-500 =
1100000. Stad wniosek, ze réznica miedzy sumag Y.ukasza a najmniejsza mozliwa suma jest réwna 100500 = 20100 - 5.
Jedli dla pewnego ¢ mamy n,11 —n; = 7 zamiast 2, to suma zwieksza sie o (1000 — 7) - 5, a warto$¢ nigop zwieksza
sie 0 5. W konsekwencji, aby zmaksymalizowa¢ niggg przy stalej sumie wszystkich liczb 1200500, réznice réwne 7
(zamiast 2) powinny pojawi¢ sie przy jak najwigkszych indeksach. Zauwazmy, ze 20100 = % - 200 - 201 jest liczba
tréjkatna, czyli jest réwna sumie 1 + 2 + 3 + ... + 200. Wobec tego, jesli Lukasz zmieni réznice n;1 — n; dla
1= 800,...,999 z 2 na 7 (w opisanym wyzej ukladzie o minimalnej sumie), otrzyma najwieksza mozliwa wartosé
n1000 = 101+ 2-999 4 200 - 5 = 3099.

Zadanie 33. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita, ktora w zapisie dziesietnym zawiera wylacznie cyfry
219, ma nieparzysta liczbe cyfr i jest podzielna przez 117
Wynik. 29292929292

Rozwigzanie. Dodatnia liczba catkowita jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr na pozycjach
nieparzystych odjeta od sumy cyfr na pozycjach parzystych jest podzielna przez 11. Stad natychmiast plynie wniosek,
ze W rozwigzaniu nie moze by¢ pary kolejnych dwojek lub dziewiatek, gdyz wowczas mozna je wykreslié¢, otrzymujac
mniejsza liczbe spelniajaca warunki zadania. Skoro dwdjki i dziewiatki maja wystepowaé naprzemiennie, wystarczy
znalezé najmniejsze n takie, ze 2n — 9(n + 1) lub 9n — 2(n + 1) jest podzielne przez 11. W obydwu przypadkach
rozwigzaniem jest n = 5, co odpowiada podzielnym przez 11 liczbom 11-cyfrowym 29292929292 i 92929 292 929.
Odpowiedzig jest mniejsza z nich.

Zadanie 34. Niech F bedzie przecigciem przekatnych AD i BE pieciokata foremnego ABCDE. Tréjkat réwnora-
mienny AFE mozna dopelni¢ do pieciokata foremnego AFEXY — oznaczmy go przez p. Innym pieciokatem foremnym
jest wielokat o wierzchotkach bedacych przecieciami przekatnych wielokata ABCDE — oznaczmy go przez q. Wiedzac,
ze AF = 1, znajdz najwieksza mozliwg odlegto$é miedzy pewnym wierzchotkiem pieciokata p, a pewnym wierzchotkiem
pieciokata q.

Wynik. (3 +/5)/2 =~ 2.61803

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze istnieje jednokladnosé o srodku w punkcie F' przeksztalcajaca p na g. Stad wniosek, ze
odcinek laczacy punkty najbardziej odleglte punkty pieciokatéw p i g przechodzi przez F. Nazwijmy te punkty X i Z.

D

YY" A B
Zauwazmy, ze kat AFE ma miare 108°, zatem z twierdzenia cosinuséw dla AFFE otrzymujemy, ze AE = %(1 +/5).
Ponadto, trojkaty AFY, XFD, DFFE sa réwnoramienne. Stad:

XF=DF=DE=AE =1(1+V5)

oraz

FZ = AF =1.
Wobec tego poszukiwana odlegto$é wynosi XF + FZ = %(3 +/5).
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Zadanie 35. Rozwazmy wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb pierwszych bedace rozwiazaniami réwnania
175a + 11ab + bc = abe.

Jaka jest suma wszystkich mozliwych wartoéci ¢ w tych rozwiazaniach?
Wynik. 281

Rozwigzanie. Nalezy przeksztalcié réwnanie do postaci a(be — 11b — 175) = be. Stad widaé od razu, ze a = b
lub @ = ¢, skoro wszystkie trzy zmienne winny by¢ liczbami pierwszymi. W pierwszym przypadku otrzymujemy
ac —1la — 175 = ¢ <= (a — 1)(c — 11) = 186, co pozostawia dla liczb pierwszych jedyne rozwigzanie (2,2,197).
W drugim przypadku otrzymujemy ab — 116 — 175 = b <= 175 = b(a — 12), skad kolejne dwa rozwiazania: (47, 5,47)
i (37,7,37). Dlatego poszukiwana wartoscia jest 197 + 47 4+ 37 = 281.

Zadanie 36. Andrzej i Ania chcg kupi¢ dom. Oboje szukaja miejsca doskonalego, ale inaczej definiuja ,doskonalosé”.
Zmalezli juz 10 ofert i postanowili wyprébowaé nastepujaca metode na podjecie decyzji: kazde z nich uporzadkuje
oferty w sposéb losowy (bez remiséw) i jedli trzy pierwsze oferty z rankingu Ani i trzy pierwsze oferty z rankingu
Andrzeja bedg mialy dokladnie jeden wspdlny element, to wybiora ten dom. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uda im
sie znalez¢ dom w ten sposéb?

Wynik. 21/40

Rozwigzanie. Dla dowolnych trzech pierwszych doméw w rankingu Ani, Andrzej musi mie¢ dokladnie jeden z nich
wsrod trzech pierwszych ofert w swoim rankingu, a pozostale dwa domy mieé¢ w rankingu na miejscach miedzy 4 a 10.
Wigc dla dowolnego rankingu Ani, to prawdopodobienstwo wynosi

() () 2
() 40

Zadanie 37. Niech p(z) i ¢(z) beda wielomianami postaci

p(x) = ax?0?t 4 pp?020 4 el b2 b far + b

oraz
q(z) = az® + bz + a,

gdzie a i b sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Wiadomo, ze ¢(z) ma dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty. Znajdz
sume wszystkich pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu p(z).

Wynik. —2
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze p(z) = (az + b)(x?°?0 + 22919 4+ ... + 22 4+ 1). Drugi czynnik jest zawsze dodatni, gdyz
mozna go przedstawi¢ w postaci utamka ”222_11_ L dla x # 1, ktérego licznik i mianownik sa zawsze tego samego znaku.
Tym samym z¢ = —g jest jedynym pierwiastkiem wielomianu p.

Wielomian ¢ ma dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty, a zatem jego wyréznik b? — 4a? wynosi 0. Skoro a i b sg
dodatnie, to b = 2a, a zatem xy = 72 = 7%‘1 = —2.

Zadanie 38. Znajdz sume wszystkich liczb pierwszych p, dla ktorych istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
rozwiniecie dziesietne utamka % ma okres podstawowy dlugosci 5.

Wynik. 312
Rozwigzanie. Niech p bedzie liczba pierwsza, dla ktorej utamek "?” ma okres podstawowy dlugosci 5, ktory zaczyna sie
na k-tym miejscu po przecinku. Przyjmujac n’ = 10¥n”, a nastepnie n = n” — kp, gdzie n < p otrzymujemy ulamek %,

ktorego okres zaczyna si¢ tuz po przecinku i nie ma on czesci catkowitej. Stad % =0.ABCDE, a zatem liczba

99999. % —10°. 2 " _ ABCDE
p p p

jest catkowita. Skoro n < p, a p jest liczba pierwsza, to p | 99999, czyli p | 3% - 41 - 271. Oba utamki 1/3 i 2/3 maja
okres podstawowy dlugosci 1, jednak 1/41 = 0.02439 oraz 1/271 = 0.00369, a zatem szukana suma jest 41 4+ 271 = 312.
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Zadanie 39. Cztery osoby siedza w pokoju i kazda z nich postuguje sie doktadnie trzema z nastepujacych jezykow:
czeski, niemiecki, angielski, polski i wegierski. Nie znajg zadnych innych jezykéw. Jest 10000 mozliwych przypisan
jezykéw do os6b. W ilu z nich jedna osoba moze zrobi¢ wyktad w jezyku, ktory wszyscy zrozumieja?

Wynik. 5680

Rozwigzanie. W 10 = (g) mozliwych scenariuszach wszyscy postuguja sie trzema takimi samymi jezykami. Mozliwych
scenariuszy, gdy postuguja sie co najmniej dwoma tymi samymi jezykami jest 810 = 10 - 3* = (g) - 3* (najpierw

wybieramy dwa jezyki, a nastepnie dla kazdej z czterech oséb wybieramy trzeci jezyk). Liczba sytuacji, gdy zgromadzeni

postuguja sie co najmniej jednym wspélnym jezykiem, to 6480 =5 - 6% = (?) . (;)4 — wybieramy jeden wspélny jezyk

dla wszystkich, a nastepnie dla kazdego dobieramy dwa z czterech pozostatych. Uzywajac zasady wlaczen i wylaczen
otrzymujemy wynik: 5 - 6% — 10 - 3 + 10 = 6480 — 810 + 10 = 5680.

Zadanie 40. Julia zapisala na tablicy wszystkie utamki, ktérych licznik i mianownik sa dodatnimi liczbami catkowitymi
wynoszacymi co najwyzej 100. Nastepnie zmazala te, ktore sa skracalne i zapisala na kartce wszystkie pozostate
w porzadku rosnacym. Jaki utamek znajduje sie bezposrednio przed % na kartce Julii?

Wynik. 65/98
Rozwigzanie. Niech f bedzie szukanym utamkiem. Zauwazmy, ze skoro % < %, to réwniez ;—_T_g < % Oznacza to, ze
2+2 wystepowaloby pomiedzy % a % Dopasowujac dla kazdego z trzech

y+3 !
e . . a7 . . x . 65 65 66 33 .
mozliwych y najwieksze mozliwe x, otrzymujemy, ze y wynosi g, 59 lub {55 = 55 Zachodzi

y € {98,99,100}, gdyz w przeciwnym razie

65 - 33 < 65 <

99 " 50 98 3’
a wiec to 35 znajduje sie tuz przed 2.
Zadanie 41. Dwadziescia trzy czarne szeSciany jednostkowe sa ulozone wewnatrz szedcianu 6 x 6 x 6. Rysunek
przedstawia jak uzyskana figura wyglada z gory (rysunek po lewej) oraz z przodu (rysunek po prawej). Bialy kwadracik
oznacza, ze nie ma czarnego szeScianu w odpowiadajacej mu kolumnie. Wspdlna krawedz tych dwoch $écian jest
zaznaczona czerwong przerywana linia. Wyznacz pole powierzchni czarnej figury.

Wynik. 130

Rozwigzanie. Pole powierzchni czarnej figury jest suma po6l powierzchni wszystkich szescianéow jednostkowych pomniej-
szonej o dwukrotnoéc¢ liczby par Scian sze$ciandw, ktére naktadaja sie na siebie. Kazda taka para wystepuje w jednym
z trzech kierunkow, tj. gora-dét, przod-tyt lub prawo-lewo.

Gdyby pewna para sze$cianéw miala wspdlng Sciane w kierunku prawo-lewo, to jej $lad w rzucie z géry bylby
dwoma kwadratami, ktérych wspélna krawedz rozdzielalaby pewne dwie kolumny. Co wiecej, w rzucie z przodu te
szesciany zostawilyby $lad dwéch kwadratéw, ktérych wspdlna krawedz rozdzielalaby te same kolumny, co krawedz
w rzucie z géry. Sprawdzajac kolumna po kolumnie nietrudno sie przekonaé, ze taki przypadek nie ma miejsca.

Przypadek przéd-tyl ma wpltyw tylko na rzut z géry. W pierwszej kolumnie zdarza si¢ on dwukrotnie. Skoro pierwsza
kolumna rzutu z przodu zawiera dokladnie jeden czarny kwadrat, to pozycje szeScianéw w najbardziej wysunietej
na lewo Scianie sa jednoznacznie wyznaczone i, w istocie, sg tam dokladnie dwie pary sze$cianéw o wspdlnej Scianie
w kierunku przod-tyt.

Analizujac analogicznie kierunek géra-dél, otrzymujemy, ze dokladnie dwie pary szeSciandéw wspoétdzielg $ciany
w tym kierunku (obie znajduja sie w piatej kolumnie na rzutach). Wobec tego poszukiwane pole wynosi 6-23 —2-4 = 130.
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Zadanie 42. Dzielgcym rozktadem dodatniej liczby catkowitej N nazywamy taki ciag dodatnich liczb catkowitych
dy,da, ... dg, ze k =1, d; # 1 oraz zachodzi ciag podzielnosci dy | da | ds | --- | di | N, przy czym dy -da-...-di = N.
Liczbe di nazywamy liderem tego rozkladu. Jaka jest érednia arytmetyczna lideréw wszystkich mozliwych dzielacych
rozkladow liczby 7207

Wynik. 204
Rozwigzanie. Zachodzi 720 = 2% - 32 - 5. Wyktadniki kazdej liczby pierwszej p wystepujacej w rozkladzie na czynniki
pierwsze liczb di,ds, ..., d; tworza niemalejacy ciag, ktéry sumuje sie do wyktadnika p w rozkladzie na czynniki

pierwsze liczby 720. Dla p = 2 ciag wykladnikéw moze byé postaci (1,1,1,1), (1,1,2), (2,2), (1,3), (4) (potencjalnie
poprzedzony pewna liczbg zer). Dla p = 3 sa dwa takie ciagi: (1,1) i (2). Dla p = 5 jest jeden taki ciag: (1). Dowolna
kombinacja tych ciagéw daje dzielacy rozktad 720. Stad, dzielacych rozktadow 720 jest 10, a srednia arytmetyczna ich

lideréw wynosi
2+4+44+8+16 3+9

-5 = 204.
5 5 ) 0

Zadanie 43. Zestaw do gry w Scrabboj sklada sie z planszy 5 x 1 i woreczka rozréznialnych ptytek. Na kazdej
plytce znajduje sie dokladnie jedna z liter N, A, B, O, J. lle istnieje réznych zestawéw do Scrabboj, w ktérych liczba
mozliwych sposobéw ulozenia napisu NABOJ wynosi 14407

Wynik. 9450

Rozwigzanie. Oznaczmy przez n, a, b, o, j to liczby plytek z literami odpowiednio N, A, B, O, J. Szukamy liczby
5-krotek (n,a,b,0,7), gdzie
naboj = 1440 = 25 - 3% . 5.

Kazdy dzielnik pierwszy moze by¢ niezaleznie roztozony pomiedzy liczbami n, a, b, o, j, oraz rézne rozklady generuja
rozne 5-krotki. Mamy

5 5 5 5 5 5 5
) .9 . . -4 =12
sposobow na rozlozenie 2, co odpowiada nastepujacym podzialom wyktadnika 5: 5,4 +1,3+2,34+1+1,2+2+4+1,

24+14+141,14+14+1+1+1. Istnieje
5 5
=15
(1))

sposobOw na roztozenie 3, odpowiadajacym podzialom odpowiednio 2 i 1 4+ 1. Na koniec, istnieje doktadnie

(-

126 - 15 -5 = 9450

sposobéw rozktadu 5. Lacznie otrzymujemy

roznych zestawow do Scrabboj.

Zadanie 44. ZnajdZ najwieksza dodatnia liczbe calkowita n, dla ktérej 42021 4 47 4 43590 jest kwadratem liczby
catkowitej.

Wynik. 4978

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wszystkie trzy skladniki sumy sa kwadratami liczb calkowitych, poniewaz 4 = 22. Mozemy
wiec obliczy¢ kwadrat dwdch z nich i otrzymujemy np.

(22021 + 2n)2 — 42021 + 2 . 22021 . 21’L + 4n — 42021 + 22022+n + 4n

Przyréwnujac to wyrazenie do wyrazenia z tresci zadania otrzymujemy

43500 _ 920224n —s n = 4978

i dla tej wartoSci z pewnoscia otrzymamy kwadrat liczby calkowitej. Dwie pozostale mozliwosci wyboru dwoch ze
sktadnikéw prowadza do n = 541 i n = 2761 poprzez analogiczne obliczenia. Mozemy wiec zalozy¢, ze n = 4978 to
oczekiwany wynik. Aby to udowodnié, pokazemy, ze 4292 + 4™ 4 43500 pie jest kwadratem dla n = 4978 + m, gdzie m
jest dodatnia liczba caltkowita. Wyrazenie

42021 4 43500 | 4d978+m _ 42021 (] | 41479 | 42057+m)
jest kwadratem liczby catkowitej wtedy i tylko wtedy gdy (1+414794+42957+m) jest kwadratem, poniewaz 42921 = (22021)2.
Ale

(22957+m)2 _ 42957+m <14+ 41479 + 42957+m =1+ 22958 + 42957+m <142 22957+m + 42957+m _ (22957+m 4 1)2

pokazuje ze drugi czynnik jest $cisle pomiedzy kwadratami dwoch kolejnych liczb catkowitych. Zatem n = 4978 to
rozwiazanie ktérego szukamy.
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Zadanie 45. Ile wspoélczynnikow wielomianu

2021
P(z) = J] (&' + (=1)%) = (2 +2)(a® — 3)(x* +4) - ... - (2 — 2021)

i=2
jest dodatnich?
Wynik. 1021616

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wszystkie niezerowe wspolczynniki wielomianu
Q(z) = P(—x) = (2® +2)(—2® = 3)(x? +4) .. .- (—2%0*' —2021) = (—=1)'°0(22 +-2)(2® +3)(2* +-4) -.. .- (2®°%' +-2021)

sg dodatnie. Ponadto, wspolczynniki te stoja przy x* dla wszystkich k od 0 do S := 2 + ... 4+ 2021 = 2043230, procz
k=1ik=.5—1. W istocie, rozwijajac iloczyn definiujacy @) widaé, ze nie pojawi sie tam czton liniowy. To samo
dotyczy k =S — 1 — aby otrzymaé czlon z °~! musieliby$my z pewnego z nawiaséw wybraé liczbe (zamiast x?), lecz
wowczas otrzymany wyktadnik wynositby co najwyzej S — 2.

Pozostaje udowodnié, ze kazdy inny wykladnik z podanego przedzialu ma dodatni wspotczynnik. Réwnowaznie,
nalezy wykazaé, ze najmniejsza liczba m, wieksza niz 1, ktérej nie mozna przedstawi¢ w postaci sumy pewnego podzbioru

zbioru A :={2,3,...,2021} wynosi S — 1 (gdyz, oczywiscie, 2° i ° maja dodatnie wspétczynniki). Twierdzimy, ze

—1=k+(k+1)+...+2021

dla pewnego k € A. Otéz, m > 3, a zatem m — 1 jest przedstawialna w postaci sumy pewnego podzbioru B
zbioru A. Gdyby B nie byl postaci {k,k +1,...,2021}, to pewien z jego elementéw moglibySmy zwiekszyé o 1 i dostaé
reprezentacje m, co jest niemozliwe. Co wiecej, k < 3, gdyz w przeciwnym razie 2+ (k—1)+ (k+1)+(k+2)+...+2021
byloby reprezentacja m. Stad m = 1+ 3 +4+ ... 4 2021 = S — 1. Zatem wielomian ) ma g + 1 dodatnich
wspoélczynnikéw przy parzystych potegach x i % — 2 dodatnich wspoélczynnikow przy nieparzystych potegach z.
Wspdlezynniki wielomianu P przy parzystych potegach x sa takie same co wspélczynniki @), a przy nieparzystych —
przeciwne. Zatem P ma dokladnie % + 1 =1021616 dodatnich wspblczynnikdw.

Zadanie 46. Mapa SzeSciennego Miasta Jutra wyglada jak siatka sze$cienna 4 x 4 x 4. Kazdy punkt o wspétrzednych
catkowitych to skrzyzowanie i kazde dwa skrzyzowania odlegle o dokladnie 1 sg potaczone prosta droga. Skrzyzowanie
w centrum miasta, (2,2, 2), jest zamkniete z powodu prac drogowych. Pawel chce dostaé sie ze skrzyzowania (0,0, 0) do
skrzyzowania (4, 4,4) po najkrétszej mozliwej Sciezce wiodacej po drogach. Ile jest takich Sciezek?

Wynik. 26550

Rozwigzanie. Najpierw obliczymy ile jest najkrétszych mozliwych $ciezek bez ograniczen. Musimy dostaé sie z (0,0, 0)
do (4,4,4). Musimy cztery razy wybraé¢ droge w kierunku z, cztery w kierunku y i cztery w kierunku z, w dowolnej
kolejnosci. Jesli wrécimy, otrzymana Sciezka nie bedzie najkrotsza. To daje ﬁ%’m mozliwych Sciezek.

Teraz musimy odjaé te Sciezki, ktére przechodza przez (2,2,2). Dzigki symetrii wiemy, ze $ciezek z (0, O ,0) do (2,2,2)

jest tyle samo co z (2, 2,2) do (4,4, 4) co réwna si¢ 555y 2, 57- Dla dowolnej Sciezki z (0, 0,0) do (2,2,2) jest sy 2, 57 mozliwych
kontynuacji z (2,2,2) do (4,4,4). Zatem mozliwych Sciezek prowadzacych przez centrum jest 2!.2:_21 . 212;,2! = 6'266'.
Zatem wszystkich $ciezek jest }1%,' — 2% = 26550.

Zadanie 47. Tréjkat réwnoboczny zostal zlozony w taki sposéb, ze jeden z jego wierzchotkow trafit doktadnie na
przeciwlegly bok. Pola nowo utworzonych nieprzykrytych tréjkatéw wynosza 100 i 64 jak na rysunku. Znajdz pole
zakrytego trojkata.

Wynik. 98
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Rozwigzanie. Oznaczmy odpowiednie punkty jak na rysunku.

A

B

Poniewaz tréjkat ABC jest rownoboczny, otrzymujemy /BDE + /DEB = 120° = Z/ZBDE + /FDA, czyli /DEB =
/ZFDA wiec ADF ~ BED. Poniewaz pola tych tréjkatéw sa w stosunku 100 : 64, odpowiednie boki maja stosunek
5:4. Oznaczajac r = DB, s = BE, t = ED, otrzymujemy dlugosci jak na rysunku. Mozemy wyznaczy¢ nastepujace
roéwnania, uzywajac a jako boku trojkata réwnobocznego:

a = s+t (2)
5

a = Z(r +1) (3)

a = gs —|— T (4)
1

64 = 3Ts” sin60° = rs - ? (5)

Réwnania liniowe (2)-(4) dajar = §is= ?—‘5‘. Podstawiajac te wartoéci do réwnania (5) otrzymujemy
1440 = a®V/3 = 48,

gdzie S to pole tréjkata réwnobocznego. Wynika z tego, ze poszukiwane pole A spetnia 100 + 64 + 2A = 360, wiec
A =098

Zadanie 48. Rzucamy monetg do momentu wyrzucenia sekwencji orzel-reszka-orzel. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze w ciagu rzutéw nie wystapita sekwencja reszka-orzel-reszka-orzet?
Wynik. 5/8
Rozwigzanie. Oznaczmy przez E zdarzenie wystapienia sekwencji orzel-reszka-orzel (dalej bedziemy sekwencje oznaczaé
literami np. ORO) przed RORO, a przez P(E) prawdopodobienstwo tego zdarzenia. Dla ustalonego ciagu ortéw
i reszek s, przez P(F|s) oznaczamy prawdopodobienstwo, ze F wystapi w ciagu zaczynajacym sie od s i kontynuowanym
losowo. Oznaczymy x = P(E|O) i y = P(E|R).
Warunkujac ze wzgledu na dwa nastepne rzuty otrzymujemy, ze
v = S P(EI00) + { P(EIORR) + { P(EIORO). (6)

Analogicznie, warunkujac ze wzgledu na trzy nastepne rzuty otrzymujemy, ze
y = %P(E|RR) 4 iP(E|ROO) 4 %P(E\RORR) + %P(RORO). M)
Skoro obie sekwencje ORO i RORO sa naprzemienne, to
x = P(E|O) = P(E|0OO) = P(E|ROO),
y = P(E|R) = P(E|RR) = P(E|ORR) = P(E|RORR).
Ponadto, skoro P(E|ORO) =11 P(E|RORO) = 0, to réwnania (6) i (7) przeksztalcaja sie do

NSNS

bl

0|R | =

+S+
+o 4+

NRL R

€T =
y:

<
Il

Stad z = 3 i y = 1. Wobec tego, szukane prawdopodobiefistwo wynosi P(E) = 1P(E|O) + 3 P(E|R) = £¥

ool
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Zadanie 49. ZnajdZ najmniejsza dodatnia liczbe rzeczywista x o nastepujacej wlasnosci: istnieje co najmniej jedna
tréjka takich dodatnich liczb rzeczywistych (s,t,u), ze

s2 —st+t* =12,

2 —tu+u? = z,
i zadne dwie tréjki spelniajace powyzsze réwnosci nie réznia sie¢ wytacznie ostatnia wspotrzedna.
Wynik. 16
Rozwigzanie. Rozwazmy takie punkty S, T, U i C na plaszczyznie, ze CS =s, CT =t, CU = u i

ZSCT = /TCU = 60°

jak na rysunku ponizej. Z twierdzenia cosinuséw (cos 60° = 1/2), réwnania w zadaniu implikuja ST? = 12, i TU? = .
Skoro odlegtosé od T do prostej SC' wynosi co najwyzej v12 z réwnoscia wtedy i tylko wtedy gdy £T'SC = 90°, to
mamy

< V2 _,
sin(60°)

U

W naszej argumentacji bedziemy przesuwaé pewne punkty. Na poczatku, ustalmy punkt C oraz trzy pétproste z niego
wychodzace jak na rysunku wyzej. Po nich bedziemy przesuwaé punkty S, T, U. Jesli \/z < 4, to znajdziemy takie
polozenie odcinka TU (tzn. znajdziemy dopuszczalne wartodci ¢ i u), ze CU < CT < 4 oraz ZCUT # 90° (umieszczajac
U odpowiednio blisko C'). Z pierwszej nieréwnosei i warunku na kat wynika, ze okrag o $rodku w 7' i promieniu /x
przetnie pétprosta CU w dwéch réznych punktach U i U’ (patrz drugi obrazek). Przeczy to warunkowi jedynosci u.
Druga nieréwno$é oznacza, ze okrag o $rodku w T i promieniu v/12 przetnie pélprosta C'S w przynajmniej jednym
punkcie S. Te dwa fakty oznaczaja, ze musi zachodzi¢ x > 4.

C U\\“———” U’

Dla v/z = 4 (odp. dla dowolnego ustalonego /z > 4) i dowolnego 0 < t < 4 okrag o §rodku w T i promieniu
/& przecina pélprosta CU w dokladnie jednym punkcie, a zatem warunek na jedynos$é u jest spelniony. Ponadto,
analogicznie jak wyzej, okrag o $rodku w 7 i promieniu v/12 przecina pétprosta C'S w przynajmniej jednym punkcie S,
a zatem tréjka (s,t,u) = (CS,CT, CU) spelnia zadany uklad warunkéw. Wobec tego, najmniejszym x spelniajacym
warunki zadania jest 42 = 16.

Uwaga. Powyzszy geometryczny argument moze z powodzeniem zostaé zastapiony przez wyrdznikowa analize liczby
pierwiastkéw danych tréjmianéw z treéci zadania.
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Zadanie 50. Dla jak wielu z € {1,2,3,...,2020} jest mozliwe, ze Marcin zsumowal 2020 kolejnych liczb catkowitych
nieujemnych, a Michat zsumowat 2020 + z kolejnych liczb catkowitych nieujemnych i obydwaj otrzymali taki sam
wynik?

Wynik. 1262
Rozwigzanie. Niech n oznacza pierwszy skladnik sumy Marcina, a m pierwszy skladnik sumy Michala. Wtedy
2019 - 2020 2019 2020
20200 + = = (2020 + w)m + (2019 + x)2( +2),
2 2019 + 202
2020(n_m):x(m+ 092—1- 00+x). (8)

Skoro lewa strona réwnosci (8) jest podzielna przez 4, to prawa strona tez musi byé, wiec 8 | z(2m + 2019 + 2020 + x).
Wyrazenia x oraz 2m + 2019 4+ 2020 4+ z maja rézna parzysto$é, wiec albo x jest liczba nieparzysta (by wyrazenie
w nawiasie moglo byé podzielne przez 8) albo 8 | x.

Latwo sprawdzié, ze liczby * = 2k + 1 dla k € {0,1,...,1009}, m = 2020 — k oraz n = 2020 + 3k + 2 spelniaja
ré6wnoséé (8). W przypadku x = 8k dla k € {1,2,...,252} mozna podobnie sprawdzié, ze réwnos¢ (8) zachodzi dla
m = 1263 — 4k oraz n = 1263 + 9k (zauwazmy, ze m i n sa dodatnie dla wszystkich rozwazanych wartosci k).

Podsumowujac, znalezlidmy 1010 + 252 = 1262 mozliwe wartosci « i udowodniliSémy, ze nie ma wiecej.

Zadanie 51. Okregi kp i k¢ sa styczne do okregu k4 odpowiednio w punktach P i Q. Znajdz promien r 4 okregu k4,
jesli promienie okregéw kp i k¢ sa rowne odpowiednio rg =51 r¢ = 3, PQ = 6 i odcinek styczny T'S ma dlugosé 12.

Wynik. 4481 ~ 3.93675

Rozwigzanie. Oznaczmy $rodki okregdéw odpowiednio przez A, B i C. Niech a = LQAP, 8 = /PBT, v = /Z5CQ.
Skoro BT L. TSiCS LTS, toa+ [+ v =360° co wynika z obliczenia sumy katow wewnetrznych w pieciokacie
TBACS.

Poniewaz T jest styczna do okregdw kp i ko, wiec LPT'S = %ﬂ oraz ZTSQ = %7. Skoro

1 1 1
ZSQP = 180° — (90° — 504) —(90° — 57) = 5(@ +7),
to LPTS + ZSQP = 180°, a wiec na czworokacie PQST mozna opisa¢ okrag. Niech D oznacza punkt przeciecia
prostych TP i SQ. Z opisywalnosci okregu na PQST otrzymujemy, ze trojkaty DST i DQP sa podobne. Stad
PQ DP DQ
7S DS DT’
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Ponownie wykorzystujac réwnosci ZPTS = %ﬂ i/4T5Q = %7, wnioskujemy, ze ZSDT = ZQDP = %a, co oznacza, iz
D lezy na okregu k4.

Wobec tego mamy /DPA = /T PB, a wiec trojkaty APD i BPT sa réwniez podobne. Analogicznie AADQ ~ ACSQ.
Podobienstwa te implikuja réwnosci

TP rp SQ re
DP a7 DQ T A
ktére prowadza do réwnosci
DT rA+TB DS rAa+rce
DP - A U DQT T 4

Laczac otrzymane rownosci otrzymujemy, ze

TS? _ DS DT _ (ra+rg) (ra+rc)
PQ?> DP DQ 4 '

Wstawiajac wartosci liczbowe z treéci zadania otrzymujemy réwnanie kwadratowe na 74:

144
%~ri:ri+8m+15 — 3r3 —8ry —15=0,

ktére ma dwa rozwiazania:

8++64+12-15 4461
6 3

Niemniej, tylko jedno z nich jest dodatnie, a zatem szukang wartoscig jest ‘HT‘/E ~ 3.93675.
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