Uloha 1. Ked sme sa spytali na vek Kristiny, starej matere, odpovedala hddankou: Mdm pé#t deti, medzi ktorymi si
stvorrocné rozdiely. Prvé diefa som mala ked mi bolo 21. Teraz mé4 moje najmladsie dieta 21 rokov. Kolko m4 stara
mater rokov?

Vysledok. 58
Riesenie. Vek deti je 21,21+4,...,21+4-4. Teda vek starej matere moézeme jednoducho spocitat ako 21+4-4+21 = 58.

Uloha 2. Stary mlyn md na vrtuli p#t trojuholnikovych éepeli. Ich ndkres vieme vytvorit z piatich dseciek rovnakej
dlzky, ktorych stredy lezia v spolotnom bode S, a ktorych konce st pospajané tak, ako je to naznacené na obrazku.
Zistite aka je velkost uhla oznaéeného otdznikom v stupiioch.

80°

Vysledok. 56

Riesenie. Trojuholnikové éepele st zjavne rovnoramenné trojuholniky, kedZe majt dve strany rovnakej deky. Stcet
velkost{ uhlov pri bode S piatich rovnoramennych trojuholnikov je 180°. Sticet velkost{ piatich vyznaéenych uhlov je
preto 2180 —180- — 360° 7 coho dostévame, ze velkost chybajiceho uhla je 360° — 67° — 80° — 85° — 72° = 56°.

Uloha 3. Studenti sportovej triedy sa zapojili do atletickej sifaze. Prihl4sif sa mozu do troch disciplin a kazdy
student sa musi zapojit aspoil do jednej z nich. O tom kolko studentov sa zapojilo do akych disciplin vieme toto:

- 22 studentov sitazilo v behu

- 13 studentov sitazilo v skoku do dialky

- 15 studentov stfazilo v hode oStepom

- 8 studentov siifazilo v behu aj v skoku do dialky

- 7 studentov stitazilo v behu aj v hode ostepom

- 6 studentov sttazilo v skoku do dialky aj v hode ostepom

- 3 studenti si verili natolko, Ze stitaZili vo vSetkych troch disciplinach
Kolko je v triede studentov?

Vysledok. 32

Riesenie. Scitame potty sttaZiacich v samostatnych kategériach a od vysledku odéitame poéty studentov sifaziacich
v dvoch disciplinach. Najaktivnejsich studentov, ktori stitazili v troch disciplinach sme odéitali o jedenkrat viac ako
treba, preto ich pocet este pricitame k vysledku. Dostdvame tak ¢islo 22 +13+15—-8 —7—6+ 3 = 32.

Uloha 4. Cislo oznaéime ako super-pdrne ak su vietky jeho cifry parne. Kolko existuje super-pdrnych pitcifernych
¢isel takych, ze aj ich sucet s ¢islom 24680 bude super-pdrny?
Vysledok. 90

Riesenie. Existuje paf réznych jednocifernych parnych é&isel. Aby bol vysledok zaruéene super-pdrny, ked uvazujeme
tradiéné séitavanie pod seba, tak séitanie dvoch éisel na Iubovolnej pozicii nemoze prekroéit 10. Ak by sa tak stalo,
vysledné &fslo uz nebude super-parne. Hladané &islo nemodze ani zaéinat 0, inak by nebolo péfciferné. S tymito dvomi
podmienkami méme 3 moznosti na prvi a druht cifru hladanych pétfcifernych éisel, 2 moznosti na tretiu cifru, jednu
moznost na stvrtd cifru a 5 moznosti na poslednt cifru. Vyndsobenim ziskame 3-3-2-1-5 = 90 ako pocet hladanych
Cisel.

Uloha 5. Kde bolo tam bolo, 7il raz jeden mudry kral. Jeho hrad bol obkoleseny hradbami v tvare styroch ststrednych
kruznic s polomermi 50, 100, 150 a 200. Na ploche vo vnutri najviicsej (a samozrejme aj mensich) hradby lezalo mesto.
Ked'ze jeho kralovstvo zilo v mieri, rozhodol sa vietky §tyri hradby zburat a postavit z ich materidlu okolo svojho
hradu jednu velkd hradbu v tvare kruznice. Kolkokrat sa tym zvécsila plocha mesta, teda plocha vo vnitri hradieb?

Vysledok. 25/4



Riesenie. Vieme, 7e sticet obvodov povodnych hradieb bude rovny obvodu novej hradby. Ked si polomer novej hradby
oznacime r, potom 27 - 50 + 27 - 100 + 27 - 150 + 27 - 200 = 27 - r implikuje, Ze r je sucet povodnych polomerov, teda
r = 500. Aby sme zistili kolkokrdt sa zvicsila plocha mesta, potrebujeme vypoéitat pomer medzi obsahom (plochou vo

sy . . . e vy , . . 5002
vniitri) novych hradieb a obsahom najvécsich starych hradieb. To je T35 = 25/4.

Uloha 6. Zuzana sa pokusa otvorit ¢iselny zamok. O jeho stvorcifernom kode vie nasledovné:
e vietky cifry su rozne,
e kéd je delitelny 137 a 17,
e jeho ciferny sucet je najmensie mozné prvocislo.

Aky je hladany kéd?
Visledok. 9316

Riesenie. Kedze hladané &islo je delitelné prvoéislami 137 a 17, musi byf ndsobkom 137 - 17 = 2329. Vidime, Ze toto
¢islo nespfﬁa podmienky, a Ze sa d4 vyndsobit iba 2, 3 a 4 tak, aby bolo stale stvorciferné. Spocitame 2329 - 2 = 4658,
2329 - 3 = 6987, a 2329 - 4 = 9316, ktoré maju ciferné stcty 23, 30 a 19. Ked'ze 19 je najmensie z moznych prvocisel,
¢islo 9316 je hladanym kédom.

Uloha 7. Na tabuli si nakreslené §tyri mnohouholniky — rovnostranny trojuholnik so stranou dlhou 1 a tri zhodné
pravidelné mnohouholniky, ktoré tiez maju strany dlhé 1. Kazdé dva z tychto styroch mnohouholnikov maji spolo¢ni
prave jednu stranu a ziadne dva z nich sa nepretinaju. Aky je obvod vzniknutého tutvaru, ak nerdtame spolocné strany?

Vysledok. 27

Riesenie. Predpokladajme, ze kazdy z troch zhodnych mnohouholnikov ma n stran. Potom vzniknuty dtvar ma
3(n — 3) stran, ked'Ze tri strany kazdého mnohouholnika, vratane trojuholnika, si spoloéné s inym mnohouholnikom.
Staéi ndm n4jst n. Vonkajsi uhol rovnostranného trojuholnika je 300°, takze vd'aka symetrii mus{ byt vnttorny uhol
zhodnych mnohouholnikov 150°. Ked'Ze sticet vntitornych uhlov n—uholnika je (n — 2) - 180°, musime vyriesit rovnicu
150n = 180(n — 2), ktorej riesenim je n = 12. Dosadenim do vyssie spomenutého vzorca dostaneme, ze vysledny
mnohouholnik ma 27 stran.

Uloha 8. Je dany rovnostranny trojuholnik s niekolkymi bodmi (vritane jeho troch vrcholov) vyznacenymi na jeho
strandch. Tieto body rozdeluji kazdi jeho stranu na 2021 rovnako dlhych tseciek. Zistite pocet vietkych rovnostrannych
trojuholnikov s vrcholmi vo vyznacenych bodoch. Na obrazku je nakresleny jeden taky trojuholnik, keby kazda strana
bola rozdelena na 6 rovnako dlhych casti.

Vysledok. 8081

Riesenie. Pod pojmom trojuholnik budeme v tomto rieSeni myslief rovnostranny trojuholnik. Mame povodny
trojuholnik, potom 3 - 2020 trojuholnikov, ktoré maju spoloény prave jeden vrchol s pévodnym (2020 pre kazdy vrchol)
a nakoniec 2020 otocenych trojuholnikov, ktoré nemaji s povodnym trojuholnikom ziadny spolo¢ny vrchol. Zjavne
st vietky spominané trojuholniky navzijom rozne a uz neexistuju ziadne d'alsie trojuholniky, takZe spolu mame

14 3-2020 + 2020 = 8081 trojuholnikov.



Uloha 9. Veronika odstrihla zo Stvorcového listu papiera rohy tak, Ze jej ostal pravidelny osemuholnik. Odpad, ktory
tym vznikol, ma spolu obsah 300. Aka je dlzka strany Veronikinho osemuholnika?

Vijsledok. /300 = 17.32051

Riesenie. Vnutorné uhly pravidelného osemuholnika maji 135°, takze trojuholniky, ktoré Veronika odstrihla, st
pravouhlé rovnoramenné trojuholniky. Vieme ich preto usporiadat do §tvorca s dzkou strany rovnou dizke strany
osemuholnika. To znamena, ze osemuholnik m4 stranu dlhd v/300.

Uloha 10. N34jdite najvicsie trojciferné kladné celé ¢islo n, ktoré spfﬁa tieto podmienky:
1. ciferny sucet ¢isla n je 16,
2. sucin cifier ¢isla n nie je 0, ale na mieste jednotiek tohto sucinu je 0,
3. ciferny sucet sucinu cifier ¢isla n je 3.

Vysledok. 853

Riesenie. 7 druhej podmienky zistime, Ze aspoii jedna cifra éfsla n musi byt 5 a aspoii jedna cifra musi byf parna, ale
7iadna nie je 0. S pomocou prvej podmienky tak ziskame prvi moznost 5, 2, 9, druhd moznost 5, 4, 7, tretiu moznost
5, 6, 5 a §tvrtd moznost 5, 8, 3. Poslednti podmienku ale spiﬁa iba trojica 5, 8, 3, a tak najvécsie vyhovujtce ¢islo je
853.

Uloha 11. 7 &fsla 6437051928 odstranime presne pit éislic tak, ze zostdvajice pétciferné éfslo je najviicsie mozné.
AKké je vysledné cislo?
Vysledok. 75928

Riesenie. Najvicsia cifra na mieste desattisicok moze byt 7. To dosiahneme odstranenim troch &fslic. Ostatné dve
vymazané &islice st 0 a 1. Hladanym &islom je preto 75928.

Uloha 12. Majme kladné celé &islo n. Vezmime si rasticu postupnost S,,, ktorej prvy élen je 1 a rozdiel dvoch po
sebe idtcich ¢lenov je n. (Napriklad Sy je postupnost 1,3,5,....) Kolko existuje roznych &isel n, pre ktoré postupnost
S, obsahuje 2021 ako jeden zo svojich ¢lenov?

Vysledok. 12

Riesenie. Cislo sa v postupnosti S,, nachddza len v pripade, Ze ho vieme zapisat ako 1+ an, kde a je nejaké kladné celé
¢islo. Ak ma byt 2021 v postupnosti, musi platit 2021 = 1+ an, teda 2020 = an, z ¢oho plynie, Ze n musi byt delitelom
2020. Prvoéiselny rozklad 2020 je 22 -5 - 101. Kazdy delitel musi byt teda nejakou kombinaciou tychto prvoéisel. Dvojku
mozeme vybrat nula, jeden alebo dvakrat, ¢o st tri moznosti. Pifku mozeme vybrat nula alebo jedenkrat, ¢o su,
rovnako ako pre 101, dve moznosti. Z toho dostédvame 3 - 2 -2 = 12 moznosti ako vybrat delitela 2020. Cislo 2021 bude
¢lenom dvandstich postupnosti.

Uloha 13. Mame 90 metrovi chodbu s desiatimi oknami, pricom kazdé dve susedné okna su vzdialené 10 metrov.
Miro chce zautomatizovat upratovanie, preto si zaobstaral 7 robotov, rozmiestnil ich k nejakym siedmim réznym okndm
a nasmeroval ich nejakym smerom. Ked' je robot zapnuty, tak sa pohybuje k jednému z koncov chodby konstantnou
rychlosfou 10 metrov za minitu. Ked dosiahne stenu, tak sa oto¢f a ide spif k druhému koncu (roboty sa nezrdZaji a
idi najkrat$ou moznou vzdialenostou medzi tymito stenami). Miro zapol vietky naraz a meria ¢as, kym kazdy robot
stretol vsetky ostatné. Uréte najvéacsiu mozni hodnotu zmerand v sekundéch.

Vysledok. 510
Riesenie. Pre nejakého robota A moZeme uréit posledného robota, ktorého A stretne a spocitat ¢as, kedy sa tak

stane. Je to robot o okno vzad a idici opaénym smerom (ak ho umiestnime na koniec chodby, tak ide do chodby). Cas
stretnutia takychto robotov je rovny 8.5 mintty, ¢o je 510 sekund.



Uloha 14. Vnitri rovnobeznika ABCD je taky bod P, ze obsah trojuholnika CDP je trojnasobkom obsahu
trojuholnika BC'P a zaroven jedna tretina obsahu trojuholnika APD. Aky je obsah trojuholnika ABP ak vieme, Ze
obsah trojuholnika CDP je 187

D C

P Py

Vysledok. 42

Riesenie. Sucet vysok trojuholnikov APD a BCP je rovny vyske celého rovnobeznika (na zdkladne AD a BC). Z
toho vyplyva, Ze sti¢et ich obsahov bude polovicou obsahu rovnobeznika ABCD. Z toho vieme zostavit rovnicu:

Sapp + Sscp = Scpp + SaBp

1
3-Scpp + gSCDP = Scpp + Sasp

1
(3 + 3~ 1) Scpp = Sapp
Obsah ABP je (2+ 3) - 18 = 42.

Uloha 15. Cisla 1058, 1486 a 2021 ddvaji po deleni konkrétnym kladnym celym &slom d > 1 rovnaky zvysok.
N3§jdite ¢islo d.

Vysledok. 107

Riesenie. Ked7ze vietky tri &isla ddvaju rovnaky zvysok po delenf d, musia ich rozdiely byt delitelné d. Pozrime sa na
rozdiely 1486 — 1058 = 428 a 2021 — 1486 = 535. Ich najvicsi spoloény delitel je prvoéislo 107, z éoho plynie, Ze toto
¢islo je nase jediné d.

Uloha 16. Na striedacke futbalového Stadiéna je 14 sedadiel. Manazment timu, pozostavajici z trénera, asistenta
trénera, manazéra a fyzioterapeuta, sa chce o najviac spoznaf so svojimi hrdémi. Preto sa kazdy z nich posadi medzi
dvoch spomedzi desiatich striedajicich hracov. Kolko je moznosti ako si méze manazment posadat? Dve rozne poradia
na tych istych styroch stolickdch ratame ako dve moznosti.

Viysledok. 3024

Riesenie. Predstavme si vSetkych desiatich striedajicich hrdc¢ov stojacich v jednom rade. Medzi nimi je 9 medzier, do
ktorych si ¢lenovia manazmentu mozu posadat, pricom do kazdej si sadne iba jeden z nich (aby bola splnend podmienka
zo zadania, Ze kazdy sedi medzi dvoma hrd¢mi). Postupne maji teda 9 -8 -7 -6 = 3024 moznost{ ako si posadat.

Uloha 17. Janka mé pravidelny stvorboky ihlan, ktorého podstava ma obsah 1, pricom povrch celého ihlanu je 3.
Aky je objem Jankinho ihlanu?

Vijsledok. /3/6 = 0.288675

Riesenie. Uvedomme si, Ze podstava musi mat hranu dizky 1. KedZe povrch celého ihlanu je 3, kazd4 z boénych stran
musi mat obsah 1/2. Z tychto dvoch tvrden{ vieme, Ze trojuholniky tvoriace bo¢né strany maji vysky 1. Preto kolmy
rez cez stred zdkladne (rovnobezny s dvoma z jej hrén) tvori rovnostranny trojuholnik so stranou dIZky 1. O tomto
trojuholniku zaroven vieme, ze jeho vyska je vyskou celého ihlanu, a sice %\/?; 7Z toho uz vieme dopocitat objem ihlanu
ako tretinu suc¢inu obsahu podstavy a vysky, teda % -1- %\/?: = %\/5



Uloha 18. Magicks masina vie premenit kvapaliny. Ak dostane st vodu, premeni 6 % na vino a zvysnych 94 % sa
nezmeni. Ak dostane ¢isté vino, premeni 10 % na vodu a zvysnych 90 % nezmeni. Ak dostane zmes, tak bude posobit
na zlozky samostatne. Jozo si kipil vino a vodu a nalial 6000 litrov takejto zmesi do masiny. Po tom, ako masina
spravila svoje, JoZo dostal naspit zmes s rovnakym pomerom vina a vody, aky nalial. Kolko litrov vina mé JozZo vo
svojej zmesi?

Vysledok. 2250

Riesenie. Ozna¢me r mnozstvo vina a z mnozstvo vody v litroch v pévodnej zmesi. Vieme, ze 0.06 - z litrov vody
sa premeni na vino, 0.1 - x litrov vina sa premeni na vodu a z je rovnaké po magickom procese. Z toho musi platit
0.06 -2z = 0.1 -2 a kedze x + z = 6000, tak 0.06 - (6000 — x) = 0.1 - z. VyrieSenim tejto rovnice dostaneme, Ze
x = 6000 - 2 = 2250.

Uloha 19. Robo si nakreslil rovnostranny trojuholnik a k nemu prislichajicu vpisant a opisani kruznicu. Obsah
opisanej kruznice je 140. Nésledne vyfarbil 2 casti ako na obrazku. Aky je obsah ¢asti, ktoré Robo vyfarbil?

Vysledok. 35

Riesenie. Kruznica vpisana rovnostrannému trojuholniku ma dvakrat mensi polomer

ako kruznica opisand tomu istému trojuholniku (mozeme si to vSimnit napriklad z toho, ze jeho vpisand kruznica je
vlastne opisanou trojuholniku z jeho strednych priecok). Z toho vyplyva, Ze obsah vpisanej kruznice je Stvrtinou obsahu
opisanej, teda 140 : 4 = 35. Vsimnime si, ze ¢ast obrdzka, ktorti Robo vyfarbil je presne tretina rozdielu obsahov tychto
dvoch kruznic, teda tiez 35.

Uloha 20. Majme 2021 kladnych celych &sel. Vieme, Ze ich siéin je dvakrat taky velky ako ich stéet. Uréte najvicsiu
moznui hodnotu najvécsieho z nich.
Vysledok. 4044

Riesenie. Oznaéme kladné celé éisla ako ¢; > co > -+ > o920 > 2021 > 1. Cheeme uréit najvicsiu mozni hodnotu
¢isla ¢y za predpokladu
€1+ o001 =2 (€14 -+ + C2021)- (1)

Vydelenim oboch stran a odhadnutim menovatelov dosadenim niektorych c; ako 1 dostaneme odhad

1 1 1 1 201 201
1=2(+-~-+) <2<++ : 9) _rate
Co -+ C2021 C1 -+ €020 ¢ Co c1Co 10

Vynéasobenim cjco a preusporiadanim dostaneme
(Cl — 2)(02 - 2) = C1C2 — 261 - 202 +4 S 2-2019 4+ 4 = 4042.

Ak ¢cg > 3, tak ¢; <4044 a vyber ¢c; =4044, co =3 ac3=---=cogo1 = 1 spfﬁa rovnicu (1). V tomto pripade hodnota
4044 moze byt dosiahnuté. Na druhd stranu ak ¢, < 2, potom &isla ¢y > ¢3 > --- > cag21 obsahuji k > 0 dvojek,
2020 — k jednotiek a rovnica (1) hovori, ze

128 = 2(cy + 2k + 2020 — k).
Mézeme ju upravit na c; (2! — 1) = 2020 4 k. Avsak pre k < 1 nemame c;, ktoré spfﬁa tito rovnicu, pre k£ > 2 mame

2020 + k£

= ST < 2022 <4044

C1

. Riesenim je 4044.



Uloha 21. Devi malych trojuholnikov vo velkom trojuholniku ako na obrézku je vyplnenych réoznymi kladnymi
celymi &fslami tak, Ze kazdé dva stranou susedné trojuholniky maji najvicésieho spoloéného delitela viésieho ako 1.
Aky je najmensi mozny sucet tychto ¢isel?

Vysledok. 59

Riesenie. Najskor si v8imnime, ze mame tri trojuholniky, ktoré susedia iba s jednym inym trojuholnikom, tri
trojuholniky s dvoma susedmi a tri s troma susedmi. To znamena, Ze ak prvocislo p je niektoré z hladanych éisel, tak sa
niekde musi nachddzat este jedno prvocislo p v prvoéiselnom rozklade. Taktiez je vidiet, Ze 1 nemoze byt hladané éislo.
Ozna¢me sumu spravneho vyplnenia S.

Ak nejaké prvoéislo p > 11 je vo vyplneni, tak aspoii jeden ndsobok k- p s k > 2 musi byt tiez pritomny. Vyplnenim
zvysku siedmimi najmensimi ¢islami bez ohladu na pravidld ndm d4 sicet: S >2+3+44+5+6+7+8+p+k-p=
35+ (k+1)-p>35+33=68.

Teraz predpokladajme, ze ziadne prvocislo nie je p > 11 a dostaneme nasledujice moznosti:

e Obedislab a7 st vo vyplneni: S > 5+k5-54+7+ky 7T+2+3+4+6+8 = (ks+1)-5+ (k7 +1)-7423 > 154+21+23 = 59

y 10>20+324+10=62 for k>3
Cislo 5 je vo Ineni, ale ¢islo 7 nie je: S > 5+k-5+2+3+4+6+8+9+ - -
e Cislo 5 je vo vyplneni, ale ¢islo 7 nie je: S > {12:15+32+12:59 for k=2

e Nemédme ani 5ani 7: S >2+3+4+6+8+9+10+ 12+ 14 =68
e Cislo 7 je vo vyplneni, ale 5 nie je: S >2+3+44+6+7+8+9+10+k-7>49+ 14 = 63

Moézeme ustdit, Ze 59 je kandid4t na najmensiu sumu. Dokonca obe navrhnuté mnoziny spfﬁajli podmienky a mézeme
nimi trojuholniky vyplnit:

) )
10 10
2 4 2 4
6 12 6 14
3 8 9 3 8 7

Odpoved je 59.

Uloha 22. Lujza si kresli sa sebou do radu rovnaké doméeky. Jeden doméek sa sklada z dvoch rovnako velkych
§tvorcov a rovnoramenného pravouhlého trojuholnika, ktory je preponou poloZeny na §tvorce ako strecha. Kazdy dalsi
domcek ma spoloénu stranu s predoslym tak, ako na obrazku.

Kolko najmenej doméekov musi Lujza nakreslit, aby jej obrazok obsahoval aspoii 2021 trojuholnikov?



Vysledok. 93

Riesenie. Zadefinujme si obsah jedného doméeka ako 3.

V prvom domcéeku je 8 trojuholnikov s obsahom %, 8 trojuholnikov s obsahom % a 3 trojuholniky s obsahom 1, ¢o je
dokopy 19 trojuholnikov.

Pridanfm druhého doméeka Lujza pridd rovnako vela trojuholnikov ako v prvom, plus dva trojuholniky s obsahom
1, ktoré zasahuju so oboch domcekov, ¢ize 21 trojuholnikov.

Pridanim treticho doméeka Lujza prida tolko, kolko druhym doméekom, plus jeden trojuholnik zasahujici cez
vietky tri doméeky s obsahom 4, ¢ize 22 trojuholnikov. MéZeme si rozmysliet, Ze aj kazdym d’alsim doméekom Lujza
prida 22 trojuholnikov.

2021 =19+21490-22+1

Zo zostavenej rovnice vidime, 7Ze Lujza musf nakreslit asponi 1+ 1 + 90 + 1 = 93 doméekov.

Uloha 23. Kaidy z piatich trojuholnikov N, @, b, o, j mé rovnaky obsah. Néjdite |AB|, ak |CD| = 5.

F
A B C D E
1

Riesenie. Pomer obsahov medzi trojuholnikmi ABEG a ABEF je 4 : 3. Ked'ze tieto trojuholniky maji rovnaku
zédkladiiu BE, vysky musia mat pomer 4 : 3. Ked'Ze trojuholniky AABG a ACDF maji rovnakid plochu a ich vysky
na stranu priamku AF majui pomer 4 : 3, vidime, ze |[AB| = %|CD| = %.

G
Vijsledok. 12

Uloha 24. Janéi ma papier v tvare obdlznika so stranami dizok 2155 a 2100. Postupne z tohto papiera odstrihuje
pasy. Najskor odstrihne pas so sirkou 1 pozdlz dlhsej strany, potom, pokrac¢ujic v smere hodinovych ruciciek, pés
so §irkou 2 (tentokrdt pozdlz kratSej strany), ndsledne so irkou 3 (opit pozdlZ dlhsej) a tak d'alej, ako vidime aj na
obrazku.

2155

Nakoniec sa dostane do stavu, kedy uz nemoze odstrihnit v smere hodinovych ruéiciek pds, ktory by mal o jedna vécsiu
girku ako predosly. Aky obsah ma papier, ktory Jan¢imu po strihani ostal?

Viysledok. 6375



Riesenie. Janéi moze strihat pasy s neparnymi sirkami pokym 1 +3 +---+ 2n — 1 = n? < 2100. Kedze 452 = 2025 <
vieme, Ze Janéi moze strihat kym 2 +4 + -+ 4+ 2n = n(n + 1) < 2155. Ked'ze 45 - 46 = 2070 < 2155 < 2162 = 46 - 47,
najsirs{ " parny” pds md sirku 90. Obsah papiera, ktory Jan¢imu ostal je (2100 — 2025) - (2155 — 2070) = 75 - 85 = 6375.

Uloha 25. Msme dva rovnaké prstence s polomerom 4 a nezndmou Sirkou w. Jeden je polozeny horizontélne na stole,
druhy stoji vertikdlne a dotyka sa prvého v presne styroch bodoch (ako na obrazku). Najnizsi bod tohto prstenca lezi
presne vo vyske 1 nad stolom. Urcte sirku w.

AL

. 10
Visledok. =

Riesenie. Oznaéme w hladant sirku a pozrime sa na obrdzok zndzoriujici vertikalnu projekciu tychto dvoch prstencov

na stol.
— ¢

6

oblitky prstencov definované dvomi bodmi dotyku maji rovnaki dizku. Mame 8 = 2z +w = 2(w — 1)+ w = 3w — 2, a
10

teda w = <.
Uloha 26. Polyném stupiia 14 ma celoéiselné koeficienty a koeficient pri #4 je kladny. Tento polyném mé 14 réznych
celo¢iselnych korenov. Jeho hodnota p v bode nula je kladna. Uréte najmensiu moznu hodnotu p.

Vysledok. 29030400

Riegenie. Polyném moézeme zapisat ako ¢« (x —ay) - (z —ag)----- (x — a14) pre nejaké po dvoch rézne ay,ag,...,a14 a
¢islo ¢. Vedici koeficient je rovny ¢, takze ¢ je kladné. Hodnota v bode 0 je rovnd p = ¢-(0—aq)-(0—ag)----- (0—as) =
(=) a;-ag---- a14. Pri minimalizovani p musi platit ¢ = 1. KedZe p je kladné, Ziadny koreii nie je nulovy. Zvysné

hodnoty musia byt v absoltitnej hodnote najblizsie k 0, aby sme minimalizovali vyraz. Ked'Zze zdpornych musi byt parny
pocet, dostdvame mozné koeficienty —1, -2, -3, —4, -5, —-6,1,2,3,4,5,6,7,8. Z toho p = 6! - 8! = 29030400.

Uloha 27. Kika pise &islice 4, 5 a 7 dvoma fahmi a vietky ostatné &islice jednym tahom. Kolko £ahov musf urobit,
aby vypisala vSetky ¢isla od 1 po 2021 vratane tychto dvoch ¢isel?

Vysledok. 8783

Riesenie. Ked Kika vypisuje &fsla od 1 po 2021, napise 9 jednocifernych &fsel, 90 dvojcifernych, 900 trojcifernych a
2021 — 1000 4 1 = 1022 stvorcifernych ¢isel. Spolu napise 9490 -2 4900 - 3 41022 - 4 = 6977 &islic. Kazdd ¢&islicu napise
jednym tahom, kym pre &islice 4, 5 a 7 prid4 este jeden f£ah navyse. Takze staéf spocitat, kolko napiSe tychto éfslic.
Ked'ze &islo 2021 neobsahuje ani jednu taktto &slicu, budeme uvazovat iba &isla po 2020.



Spocitajme, kolko napise &islic 4. 1/10 ¢éisel po 2020 obsahuje ¢&islicu 4 na mieste jednotiek, teda 202. Cislica 4 sa
vyskytne na mieste desiatok v 1/10 &isel po 2000 a v ziadnom ¢&isle medzi 2001 a 2020. Spolu 200-krat. Rovnako sa
&islica 4 vyskytne na mieste stoviek 200-krat a medzi 2001 a 2020 sa nevyskytuje. Dokopy teda treba &slicu 4 napisat
202 + 200 + 200 = 602-krat. Tito tivahu mozeme zopakovat aj pre &islice 5 a 7.

Spolu Kika napise 6977 éislic, pricom 3 - 602 = 1806 je 4, 5 alebo 7. Urob{ tak 6977 + 1806 = 8783 fahov.

Uloha 28. Tabulka nizsie by mala byt vyplnend ¢islami 1,1,2,2, ... ,8, 8 tak, Ze pre kazdé pouzité ¢islo n plati, ze
medzi nim a druhym rovnakym ¢islom n je prave n policok. Tri z tychto ¢isel st uz umiestnené:

6|7 2

Umiestnite zvy$né ¢isla podla pravidiel a ako rieenie zadajte 4-ciferné &islo v sivej éasti tabulky.
Pre 1,1,2,2,3,3 by spréavne vyplnend tabulka vyzerala takto:

311121132

Visledok. 3845

Riesenie. Pre jednoduchost zapisu si tabulku oznaéime ako pole f so Sestndstimi ¢lenmi. To znamend, Ze ak je nejaké
¢islo na pozicii f(n), nachddza sa v n-tom policku. Zo zadania uz pozndme tri policka, f(6) =6, f(7) =7, f(9) =2,
jednoznacne teda dostaneme f(13) =6, f(15) =7 a f(12) = 2.

6|7 2 216 7

Vseobecne mozeme pouzit dve rozne stratégie: bud sa pozrieme, kde moze byt konkrétna dvojica &isel umiestnend
alebo budeme uvazovat, aké ¢fslo mozeme umiestnit do konkrétneho policka (ako v Sudoku).

Napriklad m6zeme hladat moznosti, kam umiestnit dvojicu trojok. Mdme tri moznosti: v prvej f(1) = f(5) =3, v
druhej f(4) = f(8) = 3 alebo v tretej f(10) = f(14) = 3.

Lahko uvidime, ze f(10) = f(14) = 3 ndm d4 jedini moznost pre f(16) a ako dosledok dostaneme aj f(11) = 4.
Teraz vak nikam nemoZeme umiestnit dvojicu osmiciek. Moznost f(4) = f(8) = 3 ndm d4 dve moZnosti pre dvojicu
¢isel 5, konkrétne f(5) = f(11) =5 alebo f(10) = f(16) = 5. Obe alternativy nds ale privedui k sporu, ked'Ze v Ziadnom
z pripadov uz nebudeme mat kam umiestnit §tvorky.

Takze f(1) = f(5) = 3 ndm nechéva jedini moznost f(2) = f(11) = 8, jediny sposob ako vyplnit zbytok tabulky
podla pravidiel je f(3) = f(8) =4, f(14) = f(16) = 1 a nakoniec f(4) = f(10) = 5.

318141536, 7[4]2|5]8|2[6[1 |71

Jedinym spravnym vysledkom je 3845.

Uloha 29. Jozo ma konvexny sestuholnik ABCDEF, ktorého diagonaly BE a CF sa pretinaji v bode G. Tento
Sestuholnik m4 nasledujiice vlastnosti, ako je naznacené aj v ndkrese: |[AB| = 7.5, |BG| =5, |GE| = 3, |GF| = 4.8,
|<BAF| = |<CDE)|, |<ABG| = 50°, |[<CBG| = 65°, AB je rovnobeznd s CF a CD je rovnobeznd s BE. Uréte velkost
usecky |CD|.

D




Vysledok. 5.7 = %7)

Riesenze.

A

Vdaka dvom dvojiciam paralelnych tseciek a tomu, ze 50° + 65° + 65° = 180°, tak mame konfiguraciu rovnakd,
akoby sme zohli rovnobeznik AE'D'F pozdlz tsecky BC (naozaj je to rovnobeznik, pretoze |<BAF| = |<CDE|; ako
na obrazku). Rovnaky vysledok by sme nasli, ak by sme vhodne premietli vrcholy D a E podla tsecky BC. Dalej
pozorovanim, 7e trojuholnik BCG je rovnoramenny néjdeme podmienky na dizku |CD| = |AB| + |BE|' — |CF| =
|AB| + |[EG| — |FG| =5.7.

Uloha 30. Robber-ta a Fénka hraja hru Lodicky. Okrem inych lodi maji obe vojnovy kriznik s pristavacou plochou
pre helikoptéry, ktory ma takyto tvar:

Fénka ukryla svoj kriznik niekde na hracom poli s 12 x 12 polickami. Ked'ze hraji na papieroch a s ceruzkami, tiito lod
mohla otacat a obracat. Najmenej kolkokrat musi Robber-ta vystrelit, aby mala istotu, Ze Fankin kriznik zasiahla
aspon raz?

Vysledok. 36

Riesenie. Uvazujme blok 4 x 2. Ako vidno na prvych dvoch obrazkoch, vyber jediného §tvorceka ndm nezarucuje,
7e sme lod trafili, ked'ze stdle existuje sposob, ako mohla byt umiestnend bez zdsahu. Navyse je zjavné, Ze vyberom
Tubovolnych dvoch §tvoréekov v dvoch roéznych riadkoch sa lodi¢ka uz nemala kam schovat — ak bola v tomto bloku,
musi byt zasiahnutd. To vidime aj na trefom obrdzku. Je teda potrebné vystrelit do kazdého 4 x 2 bloku aspon dvakrat.
Tym zistime, Ze Robber-ta musela vystrelit aspoii 18 - 2 = 36-krat.

Na druht stranu vd'aka takémuto diagondlnemu vzoru na 12 x 12 hracom poli vidime, Ze 36 vystrelov staci na to, aby
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Robber-ta mala istotu, ze kriznik trafila aspon raz.

Uloha 31. Kubko pre dané kladné celé ¢islo a zostrojil ostrouhly trojuholnik ABC taky, ze |BC| = a a dfzky Vb,

.....

trojuholnika je 101.4. N4jdite a.

Vysledok. 13

Riesenie. Pretoze ABC je ostrouhly trojuholnik, mézeme vidief, Ze aby sme maximalizovali obsah S = %aha, vysky
vy a v, musia byt ¢o najviésie. Teda vy = v, = a — 1 a ABC je rovnoramenny. Oznaéme stred strany BC ako M a
pitu vysky v. ako Cy. Z Pytagorovej vety pre podobné trojuholniky lahko ziskame vypocet

a’(a—1)

42a =1

KedZze 101.4 je raciondlne &islo, ¢islo 2a — 1 musi byt nepédrny Stvorec, oznaéme si to ako (2k + 1)? pre nejaké celé éislo

1
1014 = § = Sah, =

2
k>0,atedaa= % € {1,5,13,25,41,... }. Kontrolou prvych pér ¢isel a uvedomenim si, Ze obsah sa zvysuje s
a rychlo ndjdeme rieSenie a = 13.

Uloha 32. Tomés zobral stuéet 1000 kladnych celych ¢isel a dostal vysledok 1200500. Ak tieto ¢isla st zoradené v
zostupnom poradi, tak rozdiel medzi kazdymi dvoma po sebe idtcimi éslami je bud 2 alebo 7. Najmensie z &isel je 101.
Teraz chce maximalizovaf najviésie z jeho &isel tak, aby sicet bol zachovany. Aké je najviiésie mozna hodnota tohto
¢isla?

Vysledok. 3099

Riesenie. Nech ny; = 101, no,...,n1900 0znacuju Tomasove ¢isla v zostupnom poradi. Ak predpokladdme, ze rozdiel
medzi dvomi po sebe idiicimi éislami bude 2, dostaneme 71900 = 10142999 = 2009 a 3129 n; = 2200-500 = 1100 000.
Rozdiel medzi Tom&asovym stuctom a tymto je 100 500 = 20 100 - 5.

Ak n; 11 —n; = 7 pre nejaké konkrétne ¢ namiesto 2, tak sicet sa zvysi o (1000 —4) - 5 a nigoo sa zvysi o 5. Ako
dosledok mame, ze pri maximalizovani hodnoty niggo s konstantnym stctom 1200500, vzdialenosti 7 by sa mali
umiestnif na najvyssie mozné éfsla. Ked'ze 20100 = % -200 - 201, tak ak Tomas zmen{ vSetky vzdialenosti n;11 — n; pre
i =800,...,999 na 7 namiesto 2, dostane ziadanu sumu a najvécsie mozné niggg = 101 + 2 - 999 4 200 - 5 = 3099.

Uloha 33. Aké je najmensie kladné celé &islo také, Ze ho moZeme zapisat iba pomocou cifier 2 a 9, m4 nepéarny pocet
cifier a je delitené 117

Vysledok. 29292929292

Riesenie. Vsimnime si, ze 100 mod 11 = 1. To znamend, ze vynasobenim 100 nezmenime zvySok ¢isla po deleni 11.
Teraz si predstavme, ze ¢islo obsahuje rovnaki cifru a dvakrat za sebou. Toto ¢islo mé tvar x - 10712 + 11a - 107 + y.
Kedze 11a - 10" je delitelné 11, zvysok zdvisi iba na z - 10" + g, ¢o sa da skratit. RieSenie ndjdeme hladanim dlhsej a
dlhsej postupnosti tvaru 2929 - - - 292 alebo 9292 - - - 929, az kym nendjdeme najmensie také &fslo delitelné 11.

Iné riesenie. Cislo je delitelné 11 prave vtedy, ked sicet cifier na parnych poziciach minus sicet cifier na neparnych
poziciach je delitelny 11. Z kritéria delitelnosti 11 rovno vidime, Ze rieSenie neméze mat dve po sebe idtce cifry. Kedze
sa dvojky a deviatky striedajd, hladdme najmensie také n, Zze 2n — 9(n + 1) je ndsobkom 11 alebo 9n — 2(n + 1) je
nasobkom 11. V oboch pripadoch je riesenie n = 5, ¢o dava 29292929292 a 92929 292 929. Zoberieme mensie z nich.
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Uloha 34. Nech ABCDE je pravidelny patuholnik a F je bod prieniku uhlopriecok AD a BE. Rovnoramenny
trojuholnik AF'E moéze byt doplneny do pravidelného p#tuholnika AFEXY , oznaéme ho p. Este moZzeme vyrobit jeden
pravidelny p#tuholnik ¢ tak, Ze jeho vrcholy si prieseéniky vSetkych piatich uhlopriecok ABCDE. Ak |AF| =1, akd je
najviésia mozna vzdialenost medzi vrcholom p a vrcholom ¢?

Visledok. (3 ++/5)/2 = 2.61803

Riesenie. Vsimnime si, Ze patuholniky p a ¢, si rovnolahlé cez bod F, preto strana medzi X a Z, jeden z moZnych
parov bodov z p a ¢ a maximalnou vzdialenostou, musf ist cez bod F.

D

v

e
sy

Nasledujice pozorovania su priamociare:
o |[<AFE| = 108°, preto |AE| = (1 + /5) podla kosinusovej vety;
e nasledujice trojuholniky st rovnoramenné: AFZ, XFD, DFE.
7 toho
XF| = |DF| = |DE| = |AB| = 1(1+ V5),
|ZF| = |AF| = 1.
Hladand vzdialenost je | XF|+ [ZF| = (34 V).

Uloha 35. Uvazujme vietky trojice (a, b, c) prvocisel, riesiacich rovnicu
175a 4 11ab + be = abe.

Aky je sucet vSetkych moznych hodnot ¢ v tychto rieSeniach?
Viysledok. 281

Riesenie. Mbzeme upravit rovnicu na a(be — 116 — 175) = be. Z tohto tvaru vidime, ze bud a = b alebo a = ¢, kedZe
vsetky premenné su prvocisla. V prvom pripade dostaneme ac — 11la — 175 = ¢ < (a — 1)(c — 11) = 186, ¢o m4d jediné
prvociselné riesenie (2,2,197). V druhom pripade mame ab — 11b — 175 = b < 175 = b(a — 12), ktoré md dve rieSenia v
prvocislach — (47,5,47) a (37,7,37). Vypocitame hladany sicet 197 + 47 + 37 = 281.

Uloha 36. Tom a Jerry si chet kipit dom. Nasli 10 ponik. Maji vSak rozne naroky, preto sa rozhodli vybrat dom
podla nasledujiiceho procesu. Obaja zoradia domy vo svojom poradi preferencif, bez remiz (pre vonkajsieho pozorovatela
nerozlisitelné od ndhodného vyberu). Ak maji v trojici najvyssie hodnotenych domov préve jednu zhodu, tak kiipia

ten dom. Ak je pravdepodobnost, Ze tento proces bude tispesny?

. 21
Vijsledok. 75
Riesenie. Pre hocijaké usporiadanie od Jerry musi mat Tom vo svojej top trojici prave jeden dom z Jerrinej top

trojice a zvysné dva musia byf medzi 4 az 10. Pre fubovolny Jerrin zoznam mé Tom pravdepodobnost

() () _2t
(5) 40

ze sa zhodnu.
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Uloha 37. Definujme polynémy
p(a) = az?02L 4 b0 .. 4 gz | pp18 44 e 4 ag 1 b

q(z) = az® + bx + a,

kde a, b st kladné redlne ¢éisla. Vieme, Ze polyném ¢(z) ma prave jeden koren. Njdite stucet vSetkych redlnych korefiov
polynému p(zx).
Vysledok. —2
Riesenie.

Polyném p(z) sa d4 napisat v tvare (az + b)(z2 1010 4+ 21009 4 ... 4 22 4 1) pricom druhd zatvorka je ostro kladna,
takze x = TTb je jedinym redlnym koreniom polynému p(z).

Polyném ¢(x) mé prave jeden koreni, takze jeho diskriminant je b — 4a? = 0, a ked'Ze a aj b st kladné, mozeme
tvrdit ze b = 2a.

Pretox:%b:_TQ(L:—Z
Uloha 38. Najdite sucet vsetkych prvocisel p takych, ze existuje kladné celé ¢islo n také, ze desatinny rozvoj ¢isla %
ma najkratsiu periédu diiky 5.
Vygsledok. 37
Riesenie. Mobzeme predpokladaf n < p a to, Ze desatinny rozvoj ¢isla % ma periodu dizky 5, ktora sa zacina prvou
¢islicou za desatinou ¢iarkou. Vskutku ak % zaéina byt 5-periodické zaéinajic nejakou cifrou d'alej od desatinnej éiarky,
tak mozeme ¢islo n vyndsobit vhodnym ndsobkom 10 a tym posunieme desatinni éiarku. Ak potom n > p modzeme n
nahradit n’ < p takym, 7ze n = kp +n'.

Ak 0.ABCDEF je periodickd s desatinnym rozvojom 7, potom p | 99999, teda p | 32.41.271. Obe 1/3 aj 2/3
majd periédu 1, ale 1/41 = 0.02439 a 1/271 = 0.00369. Vysledkom je 41 + 271 = 312.
Uloha 39. Styri osoby sedia v miestnosti a kazdy ovlidda presne tri z nasledujicich piatich jazykov: slovenéina,
angli¢tina, nemdéina, §panieléina, polstina. Nerozpravaji Ziadnym inym jazykom. Mozeme vidiet, Ze existuje 10000
moznych sposobov, ako mozu rozpravat tymito jazykmi. Z kolkych z tychto moznosti moze niekto prehovorit tak, Ze
mu budt vietci rozumiet?

Vysledok. 5680

Riesenie. Mame 10 = (g) moznosti, v ktorych vsetci rozpravaju rovnakymi 3 jazykmi. Aby mali aspon dva jazyky
spolo¢né: mame 10 = (g) moznosti ako vybrat 2 jazyky, potom 3* ako vybrat treti jazyk pre styri osoby. Ak maji
aspon jeden jazyk spolo¢ny: méame 5 = (‘;’) moznosti ako vybrat spoloény jazyk, potom méme (3) = 6% moznosti ako
vybrat ostatné dva jazyky pre Styri osoby.

Pouzijiic princip inklizie a exklizie, hladany pocet je 5 -6* — 10 - 3* 4+ 10 = 6480 — 810 + 10 = 5680.

Uloha 40. Adam napfsal vietky zlomky, ktorych ¢itatel a menovatel si kladné celé sla mensie alebo rovné ako 100
a vymazal vietky také, ¢o nie si v zdkladnom tvare. Potom ich usporiadal od najmensieho po najvéicsie. Aky zlomok je
v Adamovom zozname tesne pred zlomkom %?

Vijsledok. 52

98
Riesenie. Ak § < %7 tak ¢ < Zig < % a sta¢i ndm hladat &islo s najvacésim moznym menovatelom. Presnejsie to
znamend hladat medzi &islami 98, 99 a 100, preto mozné rieSenia st %, % a % = %. Porovnanim tychto ¢isel

dostaneme, ze
656 33 65 2

99 ~50 98 3
Uloha 41. Dvadsat tri ¢iernych kociek je umiestnenych v mriezke 6 x 6 x 6. Obrazky zobrazuju vysledny objekt

zobrazeny z hora (lavy obrdzok) a spredu (pravy obréazok). Biele §tvorce znamenaj, Ze v danom stlpci nie je Cierna
kocka. Spolocna hrana dvoch obrazkov je vyznacena ¢ervenou. Urcte povrch Cierneho telesa.
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Vysledok. 130

Riesenie. Obsah je rovny suctu obsahov Ciernych kociek minus dvakrat pocet spolo¢nych stien ¢iernych kociek.
Taky par moze byt orientovany v troch smeroch, nazvime ich ”hore-dole”, ”dopredu-dozadué ”dolava-doprava”. Aby
sa "Tavo-pravy” pripad vyskytol, musi sa vyskytovat ako par susednych §tvorcov deleny vertikalnou éiarou v oboch
projekcidch na rovnakej pozicii. Taky pripad sa nevyskytuje. Pripad ”dopredu dozadu”musi ovplyviiovat lavy §tvorec —
to sa stane dvakrat v prvom stfpci. Ked'ze prvy stipec v pohlade spredu obsahuje iba jeden §tvoréek, musia vietky
kocky byt v jednom riadku a mat spoloéné steny. V poslednom pripade "hore-dole” vieme podobne povedat, Ze spoloéné
steny sa nachadzaji iba v piatom stfpci pohladu spredu a v piatom stipci pri pohlade zhora. Rovnako ako v predoslom
st dve dvojice stien spolu zlepené. Hladana plocha je preto 6 - 23 — 2 - 4 = 130.

Uloha 42. Deliaca postupnost kladného celého éisla N je postupnost kladnych celych é&isel dy, ds, ..., d; takych, ze
k>1,d; # 1, spliiuji podmienky dy | dy | d3 |-+ | dx | N ady-dy-----dp = N. Cislo dj, nazveme vediicim clenom
postupnosti. Aky je aritmeticky priemer vedicich ¢lenov réznych postupnosti pre vsetky mozné deliace postupnosti
¢isla 7207
Vysledok. 204
Riedenie. Mame, ze 720 = 2 .32 . 5. Ked'ze pre vedici ¢len musia platif podmienky dy | 720 a dy - - - - - dj, = 720,
je jasné, ze 2-3 -5 = 30 deli dj. Teraz mozeme hladat vedice Eleny. Ktorékolvek éislo tvaru 30e, kde e je také, ze
e | 233, je vedicim ¢lenom nejakej postupnosti. Existuje osem moznych é&isel e a pre oba e = 2 a ¢ = 6 mame dve
deliace postupnosti. V prvom pripade je deliacou postupnostou 2, 6,60 s 12,60 a v druhom pripade je to 2,2,180 s
4,180. Pre ostatné pripady e je deliaca postupnost uréend jednoznacne, preto mame 10 moznych vodcov. Na néjdenie
aritmetického priemeru stacf ndjst 33 (1+2+2+44+8+3+6+6+ 12+ 24) = 368 = 204.

Vsetky postupnosti st tvaru bud 3 | e alebo 3 { e. V prvom pripade méme postupnosti (2,2, 6,30), (2,6, 60), (12,60),
(6,120), (3,240) a v druhom pripade mame postupnosti (2,2, 2,90), (2,2, 180), (4, 180), (2,360), (720).

Uloha 43. Msme tabulku 5 x 1 a vrecko s dostickami. Na kazdej dosticke je napisané jedno z pismen N, A, B, O, J.
Kolko roznych vreciek existuje, takych Ze poéet moznosti ako vykladat NABOJ, z obsahu vreciek, je rovny 14407

Visledok. 9450

Riesenie. Oznaéme postupne n, a, b, o, j pofet dosticiek s pismenami N, A, B, O, J. Hladdme také pitice (n, a, b, 0, j)
s vlastnostou
naboj = 1440 = 25 . 3% . 5.

Kazdy prvoéiselny delitel musi byt rozloZeny medzi n, a, b, o0, j a rozne rozlozenia ddvaji rozne pitice. Mame

() () 2+ ()2 () o () a0 (3) -0 () -

moznosti ako rozdistribuovat prvoéisla 2 ¢o zodpovedd moznostiam ako rozlozit 5 na particie: 5,4 +1,3+2,3+1+1,
2424+1,24+1+14+1,14+1+1+1+1. Dalej mdme

(1)) -

moznosti ako rozlozit 3, na zodpovedné particie 2, 1 + 1. Nakoniec mame
5
=5

126 - 15 -5 = 9450

moznosti ako rozlozit 5. Dokopy teda méame

moznych vreciek.

Uloha 44. N3&jdite najvicsie kladné celé ¢islo n také, ze 42921 4 47 4 43500 je druhd mocnina celého &fsla.
Vysledok. 4978

Riesenie. Vsimnime si, ze vietky tri séitance st stvorce, ked'ze 4 = 22. Mozeme teda zobrat dve z nich, odmocnit,
séftat a umocnit:
(22021 + 21’1)2 — 42021 4 2 . 22021 . 2n + 4n _ 42021 + 22022+n + 4n

Porovnanim tohto vyrazu so zadanim dostaneme

43500 _ 920224~ — n = 4978.
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Pre tito hodnotu mame urcite stvorec. Ostatné dve moznosti vyberu séitancov vedd na rieSenia n = 541 a n = 2761.
Mbézeme predpokladat, ze n = 4978 je rieSenim.

Aby sme dokézali, Ze je najvicsie, musime ukdzat, ze 42021 4 47 1
kladné celé ¢islo. Vyraz

43500 pie je stvorec pre n = 4978 + m, kde m je

42021 4 43500 + 44978+m — 42021 . (1 + 41479 =+ 42957+m)

je stvorec prave vtedy, ked (1 4 4147 4 42957+m) je stvorcom, ked'ze 42021 = (22021)2 je stvorcom. Avsak

2 2
(22957+m) = 4295T+m 4 41479 | 42957+m _ | | 92958 | 42057+m _ | 4 o 92957+m | 42957+m _ (22957+m 4 1)
ukazuje, ze pozadovany vyraz je medzi dvoma Stvorcami, ¢o znamena, ze sdm nie je Stvorcom. RieSenim je n = 4978.

Uloha 45. Kolko koeficientov polynému
2021 .
P(z) = [] (" + (-1)%) = (2 + 2)(a® — 3) (2 + 4) - -- (2***" — 2021)
=2
je ostro kladnych.
Vysledok. 1021616

Riesenie. Uvazujme polynéom
Q(x) = P(—x) = (2% + 2)(—2% = 3)(z* +4) - - - (=22 —2021) = (=1)1010(22 + 2)(2® + 3)(2* +4) - - - (x2°?* +2021).

Nech S = 2+ --- 42021 = 2043230. Ked si predstavime si¢in 2020 zatvoriek definujicich Q, je jasné, Ze nebudeme mat
ziadny linedrny ¢len a rovnako ani ziadny ¢len 2°~!, ak zvolime mocninu z z kazdej zatvorky mame 2° inak mame
najviac 52, Dalej si véimneme, ze Q(z) mé vietky nenulové koeficienty kladné. Ukazeme, Ze jediné nulové koeficienty
su pri exponente 1 a .S — 1.

Vskutku ak by existovalo m také, Ze ™ méa nulovy koeficient, tak by to znamenalo, Ze m sa neda zapisat ako
sicet ¢isel z mnoziny {2,3,...,2021}. Cislo m — 1 musi byt tvaru k + (k+1)+---+ 2021, inak by sme navysenim
niektorého ¢lena tohto stiétu o 1 dostali &islo m, ktoré sa takto dé zapisat. Najmensie také m— vicsie ako 1 je zjavne
34+4+---+2021, tedam =S5 —1.

Polyném P(z) mé oproti Q(x) znamienka pri nepdrnych mocnindch otocené, teda zdporné znamienka pri nepérnych
mocninach, kladné pri parnych a nulové pri 1 a S — 1. Dokopy ma g + 1 = 1021616 kladnych koeficientov.

Uloha 46. Mesto budicnosti ma podorys kockovej siete 4 x 4 x 4. Kazdy bod s celo¢iselnymi suradnicami je krizovatkou
a krizovatky vzdialené 1 si spojené cestou. Krizovatka v strede mesta, (2,2,2), je zavretd kvoli opravdm a treba ju
obchddzat. Milo$ chee prejst z krizovatky (0,0,0) do krizovatky (4, 4,4) najkratSou moZnou cestou pozdlz ciest. Kolko
roznych ciest moze zvolit?

Viysledok. 26550

Riesenie. Najprv spocitame kolko existuje najkratsich ciest bez podmienky na prostredni krizovatku. Mame prejst z
(0,0,0) do (4,4,4). Musime prejst Styri cesty v smere stradnice z, $tyri v smere y a Styri v smere z v nejakom poradi.
Ak by sme igli spit v nejakom smere, cesta nebude najkratsia. Mame dokopy ﬁ%’m ciest.

Teraz musime odéitat tie cesty, ktoré vedu cez krizovatku (2,2,2). Zo symetrie vieme, Ze pocet ciest vedtcich z
(0,0,0) do (2,2,2) je rovnaky ako pocet ciest z (2,2,2) do (4,4,4), ¢o je o= Pre kazdd cestu z (0,0,0) do (2,2,2)
existuje 5ot ciest z (2,2,2) do (4,4,4). Preto pocet vietkych ciest cez krizovatku (2,2,2) je oL = ool

6!
212121 © 212121 26 -

Celkovy pocet ciest je % — 62%-2 = 26550.

Uloha 47.
Marek zloZil rovnostranny trojuholnik tak, ze jeden vrchol sa dotyka protilahlej hrany. Obsahy dvoch novovytvorenych
neprekrytych trojuholnikovych casti st 100 a 64, tak ako aj na obrazku. Najdite obsah prekryvajicej sa oblasti.
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Vysledok. 98

Riesenie. Vsetky dolezité body zaznac¢ime do obrazka:

A

B

V trojuholniku ABDE musi byt sticet vniitornych uhlov 180°, preto bude platif |[<BDE| + |<DEB| = 120°. Dalej
kedze <BDA je priamy uhol, bude platit 120° = |<BDE| + |<FDA|.Potom |<DEB| = |<F' DA]|, teda trojuholniky
AADF a ABED st podobné. Ked'ze tieto trojuholniky maji pomer obsahov 100 : 64, zodpovedajice strany budi v
pomere 10 : 8. Ak dalej ozna¢ime r = |DB|, s = |BE|, t = |[ED|, dostaneme dizky ako na nasledujticom obrazku.

s r

N

Ak oznaéime a dlzku strany povodného rovnostranného trojuholnika, mézeme odvodit:

a = s+t (2)
5
a = Z(T +1t) (3)
5
a = ZS —|— T (4)
1 3
64 = TS sin60° = rs - % (5)

Potom linedrna kombinécia rovnic (2)-(4) déva r = ¢ a s = 2. Vlozenim tychto hodnét do rovnice (5) dostdvame
1440 = a®V/3 = 48

kde S je plocha rovnoramenného trojuholnika. Potom jednoducho ziskame hladant plochu A ako 100 + 64 + 24 = 360
preto A = 98.

Uloha 48. Janko opakovane hidZe vyvazenou mincou, az kym mu nepadne postupnost hlava — znak — hlava. Aka je
pravdepodobnost Ze nenastane postupnost znak — hlava — znak — hlava?

. 5
Visledok. 3

Riesenie. Oznaéme E udalost, Ze postupnost ,hlava — znak — hlava“ alebo jednoduchsie HZ H padne skér ako ZHZH,
ktorej pravdepodobnost oznaéme Pr(E). Pre dani postupnost hldv a znakov s ozna¢me Pr(FE|s) pravdepodobnost, 7e
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E nastane v postupnosti, ktora zac¢ina s a pokracuje ndhodne. Oznac¢me x = Pr(E|H) a y = Pr(E|T). Ak uvazime
d'alsie dva az tri hody vyvéZzenou mincou, bude pre z platit:

1 1 1
T = §Pr(E|HH)+1Pr(E|HZZ)+iPr(E|HZH) (6)
a analogicky o tri az Styri kroky bude pre y platit:
1 1 1 1
v=5 Pr(E|ZZ) + 1 Pr(E|ZHH) + 3 Pr(E|ZHZZ) + 3 Pr(THTH). (7)
Kedze HZH aj ZHZH st striedavé postupnosti, mame:

@ =Pr(E|H) = Pr(E|HH) = Pr(E|ZHH),
y =Pr(E|Z) = Pr(E|ZZ) = Pr(E|HZZ) = Pr(E|ZHZZ).

Dalej kedze Pr(E|HZH) =1 a Pr(E|ZHZH) = 0, rovnice (6) a (7) maju tvar:

rT= -+

b

S NI

)

y 1
4 + 4

_y_ z. ¥
Y=9T17Ts
teda v = 2 a y = 1. Hladand pravdepodobnost je potom Pr(E) = 3 Pr(E|H) + 2 Pr(E|Z) = &3¢ = 5.
Uloha 49. Néjdite najmensie kladné redlne ¢islo x také, ze spfﬁa nasledujice podmienky: existuje aspon jedna trojica
kladnych redlnych ¢isel (s,t,u) takych, ze

s —st+t* =12,

t? —tutut=x
a pre lubovolné dve platné trojice plati, Ze ak sa zhoduji v s a t, tak sa musia zhodovat aj v u.
Vysledok. 16
Riesenie. Uvazujme body v rovine S, T, U a C také, ze |CS| = s, |CT|=t, |CU|=u a

|<SCT| = |<TCU| = 60°

(ako na obréazku). Podla kosinusovej vety (cos60° = 1/2) rovnice zo zadania implikujt, ze |ST|*> = 12 a |[TU|*> = .
Ked'Ze vzdialenost z bodu T' k priamke SC' je najviac v/12 prave vtedy ked |<T'SC| = 90°, dostaneme

V12

~ sin(60°)

=4

U

V nasledujicom argumente zafixujeme bod C a budeme hybat iba bodmi S, T a U pozdiz uvazovanych priamok tak,
aby spliali pozadované podmienky. Ak /= < 4, potom je mozné umiestnit tsecku TU tak, ze [CU| < |CT| < 4 a
|<CUT| # 90° (staci umiestnif U blizko bodu C'). Potom z prvej nerovnosti a podmienky na uhol mdame, Ze kruznice
so stredom v bode T a polomerom 1/ m4 s priamkou CU dva spolo¢né body U a U’ (ako na druhom obrdzku) ¢o je v

17



spore s podmienkou jednoznaénosti u. Druhé nerovnost implikuje, Ze kruznica so stredom v bode T' a polomerom /12
m4 prienik s C'S aspon v jednom bode S. Tieto dve skutocnosti implikuju, ze x > 4.

C U T U’

Pre \/x = 4 (resp. pre hoci aké pevne zvolené /z > 4) a hoci aké 0 < t < 4 mdme iba jeden taky bod U, a preto
spominané podmienky st splnené. Analogicky kruznica so stredom v bode T' a polomerom /12 mé4 s priamkou C'S
aspon jeden spolotny bod S a preto vyslednd trojica (s,t,u) = (|CS|,|CT|, |CU]J) je riesenim systému rovnic pre z.
Potom najmengie také z je 42 = 16.

Uloha 50. Pre kolko z &isel z € {1,2,3,...,2020} je mozné, ze Marek scital 2020 nezdpornych po sebe idicich ¢isel,
Michal sé¢ital 2020 4+ x nezdpornych po sebe iducich ¢isel a dostali rovnaky vysledok?

Vysledok. 1262

Riesenie. Nech n oznaci prvy s¢itanec Marekovej sumy a m prvy s¢itanec Michalovej sumy. Potom

2019 - 2020 2019 + )(2020
2020n + ————— = (2020 + a)m + (2019 + 96)2( )

2m + 2019 4+ 2020 + =
5 .

2020(n —m) ==z

KedZe lavd strana (8) je delitelna 4, tak musi byt aj pravd strana, teda

-1
él\ac(m—&—JU

).

Potom bud z je nepdrne (a zatvorka je celé &islo delitelné 4) alebo 8 | z (ak x je parne, potom x — 1 je neparne a
stratime jednu mocninu 2 v zlomku).

MobZeme priamo overit, 7e &isla x = 2k + 1 pre k € {0,1,...,1009}, m = 2020 — k a n = 2020 + 3k + 2 splnaju
rovnicu (8). Pre ¢isla x = 8k, k{1, 2,..., 252} mdzeme obdobne overit, Ze (8) plati pre m = 1263 — 4k a n = 1263 + 9k
(poznamenajme, ze m a n st kladné pre vsetky uvazované hodnoty k).

V sucte zistime, ze je 1010 + 252 = 1262 moznych hodnot = a zdroven sme dokazali, ze ich nie je viac.

Uloha 51. Kruznice kg a ko sa dotykaju kruznice k4 postupne v bodoch P a (). Néjdite polomer r 4 kruznice k4, ak
st polomery kruznic kg a ko postupne rg =5 a roc = 3, |PQ| = 6 a spoloénd doty¢nica kruznic kg a ko mé |T'S| = 12
(jednotlivé body mozete vidief na obrazku).
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Visledok. 451 = 3.93675

Riesenie. Nech A, B, C oznacuji stredy kruznic. Dalej nech o = |<QAP|, 8 = |<PBT|,y = |<SCQ|. Kedze BT L TS
a CS LTS, tak plati o + B + v = 360° vdaka vntitornym uhlom p#tuholnika TBACS.

Ked'ze T'S je doty¢nica ku kruzniciam kp a k¢, dostdvame [<PTS| = 18 and [<TSQ| = 3~. Vdaka

1 1 1
[<CSQP| = 180° = (90° = Ja) = (90° = 59) = 5 (@ +7),

méme, Ze |[<PTS|+ |<SQP| = 180°, preto Stvoruholnik PQST je tetivovy. Nech D oznacuje priesecnik priamok TP a
SQ. Kedze PQST je tetivovy, trojuholniky DST a DQP st podobné a dostdvame rovnicu

PQ| _ |DP| _ |DQ)
|TS| |DS| |DT|"

Pouzijic znova |<PTS| = 38 a |[<T'SQ| = 3+, dostdvame |<SDT| = |<QDP| = 1«, ¢o znamend, ze D lezi na kruznici
ka.

Preto mame |<DPA| = |<T'PB| a trojuholniky APD a BPT st podobné. Analogicky dostaneme, ze AADQ ~ ACSQ.
7Z tychto podobnosti odvodime vzfah

TP s 1SQ_re
|DP| A |DQ ra’
vd aka ktorému
|DT|  ra+7rB . |IDS|  ra+rc
|DP| A |DQ‘ A ’

Dosadime vysledky do predoslej rovnice a mame

|TS|? _IDS| IDT| _ (ra+rp)-(ra+re)
[PQI*  [DP| |DQ) i
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Dosadenim hodnot dostaneme kvadratickd rovnicu v nezndmej 74

144 9 9
%-TAZTA+8TA+15 — 3ry —8ra —15=0.

T4 ma dve rieSenia tvaru

84+64+12-15 4++61
6 3

Jedinym kladnym riesenim je HT‘/a = 3.93675.
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