Ulesanne 1. Vordkiilgse kolmnurga kiilgesid 16ikab kaks paralleelset sirget. Joonisel on antud kujundi iihe nurga
suurus. Leia kiisiméargiga tdhistatud nurga suurus.

71°

—

Vastus. 169

Lahendus. Kuna sirged on paralleelsed ja kuna kolmnurga sisenurkade summa on 180°, siis saame arvutada nurkade
suurused viiksemas kolmnurgas, mis asub alumise joone all: 60°, 180° — 71° = 109° ja 180° — 109° — 60° = 11°. Seega
on otsitava nurga suurus 180° — 11° = 169°.

71°

71° 169°

Ulesanne 2. Adelel on seitse eri viirvi T-sérki ja seitse eri viirvi seelikut, kus viirvid on punane, sinine, roheline,
kollane, must, oranz ja lilla. Ta tahab alati kanda seelikut ja T-sérki, mis oleksid eri varvi. Kui iiks neist kahest
riideesemest on punane, siis soovib ta, et teine oleks kindlasti kollane. Kui mitu erinevat sobivat réivakomplekti saab ta
nii moodustada?

Vastus. 32

Lahendus. 6 -6 roivakomplekti saab moodustada vérvidest, mis on punasest erinevad. Kuues neist on seelik ja T-sérk
sama vérvi. Lisaks on kaks roivakomplekti, mis kasutavad vaid punast ja kollast vérvi. Kokku on sobivaid réivakomplekte
36 —6+2=32.

Ulesanne 3. Kuue erineva positiivse téisarvu summa on 22. Mis on nende korrutis?
Vastus. 840
Lahendus. Vahim voimalik 6 erineva positiivse tédisarvu summa on 1+ 243 +4 + 5+ 6 = 21. Kuna soovitud summa

on vaid ithe vorra suurem, siis on ainus voimalus 1+ 2+ 3 +4 4+ 5+ 7 = 22, kuna iikskoik mis teisele téisarvule iiht
liites saame kaks arvu, mis on sama suured. 1-2-3-4-5-7 = 840

Ulesanne 4. Vihemalt kui mitut samasugust 6 x 15 x 20 plokki on vaja, et ehitada neist plokke tiis kuup, kui koik
plokid peavad olema asetatud samapidi?

Vastus. 120
Lahendus. Asetuse tingimus iitleb meile, et kuubi kiiljepikkus peab jaguma arvudega 6 =2-3, 15 =3-5ja20=2-2-5,

seega ka arvuga 2-2-3 -5 = 60, mis on selgelt juba ise sobiv kiiljepikkus. Plokke on seega vaja 6_???20 = 120.

Ulesanne 5. Sandra joonestas pikkusega 1 sirgldigu ja soovis seejiirel konstrueerida pindalaga 0,2 téisnurkset
kolmnurka, kasutades joonestatud sirgloiku kolmnurga iihe kiiljena. Siis mdistis ta, et seda on véimalik teha mitmel eri
viisil. Kui mitmel?

Vastus. 8



Lahendus. Olgu A,B Sandra 16igu otspunktid. Paneme téhele, et kolmandast tipust C kiiljele AC' tdommatud korgus
peab olema pikkusega 0,4 (siis on kolmnurga pindala # = 0,2, nagu soovitud). Sellest tuleneb, et C' peab asuma iihel
kahest kiiljega AB paralleelsest sirgest. Kui taisnurk on A juures, siis peab C asuma kiiljega AB risti oleval sirgel,
mis labib tippu A. Selle 16ikepunktid kummagi paralleelse sirgega annavad esimesed kaks lahendit, joonisel C; ja Co.
Sarnaselt kui tdisnurk on tipu B juures, saame lahendid C35 ja Cy. Kui taisnurk on tipu C juures, siis iitleb Thalese
teoreem, et see vastab C' asumisele ringjoonel diameetriga AB. Kuna 0,4 < %, siis on 16ikepunkte neli: Cs, Cg, C7 ja Cs,

mis iikski ei kattu eelnevalt leitud punktidega. Jédreldame, et kokku on kaheksa erinevat viisi.
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Ulesanne 6. Jirgmise kriiptogrammi iga téht tihistab erinevat nullist erinevat numbrit. Leia BAC.

A A B
+ A B A
+ c C

B A C

Vastus. 732

Lahendus. Kolmandas tulbas ndeme, et A + B liitmine numbrile C' annab endiselt viimaseks numbriks C, mis
tdhendab, et A + B = 10. Niiiid, vaadates teist tulpa, teame juba, et esimesest tulbast lisandub iiks kiimneline, seega
A+B+C+1=11+C =14 = 10 + A, kuna summa on selgelt suurem kui lihtsalt A. See annab, et C' + 1 = A.
Liitmine esimesest tulbast annab seega A + A + 1 = B. Niilid on meil kolm vordust A,B ja C jaoks, mida lahendades
saame, et A =3, B=7 ja C = 2 ning seega on vastus BAC = 732.

Ulesanne 7. Maitsev arv on positiivne tiisarv, mille numbrite korrutis on 36. Olgu arvud a ja b defineeritud
jargmiselt:

e ¢ on koige viiksema maitsva arvu numbrite summa,
e b on koige viiksem numbrite summa, mis saab olla maitsval arvul.

Leia vahe a — b.
Vastus. 3

Lahendus. Paneme tihele, et 36 algtegurdus on 36 =2 -2 -3 - 3. Vidhimal maitsval arvul on selgelt ka koige viiksem
voimalik arv numbreid. Kuna pole véimalik, et maitsev arv oleks iihekohaline, siis piisab vaadata kahekohalisi maitsvaid
arve, mille iiks néide on 66. Et leida koige véiksem voimalik, mis oleks siis ka vahim maitsev arv, peab koigepealt
tegema esimese numbri (ja 36 jagaja) d voimalikult viikeseks, kusjuures % ei tohi olla suurem kui 9. Ndeme, et see on
49, numbrite summaga 13.

Et leida maitsev arv, mille numbrite summa on véimalikult viike, vaatame kdigepealt arvu 2233, mille numbrite
summa on 10. Kuna nende numbrite puhul kehtib d; + ds < d; - d2 ja kuna iga maitsva arvu numbrid peavad jagama
arvu 36, siis saame kontrollida néiteks kui kasutada numbrit 4, siis annab arvu 433 numbrite summa 10, nagu ka arvu
2233 numbrite summa. Ukskoik missuguse kahe numbri kombineerimisel liheb summa kas suuremaks kui 10 voi jidb

sellega vordseks. Vahim voimalik numbrite summa on seega 10. Seega on vahe 13 — 10 = 3.

Ulesanne 8. Uhel pieval 1petasid robotid Marsil esimese baasi ehitamise, kus on ruumi 100 inimesele. Sellest ajast
alates on nad baasi laiendanud, et iga kuu aja jirel mahuks baasi 10 inimest rohkem. Samal péeval, kui baasi algne
ehitamine l6petati, alustab Marsi poole teed esimene kosmoselaev, mis 7 kuud kestva teekonna jérel viib Marsile 20 uut
elanikku. See oli esimene n ithesugusest missioonist, mis stardivad vastavalt 0,1,2,...,n — 1 kuud pérast esimest pédeva.
Leia suurim voimalik n vadrtus, mille puhul Marsi baasi mahutavust kunagi ei iiletata.

Vastus. 16



Lahendus. Seitse kuud pérast valmimispdeva saabuvad esimesed 20 inimest ja selles ajast alates on baasis kndal kuul
pérast valmimispdeva 20(k — 6) inimest, k > 7. Selle ajaga suureneb baasi mahtuvus 100 + 10k inimeseni, mis annab
meile vorratuse

20(k — 6) < 100 + 10k.

Seda saame lihtsustada kujule
k < 22.

Seega ei saanud viimane kosmoselaev viljuda hiljem kui seitse kuud enne kahekiimne teist kuud ja seega on koige
pikem voéimalik kosmoselaevade vilja saatmise graafik 0,1,...,15 = 22 — 7 kuud pérast valmimispéeva. Seega on n
suurim voimalik védrtus 16.

Ulesanne 9. Pildil on ristkiilik, mis on jagatud kolmeks viiksemaks ristkiilikuks. Leia keskmise ristkiiliku pindala,
kui antud on {ilejédnud kahe ristkiiliku pindalad ja kaks mérgitud pikkust.

7
-

30 14

Vastus. 42

Lahendus. Olgu ristkiilikute korguseks h ja otsitav pindala A. Siis 30 + A = 9h ja A 4+ 14 = Th. Lahendades selle
vorrandisiisteemi saame, et h = 8 ja A = 42.

Ulesanne 10. Marek ja Laur otsustavad iiksteisele viiljakutse esitada: kui keegi neist esitab Ndboj iilesandele number
n vale vastuse, siis peab esitaja tegema 10n kétekoverdust. Naboj’l on 42 iilesannet. Marek vaatas ainult neid iilesandeid,
mille jarjekorranumbrid jaguvad arvuga 5, ja Laur ainult neid, mille jarjekorranumbrid annavad arvuga 5 jagamisel
jasgi 1. Nad molemad esitasid vihemalt iihe vale vastuse, iihelegi iilesandele ei vastatud kaks korda valesti ja Marek
tegi sama arvu katekoverdusi, mis Laur. Mis on vihim voimalik arv kétekoverdusi, mida Marek vois teha?

Vastus. 550

Lahendus. Kuna Marek lahendab ainult neid {ilesandeid, mille jarjekorranumber jagub arvuga 5, siis jagub Mareki
poolt tehtud kidtekoverduste arv 50ga. Seega peab ka Lauri poolt tehtud kdtekoverduste arv jaguma 50ga. Kuna Laur
lahendas ainult iilesandeid, mille jirjekorranumbrid andsid viiega jagamisel jaégi 1, siis pidi Laur esitama vdhemalt 5
valet vastust, et tema kogu kétekoverduste arv jaguks 50ga.

Kui Laur esitas valed vastused iilesannetele 1, 6, 11, 16 ja 21 ja Marek valed vastused iilesannetele 10, 20 ja 25, siis
tegid nad kumbki 550 kétekoverdust. Kuna 1, 6, 11, 16 ja 21 on viis Lauri lahendatud iilesannet, mille jarjekorranumbrite
summa on vahim voimalik, siis ongi 550 vdahim voéimalik katekoverduste arv, mida Marek teha sai.

Ulesanne 11. Uheksast sobrast koosnevas rithmas on moned teistele raha laenanud. Uhel pieval otsustavad nad
volgadest vabaneda. Tabelis on kirjas iga soprade paari kohta volgnevused, nt A on B-le volgu 5 rahaiihikut. Kui
tilekanne tdhendab, et iiks inimene annab mingi koguse raha teisele, leia vahim voimalik arv iilekandeid, mis on vajalik,
et koigist volgadest vabaneda.
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Vastus. 6

Lahendus. Koik read kokku liites saame {iheksa sobra bilansid: +11,4+9, + 1,4+ 8, — 8, — 4, — 11, — 3, — 3. Kuna neist
viis on negatiivsed, siis peab toimuma vdhemalt viis iilekannet. Teisest kiiljest peab iiks neist kandma raha iile sobrale,
kelle bilanss on +1 ja iile kantav summa ei saa olla iilekandja ainus tehing, seega vajalikud on vahemalt 6 iilekannet.
Seda on lihtne saavutada.

Ulesanne 12. Artur ja Martin leidsid jalutades 35 kastanimuna. Nad jagasid need mitmesse (rohkem kui iihte) kuhja,
igaiihes vahemalt 2 kastanimuna, ja siis votsid igast kuhjast {ihe kastanimuna ja panid selle esimesse kuhja. Niiiid on
igas kuhjas sama arv kastanimune. Kui mitu kastanimuna oli alguses teises kuhjas?

Vastus. 8

Lahendus. 35 positiivsed jagajad on 1,5, 7, 35. Kuna koik kuhjad on 16puks sama suured, siis peab iiks neist jagajaist
olema kuhjade arv. Kuna kuhjasid on palju, siis ei saa see olla 1. Samuti ei saa see olla 35, kuna igas kuhjas oleks siis
ainultiiks kastanimuna. Kui oleks seitse kuhja, siis peaks 1opuks igas kuhjas olema viis kastanit, aga seega oleks algselt

kuhjade suurused —1, 6, 6, 6, 6, 6, 6, mis ei ole voimalik. Ainus véimalik lahendus on 5 kuhja algse kastanite jaotusega
3,8,8,8,8.

Ulesanne 13. Jirgmisel pildil on arvuliselt antud kahe nurga suurused. Lisaks teame, et punkti A juures tihistatud
nurkade suurused suhtuvad kui 2 : 1 ja sama kehtib punkti B juures tdhistatud nurkade jaoks; suurem nurk on alati
tahistatud topeltkaarega. Leia nurga AC'B suurus kraadides.

A

7

Vastus. 31
Lahendus. Kui tihistame |[<PCD| = « ja |[<PBD| = f, siis saame, et 39° 4+ 3a = 27° + 33, kasutades sisenurkade
summat kolmnurkades AOC' ja BOD. Analoogselt jireldame, et [<BAC|+ |<ACP| = |<BPC| + |<ABP)|, millest

saame, et 39° + 2« = |<BPC| + 2. Esimesest vordusest arvutame, et 5 — a = 4° ning siis leiame teise vorduse abil, et
|<BPC| =39°+2(a — ) = 31°.

Ulesanne 14. Kui mitme tiisarvu a jaoks saavutab funktsioon f(z) = 922 4+ az — 2022, mis on defineeritud koigi
reaalarvude x jaoks, tdpselt 2022 erinevat negatiivset tdisarvulist vAdrtust?

Vastus. 11

Lahendus. Kirjutades f(x) = (3z + %)2 - % — 2022 néeme, et f saavutab tépselt koik reaalarvulised véértused, mis
on suuremad kui —g—; — 2022 voi sellega vordsed. Antud tingimus tdhendab siis, et —2023 < —% — 2022 < —2022, mis
on vordvéadrne tingimusega % < 1 ja seega a? < 36. See kehtib tiipselt viirtuste a € {—5, —4,...,4,5} jaoks ja seega

on vastus 11.

Ulesanne 15. Ruut ABCD keskpunktiga P joonistatakse téisnurkse kolmnurga AOB kiiljele. Kui on antud, et



|AO| = 6 ja |OP| = 4v/2, siis leia kahe kauguse korrutis: punkti D kauguse sirgest OA ja punkti D kauguse sirgest OB.

Vastus. 48

Lahendus. Tdémbame ristloigud punktist P z-teljele (aluspunkt F) ja y-teljele (aluspunkt F'). Siis on kolmnurgad
PFA ja PEB vordsed. Seega |PF| = |PE|. Edasi ndeme, et PFOE on ruut, seega |OE| = |OF| = 0715 = 4. Seega
|BE| = |AF|=|0OA| —4=2ja|OB| =|OE|— |BE| =4 — 2 = 2. Lisaks kui tombame ristldigu punktist D y-teljele,
siis saame, et kolmnurgad DGA ja AOB on vordsed, seega |DG| = |OA| =6, |AG| = |OB| = 2. Seega xp = 6,yp = 8
ning k = 48.

Ulesanne 16. Nabojpolise metroosiisteemis on iiksainus ringliin 2022 jaamaga, mille nimed on 1,2, ...,2022. Iga
kahe naaberjaama vahelised kaugused on vérdsed. Linna kiilastades ostis Peeter nédalapileti ja otsustas kogu aja
veeta metroos, tehes lihtsalt kogu ringliinile mitu korda ringi peale. Ta alustab oma reisi jaamas 1 ja ta rong séidab
jaamanumbrite suurenemise suunas (st jirgmine jaam on 2). Uhe jaama seinal niieb ta ilusat iilesannet. Ulesande
lahendamine vétab aega neli korda kauem, kui Peetri reis seni kestnud on, ja kohe pérast lahenduse leidmist avastab ta
end jaamast 2022. Mis oli iilesannet sisaldanud jaama number?

Vastus. 1214
Lahendus. Olgu x jaam, kus Peeter niieb {ilesannet. Kaugus jaamast 1 (Peetri alguspunkt) kuni jaamani 2 on x — 1.
Lébitud vahemaa iilesande lahendamise 16ppedes on 5 - (z — 1). Alustades jaamast 1 ja libides 5 - (x — 1) jaama lopetab
Peeter jaamas 1+ 5« (z — 1) = 2022 mod 2022. Niiiid vaatame x viirtust, mille puhul
1+5-(z—1)=2022 mod 2022
5-(x—1)=-1 mod 2022
5z =4 mod 2022

kehtiks. Jagades 2022 arvuga 5 saame jaégi 2. See tdhendab, et 5 - 404 = 2020 ja
5-404 = —2 mod 2022

Korrutades mélemad pooled arvuga 3:
5-1212 = —6 mod 2022

Liites molemale poolele 10:
5.1214 =4 mod 2022

Seega négi Peeter iilesannet jaamas 1214.

Ulesanne 17. Joonisel on kolm ringjoont: viike ringjoon raadiusega 1 puutub kaht suuremat ringjoont, mis on
suuruselt vordsed. Lisaks on iihe ringjoone keskpunkt teise kahe ringjoone keskpunkte ithendava 16igu keskpunkt. Leia

punktiiriga mérgitud sirgloigu pikkus.



Vastus. 4v/2 = 5,657

Lahendus. Keskpunkti tingimus téhendab, et koik ringjooned asuvad punktiiriga miérgitud sirgldigu (mille asetame
horisontaalselt) keskristsirgel. Ndeme, et ringjoone keskpunkt, mis on teisi ithendava 16igu keskpunktiks, on iilemise
suure ringjoone keskpunkt. Kahe suurema ringjoone keskpunktide vahe saab arvutada kui nende kéige iilemiste punktide
vahe, mis on vordne véikse ringjoone diameetriga, st 2. Téhistades kahe suurema ringjoone raadiuste pikkuse kui R,
saame, et R — 1 = 2, mis tdhendab, et R = 3. Niiiid vaatame taisnurkset kolmnurka, mille tipud on keskmise ringjoone
keskpunkt, tépilise sirgldigu keskpunkt ja iiks kahe suurema ringjoone 16ikepunktidest. Pythagorase teoreem annab

tépilise 16igu pikkuseks siis 21/32 — 12 = 44/2. .

h

Ulesanne 18. Reas seisavad 2022 piima joovat draakonit. Esimesel neist on 1 liiter piima, teisel 2 jne, kuni 2022.
draakonini, kellel on 2022 liitrit. Esimene draakon annab pool oma piimast ja veel pool liitrit piima teisele, seejérel
annab teine pool oma piimast ja veel pool liitrit piima kolmandale ja nii edasi, kuni 2021. draakon annab pool oma
piimast ja veel pool liitrit piima 2022. draakonile. Kui palju piima (liitrites) on seejérel 2022. draakonil?

Vastus. 4043

Lahendus. Oletame, et enne n-ndat iileandmist on n-ndal draakonil 2n — 1 liitrit piima. Siis on pérast tileandmist
n + 1-ndal draakonil n + 1 + % + % =2n+1=2(n+1) — 1 liitrit. Triviaalse induktsiooni tulemusena on kndal
draakonil, kus k > n, pérast lisapiima saamist 2k — 1 liitrit piima. Kuna esimesel draakonil on alguses 1 =2 x 1 —1
liitrit piima, siis on viimasel draakonil lopuks 2 x 2022 — 1 = 4043 liitrit piima.

Ulesanne 19. Ruudu ABCD sisepiirkonnas valitakse juhuslikult punkt X . Ruudu kiiljepikkus on 2. Mis on tdensiosus,
et 16ikude AX, BX, CX ja DX pikkused on koik suuremad kui 17

Vastus. 1—7 =0,215

Lahendus. Téhistus. [X] tdhistab X pindala.
Punktid X, mis rahuldavad koéiki vorratusi, asuvad joonisel téhistatud regioonis R.

A B

Arvutame tdenéosuse, leides [R]/[ABCD].

[ABCD] on lihtsalt 4.

[R] = [ABCD] —4[S] [R] =4 —4- =L =47

[RI/IABCD] = 52 =1 %
Ulesanne 20. Ristkiiliku kiilgede pikkuste suhe on 2 : 1 ja kaugus punktide A ja B vahel on 1. Mis on ristkiiliku
pindala? (Viikese ruudukesega téhistatud nurgad on téisnurgad.)

A

Vastus. 10/9 = 1,111



Lahendus. Joonistatud diagonaal jaotab ristkiiliku kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks. Olgu kolmnurga hiipotenuusile

tommatud korgus a ja hiipotenuus 1 + 2b. Nagu joonisel niha, jaotab kérgus kolmnurga kaheks sarnaseks taisnurkseks

kolmnurgaks kaatetitega a ja b ning 1 + b ja a. Kuna need kolmnurgad on sarnased ja nende hiipotenuuside pikkuste

suhe on 2 : 1, siis saame, et 2:-b=a ja 2-a =1+ b. Sealt saame, et a = % jab= % Kogu ristkiiliku pindala on siis
~ . . . . . o 2 2 . 10

vordne diagonaali pikkuse ja a korrutisega. (1 +2b)-a=(1+3%) 5=+

Ulesanne 21. Viis pikapikku kandsid erinevat virvi miitse. Kaks piikapikku vahetasid oma miitsid, seejiirel vahetasid

taas mingid kaks pékapikku oma miitsid ning siis juhtus seesama ka kolmandat korda. Kui mitmel viisil v6isid pakapikud

niimoodi oma miitse vahetada, kui on teada, et 16puks ei kandnud {ikski péikapikk enam sama vérvi miitsi, mida algselt?
Vastus. 180

Lahendus. Lahendus 1: Esimese vahetuse jaoks on (g) = 10 voimalust. Seejérel on kaks voimalust: jairgmine vahetus
kas sisaldab esimese vahetusega iihist pdkapikku (1) v6i mitte (2). Juhul (1) on teise vahetuse jaoks 2 - 3 = 6 voimalust
ning viimane vahetus on itheselt mé#ratud. Juhul (2) on teise vahetuse jaoks (g) = 3 voimalust ning viimase vahetuse
jaoks 4 voimalust. Seega kokku on 10 - (3 -4+ 6) = 180 voimalust.

Lahendus 2: Tekkiv permutatsioon peab koosnema tsiiklitest suurustega 2 ja 3. Selliseid permutatsioone on (g) -2
(sest vaja on valida elemendid, mis kuuluvad 2-tsiiklisse ning seejérel valida allesjéinud 3-tsiikli suund). Selle 3-tsiikli
tekitamiseks kahe vahetuse abil on 3 voimalust. Viimaks on 3 valikut, millal teha 2-tsiiklile vastav vahetus, seega kokku
on voimalusi 20 - 3 - 3 = 180.

Ulesanne 22. Markus kirjutas tahvlile rooma numbrid I,1I,III,IV,... kuni z, igaiiks eraldi reale. Aurelius miirkas,
et tahvlil on vordne kogus jéargnevaid tdhekombinatsioone: IV, IX, XL, XC,CD ja CM. Mis on vihim z > IV mille
korral see on voimalik? (Anna vastus kiimnendsiisteemis, mitte rooma numbrina.)

Vastus. 999

Lahendus. Tahekombinatsiooni IV arv tahvlil on vordne arvude 1 kuni z (kiimnendstisteemis kirjutamisel) iiheliste
kohtadel esinevate numbrite 4 arvuga. Samamoodi kombinatsiooni X arv on vordne iiheksate arvuga iiheliste kohtadel.
Kombinatsioonide X L ja XC' kogused on vordsed vastavalt neljade ja iiheksate kogusega kiimneliste kohtadel ning
kombinatsioonide C'D ja CM kogused on vordsed vastavalt neljade ja itheksate kogusega sajaliste kohtadel.

Kuna z > IV, siis peab koéiki tdhekombinatsioone olema tahvlil vihemalt 1, sealhulgas kombinatsiooni C'M.
Jarelikult z > 900. Kuid siis C'D kogus tahvlil on vihemalt 100, seega peab ka CM kogus tahvlil olema vihemalt 100.
Jarelikult z > 999.

Me saame kergesti veenduda, et z = 999 korral on koiki numbrikombinatsioone tahvlil 100 tiikki, sest fikseerides
iihe numbri, on iilejdsinud kahe numbri valikuks (ajutiselt lubades arvu algusesse ka nulle) tépselt 100 voimalust. Seega
on z = 999 vdhim v&imalik.

Ulesanne 23. 50 pilasest moned mingivad jadhokit ja moned saalihokit (iga opilane voib méngida iihte, molemat
voi mitte kumbagi nendest mingudest). Nende dpilaste arv, kes el méngi kumbagi, on kaks korda suurem kui nende
opilaste arv, kes méngivad saalihokit. Ainult jadhokit méngivate opilaste arv on 15 vorra suurem molemat méngu
méngivate opilaste arvust. Leia jadhokit mitteméngivate opilaste arvu koikvoimalikud vadrtused. Vastuseks esita nende
korrutis.

Vastus. 14725

Lahendus. Olgu j,s,m.e vastavalt ainult jddhokit, ainult saalihokit, mélemat ja ei kumbagi méangu méngivate Gpilaste
arvud. Saame vorrandisiisteemi

j+s+m+e=50,
e=2-(s+m),
j=m+ 15,

kus koik muutujad j suhtes avaldades saame s = %(95 —4j), e = %(50 —7), m = j — 15. Et kdik muutujad oleksid
mittenegatiivsed téisarvud, peab j iiks arvudest 17, 20, 23. Otsitava suuruse s + e véimalikud véaértused on vastavalt
9+22=31,5+20=25,1+ 18 = 19, mille korrutis on 14725.

Ulesanne 24. Punktid 4,B,C,D asuvad ringjoonel, mille raadius on 1 ja keskpunkt M. Loigud AB ja C'D on risti.
Ringjooned diameetritega AB ja C'D on vordse suurusega ja puutuvad {ihesainsas punktis P. Leia 16igu M P pikkus.

Vastus. 1/v/3 = 0,577

Lahendus. Nihutame ja péérame joonist, nii et AB ja C'D oleksid paralleelsed vastavalt x ja y-telgedega ning M = (0,0).
Siis on voimalik fikseerides iihe punktidest A,B,C,D iilejidnud tekitada peegelduste teel:

A= (mv - y)vB = (l‘,y),c = (y,x),D = (—y,x),



kus 22 + y? = 1, kuna ringjoone raadius on 1. Uldisust kitsendamata olgu > 0,y > 0.

Vaatleme niiiid ringjooni diameetritega AB ja C'D. Uhelt poolt on kummagi ringjoone raadius y, kuna |AB| =
|CD| = 2y. Teiselt poolt aga on ringjoonte keskpunktide koordinaadid (z,0) ja (0,z) ning kuna need ringjooned
puutuvad, on keskpunkte ithendav 16ik vordne raadiuste summaga, jérelikult 2y = \/2z. Asendades selle tingimusse

2% + 9% =1, saame x = % Viimaks, kuna P = (§,%), on jarelikult [M P| = = %

Ulesanne 25. Olgu {a,}22; selline reaalarvude jada, et
ai_H +a2 = apy1 +a, +24

kehtib iga positiivse taisarvu n korral. Leia summa a1 + agg22 suurim voimalik vadrtus.
Vastus. 8

Lahendus. Kombineerides vordused n = x jan = x + 1 jaoks, saame ai+2 — Qg2 = a2 — a,. Seega kehtib iga positiivse
taisarvu n korral

2 2
Aypton = Qo+2n = Gy — Qg
Jarelikult

a§+2_1010 — A242.1010 = a% — asz.
Seega, kuna me teame, et a3 — ag + a? — a; = 24,, siis jirelikult ka a3y, — a2022 + a3 — a1 = 24.
Olgu a = asge2 + a1. Ruutkeskmise ja aritmeetilise keskmise vahelise vorratuse pohjal a3ge + a3 > % Seega,
24> % —a.
Selle ruutvorratuse lahendamisel saame a < 8. Seda tingimust rahuldab jada a, = 4.

Ulesanne 26. Rohkem kui 39 %, kuid vihem kui 40 % maleklubi liikmetest on poisid. Kui iiks tiidrukutest otsustaks
klubist lahkuda, oleks poiste osakaal endiselt alla 40 %. Kui aga selle asemel liituks klubiga veel iiks poiss, oleks poiste
osakaal vihemalt 40 %. Mis on vihim voimalik klubi liikmete hetkearv?

Vastus. 64
Lahendus. Olgu n klubi lilkmete arv ja a poiste arv. Saame vorratuste siisteemi
= >0.39,
+1
24> 04

Korrutades teise ja kolmanda vorratuse pooled viiega ning vabanedes nimetajatest saame
2n—2 > ba > 2n — 3.

Kuna 5a on tiisarv ja 2n — 2, 2n — 3 jarjestikused tédisarvud, peab kehtima 5a = 2n — 3. Asendades selle esimesse
vorrandisse, saame avaldada n > 60. Et a = %(Qn — 3) oleks ka téisarv, on viikseim voimalik n viidirtus seega 64.

Ulesanne 27. Me oleme leidnud kolm ruutfunktsiooni jirgnevate omadustega: Funktsioonil f; leidub iihine nullkoht
nii funktsiooniga fo kui f3 ning funktsioonil f leidub funktsiooniga f3 iithine nullkoht, kuid ei leidu nullkohta, mis
oleks iihine koéigil kolmel funktsioonil. Samuti oleme me leidnud, et funktsioonid esituvad jérgmisel kujul:

fi(z) = 2 — b + 1980,

fo(z) = 2% — (b + 1)z + 2024,

f3(x) =2 — (b+2)x + a,
kus a, b on mingid reaalarvud. Leia a véartus.

Vastus. 2070

Lahendus. Ulesande tingimuste pohjal peab funktsioonidel olema kokku kolm nullkohta k1, ko, ks ning funktsioonid
seega avalduma kujul

(ZE—]ﬁ)([E—kQ) LE ( +k2)l‘+k1 'kg,
(LU — k‘1)($ — k‘3) a: (kl + k3)l‘ + kl k37

(.’B — kg)(x — kg) IE (kg + kQ)IL’ + kg kg
Uldisust kitsendamata olgub=~Fk  + ko, b+1="Fk + k3 jab+ 2= ko + k3. Selle vorrandisiisteemi lahendamine annab
k= %, ko = b+71 and k3 = I""T?’. Kuna 1980 = k1 - ky = (17_1)4&, siis saame lahendada ruutvorrandi b suhtes, mis
annab ki = 44, ko = 45, k3 = 46. Jarelikult a = 45 - 46 = 2070.



Ulesanne 28. Varkpalliturniiril oli kuus osalejat: Alice, Bob, Charlie, Dave, Eva ja Frank. Igas mingus méngisid
mingid kaks méngijat mingi kahe iilejaanud méngija vastu. Iga méngijatepaar méngis iga teise mangijatepaari vastu
tapselt ithe korra. Alice voitis 30 méngu, Dave 12 méngu ja Frank 18 méngu. Kui mitu méangu voitis Bob?

Vastus. 10

Lahendus. Iga méngija méngib 5 -6 = 30 méngu, sest partneri jaoks on 5 valikut ning vastaste jaoks (3) = 6 valikut.
Jarelikult pidi Alice voitma koik oma méangud. Iga kaks méngijat méngivad koos (é) = 6 méngu ja teineteise vastu
4 -3 =12 méngu (4 valikut ithe méngija partneri jaoks ja 3 valikut teise méngija partneri jaoks).

Kuna Frank voitis 18 méngu ning méngis Alice’i vastu 12 méngu (mille ta kindlasti kaotas), siis jarelikult pidi ta
voitma koik méngud, kus ta ei ménginud Alice’i vastu.

Dave’i 12 voidust 6 olid koos Alice’iga ja 3 koos Frankiga (sest need 3 miingu, kus nad miingisid Alice’i vastu,
nad kaotasid). Ulejésinud 3 voidetud méngus ei olnud kummaski tiimis ei Alice’it ega Franki. Et selliseid ménge ongi
ainult 3, pidi jarelikult Dave voitma koik méngud, kus ei olnud Alice’it ega Franki. Selle info pohjal ndeme, et Bob,
Charlie ja Eve voitsid koik tépselt 6 mangu Alice’iga, 3 méngu Frankiga ja 1 méngu Dave’iga. Seega kokku voitis Bob
6+ 3+ 1 =10 méngu.

Ulesanne 29. Vaatleme téisnurkset kolmnurka kiiljepikkustega 3, 4, 5. Tommates korguse, saame selle jaotada
kaheks sarnaseks kolmnurgaks. Seda protsessi saame korrata, tdmmates igal sammul igas kolmnurgas korguse ning
kahekordistades kolmnurkade arvu. Leia viie sammu jérel kolmnurkade keskmine {imbermoot.

Vastus. 33525 = 2,01684 = 2,017
Lahendus. Leiame esmalt kolmnurkade timberméotude summa. Igal sammul muutub iga kolmnurk 7' kaheks temaga

sarnaseks kolmnurgaks T ja T», kus sarnasustegurid on % and %. Seega T ja Tb iimbermootude summa on % korda

suurem kui 7" iimberm&ot. Jarelikult suureneb igal sammul iimberméétude summa % korda. Seega viie sammu jérel on

iimbermdotude summa (3 44 + 5) (%)5 ning kuna kolmnurki on 2°, on keskmine imbermoat
12 7 .i:750421,
5 25 25000

Ulesanne 30. Martin ronib ronimisseinal rada, mis koosneb 10 nukist, mis on nummerdatud alt iiles numbritega
1,...,10, kasutades ainult iihte kétt ja iihte jalga. Ta alustab kdega nukil number 3 ja jalaga nukil number 1. Igal
sammul ta saab liigutada katt voi jalga iiles iithe v6i rohkema nuki vorra, kuid tema kési peab olema alati jalast
koérgemal ning kahe nuki arvud, mida ta igal hetkel kasutab, voivad erineda maksimaalselt 3 ja minimaalselt 1 vorra. Ta
16petab ronimise siis, kui tema kési jouab nukini number 10. Kui mitmel erineval viisil saab Martin seda rada ronida?

Vastus. 1458

Lahendus. Me saame visualiseerida Martini koikvoimalikud asendid seinal koos vGimaluste arvuga nende saavutamiseks
jirgmise tabeli abil:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3t
412
5 3 9
6 9 18|27
7 275481
8 81|162[243
9 243(486729
10 720/720] 0 |

Reanumber tihistab kie asukohta, veerunumber jala asukohta. Martin alustab ruudust (1,3), milleks on tépselt 1
voimalus. Igas jargmises ruudus oleva arvu saame, kui liidame kokku koik arvud temast otse iileval voi otse vasakul.
Néiteks ruutu (3,4) saame jouda kas ruudust (2,4) voi otse ruudust (1,4) (ilma ruutu (1,4) kasutamata). Selle reegli
abil saame tabeli tiita, ainsaks erinevuseks on see, et Martin 16petab ronimise kohe, kui tema kési jouab viimasele
nukile, jarelikult kiimnenda rea viirtuste saamiseks liidame kokku vaid otse iileval asuvate ruutude arvud. Ulesande
vastus on viimase rea arvude summa ehk 729 4 729 = 1458.



Ulesanne 31. Jirgnev joonis koosneb kolmest korrapirasest kuusnurgast, millest viikseima kiiljepikkus on 1. Leia
vdhima ringi pindala, mis katab dra kogu joonise.

Vastus. 21w = 65,973

Lahendus. Joonise keskel asuva vordkiilgse kolmnurga kiiljepikkus on 1. Jarelikult on iilejaddnud kahe kuusnurga
kiiljepikkused vastavalt 2 ja 3. Otsitava ringi diameetriks on pikim 16ik, mille mélemad otspunktid asuvad mingite
kuusnurkade tippudes. Visuaalselt leiame, et see on 16ik AB. See 16ik koos pikema kuusnurga iihe kiiljega moodustab
tdisnurkse kolmnurga. Et kaatetite pikkused on vastavalt 3 ja v/3 - (2 + 3) = 5v/3, on Pythagorase teoreemi pohjal

|AB|? = 84 ning seega ringi pindala on %w = %W = 21m.

Ulesanne 32. Laur ja Tuuli méngivad 42 x 42 ruudustikul jirgnevat méngu. Esmalt asetab Laur méngulaua erinevatele
ruutudele x > 8 maleratsut. Seejérel valib Tuuli nendest ratsudest vélja kaheksa. Laur eemaldab méngulaualt koik
ratsud, mida Tuuli ei valinud. Tuuli véidab, kui lauale jadnud kaheksast ratsust iikski kaks ei riinda teineteist. Leia
vahim x vadrtus, mille korral Tuulil on voimalik voita séltumata sellest, kuidas Laur oma x ratsut paigutab.

Vastus. 15

Lahendus. FEsmalt kasutame dra asjaolu, et malelaua ruudud on vérvitud vaheldumisi mustaks ja valgeks. Iga ratsu
riilndab ainult vastasvirvi ruute. Seega, kui = 15, peavad leiduma (Dirichlet’ printsiibi pohjal) 8 ratsut, mis asuvad
sama varvi ruutudel ja seega ei riinda teineteist. Valides need ratsud, saab Tuuli kindlasti voita.

Néitame, et kui = < 14, ei saa Tuuli véitu garanteerida. Tédhistagu (r, ¢) r. reas ja c. veerus asuvat ruutu. Vaatleme
jargmist seitset ruutude paari:

Pi:(1,1), (3,2),
Py: (1,2), (3,3),
P;:(1,3), (3,4),
Py: (1,4), (3,5),
Ps: (1,5), (3,6),
Ps: (1,6), (3,7),
P;: (1,7), (3,8),

Laur asetab z < 14 ratsut suvaliselt nendele 14 ruudule. Ukskoik millised 8 nendest Tuuli vélja valib, Dirichlet’ printsiibi
pohjal kuuluvad mingid kaks neist samasse paari ja seega riindavad teineteist.
Seega vahim x védrtus, mille korral Tuuli kindlasti véidab, on 15.

Ulesanne 33. Jae laius on iiks kilomeeter. Paulil kulub 27 minutit, et sduda iiks kilomeeter allavoolu ning 36 minutit,
et sduda iiks kilomeeter joe vastaskaldale. Mitu minutit kuluks tal, et sduda iiks kilomeeter iilesvoolu?

Vastus. 48



Lahendus. Olgu Pauli kiirus seisvas vees z (kilomeetrit minutis) ja joe voolukiirus y. Seega iihe kilomeetri allavoolu
soudmiseks kulub tal ﬁ = 27 minutit.

Et jouda voimalikult kiiresti joe vastaskaldale, peab Paul sihtima z kilomeetrit iilesvoolu (sest jogi veab teda vooluga
kaasa). Pythagorase teoreemi pohjal on selle (joe vooluga mittearvestava) teekonna pikkus /1 + 2z2. Et Paul peab

labima selle teekonna tépselt sama kiiresti kui jogi teda z kilomeetrit allavoolu veab, peab kehtima suhe 7”:’22 = 5
Siit saame avaldada 22 = 127ij2 .Seega on vooluga mittearvestava teekonna pikkus v/1 + 22 = (chm—ny;jy‘z = 7 —,
z2—y

mille 1dbimiseks Paulil kulub o 36 minutit.

Seega oleme leidnud, et I%_y =27 ja \/% = 36. Ulesvoolu soudes on Pauli kiirus aga = — y kilomeetrit minutis,

z2—y
: 1 _ oty _ 1 2. 1 _9p2 .97 _

seega otsitav vastus on = = 50 = (\/szyz) oy = 367:27 =48

Ulesanne 34. Kaksikvennad Sloan ja Quigley treenivad jooksuringil. Molemad alustavad ringi alguspunktist, mis on
selgelt tahistatud, ning jooksevad modda ringi samas suunas iihtlase kiirusega. Treening 16peb siis, kui algaja jooksja
Sloan l&bib iihe ringi ja jouab tagasi alguspunkti. Quigley on andekas jooksja ja jookseb Sloanist kuus korda kiiremini.
Kaksikvennad néevad vilja identsed. Siiski, kui me vaatame treeningu ajal jooksuringist tehtud pilti, on enamasti
voimalik kindlaks teha, kumb vend on kumb, kasutades ainult eelpooltoodud infot ja seda pilti. Kui mitu korda
treeningu jooksul on véimalik teha selline pilt, kust ei ole vendi voimalik eristada? (Me ei vGta arvesse treeningu alg-
ega 1opphetke.)
Vastus. 34

Lahendus. Olgu s € (0,1) Sloani asukoht jooksuringil. Quigley ldbitud vahemaa selleks ajaks on 6s, seega asukoht
ringil on 6s (mod 1). Et vennad oleks eristamatud, peaks siis, kui Sloani asukoht ringil on 6s (mod 1), olema Quigley
asukoht s. Et aga teisalt on see 6-6s (mod 1), peab jérelikult kehtima 36s (mod 1) = s (mod 1) ehk 35s olema téisarv.

Seega s = 3, kus a € {1,2,...,34}. Jérelikult on hetki, kus vendi ei saa eristada, 34.

Ulesanne 35. Katkematust tekstist koosnev dokument triikiti esmalt nii, et igal lehekiiljel oli 60 rida. Kui ridade arv
igal lehekiiljel vahendati 57 peale, kasvas lehekiilgede arv kahe vérra. Leia véhim ja suurim voimalik esialgse dokumendi
lehekiilgede arv ja esita vastusena nende summa.

Vastus. 77

Lahendus. Olgu dokumendi algne lehekiilgede arv k& 4 1. Nendest lehekiilgedest £ olid kindlasti teksti téis. Seega on
tekstiridade arv 60k + a, kus 1 < a < 60. Parast muudatust olid k + 2 lehekiilge kindlasti teksti téis, seega tekstiridade
arv on 57(k +2) + b, kus 1 < b < 57. Kirjutades iimber vorrandi

60k +a =57(k +2) + b,
saame
3k=b—a—+2-57.
Kasutades teadaolevaid piiranguid arvudele a ja b, saame
55 < 3k < 170,
ning kuna £ on tdisarv, ndeme, et
19 < k < 56.

Tuleb vaid meenutada, et lehekiilgede arv on arvust k iihe vorra suurem, seega otsitav vastus on 20 + 57 = 77.

Ulesanne 36. Kellamingus kasutatakse kellasid, et luua teoseid, mis on muusikaliste taktide jadad. Igas taktis
helisevad kellad mingis jarjekorras, igaiiks iithe korra. Olgu meil kolm kella numbritega 1, 2 ja 3. Kahes jarjestikuses
taktis saavad sama kella asukohad helisemisjirjekorras erineda maksimaalselt iihe vorra. Me nimetame teost igavaks,
kui sellest leiduvad kaks jarjestikust identset takti. Kui palju leidub mitteigavaid 21 taktist koosnevaid teoseid, kus nii
esimene kui viimane takt on (1,2,3)?

Vastus. 349526

Lahendus. Meil on voimalik visualiseerida teoseid teekondadena kuusnurgas, kus tipud on tdhistatud koéikvoimalike
taktidega niimoodi, et jarjestikused taktid tohivad olla ainult kuusnurga jérjestikused tipud.

(2.1,3) (2,3,1)

-

(1,2,3) (3,2,1)

\

(1,3.2) (3,1,2)



Seega on mitteigavate teoste arv erinevate teekondade arv (pikkusega 21 — 1 = 20) selles kuusnurgas, mis algavad ja
1opevad tipus (1,2,3). Selleks peab péripiieva ja vastupédeva tehtud sammude vahe olema arvu 6 kordne. Jérelikult peab
péripdeva tehtud sammude arv kuuluma hulka {1,4,7,10,13,16,19}. Seega on sobivate teekondade (ehk iihtlasi ka teoste)
arv

20 20 20 20 20 20 20
<1> + <4> + <7> + (10> + (13> + (16) + (19> = 20 + 4845 + 77520 + 184756 + 77520 + 4845 + 20 = 349526.

Ulesanne 37. Kaarlil on viis korrapiirast hulknurka Py, Py, ... Py, millest igaiihe kiiljepikkus on 1. Esmalt vottis ta
hulknurga Py, mis oli tegelikult ruut, ja asetas selle tasandile. Seejérel asetas ta iilejainud neli hulknurka tasandile
niimoodi, et:

e Pp,... Py omavad koik tépselt iihte iihist kiilge ruuduga Py,

e iga i € {1,2,3} korral omab hulknurk P; tépselt iihte iihist kiilge hulknurgaga P;;. Samuti omab P, tépselt iihte
ithist kiilge hulknurgaga P; .

Viimaks mootis Kaarel viiest hulknurgast moodustuva kujundi timbermdodu. Leia koigi voimalike imbermootude
aritmeetiline keskmine.
Vastus. 25

Lahendus. Paneme tédhele, et hulknurkade iihine kiilg jagab alati iihist tippu keskmise ruuduga.
Me teame, et korrapirase n-nurga sisenurga suurus on 180(1 — %) kraadi. Seega selleks, et iga ruudu tipu jaoks
oleks nurkade summa 360 kraadi, peab kehtima tingimus

2 2
360 = 90 + 180(1 — =) + 180(1 — —),
n m

kus m ja n on vastavate hulknurkade tippude arvud. Kuna tingimuse parema poole avaldis on nii n kui m suhtes rangelt
kasvav, méarab iiks muutuja alati unikaalselt ka teise muutuja vairtuse. Seega kui ithes ruudu tipus kohtuvad n- ja
m-nurk ja jargmises m- ja x-nurk, siis jarelikult = n. See tdhendab, et hulknurkade tippude arvud on vaheldumisi n
jam.

Viime niiiid varemleitud tingimuse kujule

4 4
1==-4—
n m

ja leiame koéik lahendid. Juhul » = m me saame lahendi n = m = 8. Juhul n # m, peab iikks muutujatest (iildisust
kitsendamata n) olema viiksem kui 8. Arvutades vilja m viirtused iga n € [3,7] jaoks, saame

n=3—-m=-12,

n = 4 — lahendeid ei leidu,
n=>5—m =20,
n=6—->m=12,
n=7—-m¢Z.

Siin m = —12 tdhendab, et 12-nurga ja ruudu keskpunktid jéddvad iihisest kiiljest samale poole.
Iga kujundi timbermdéot avaldub kujul

p=2-(n—3)+2-(m—3),
kust saame voimalikud iimbermoodud {18,38,24,20}, mille keskmine on

18 +38424+20 100
4 T4

25.

Ulesanne 38. Olgu f: (0, + co) — R injektiivne funktsioon, nii et iga = > 0 korral kehtivad tingimused f(z) > —2

x
ja f(f(z) +2) = 3. Leia f(16).
(Me nimetame funktsiooni f injektiivseks, kui vordusest f(x) = f(y) jireldub alati vordus z = y.)

Vastus. % =3.75



Lahendus. Leidub mingi positiivne reaalarv a, nii et f(a) = 3. Asendades x = a, saame f(f(a)+ ) =ja f(3+ %) =3.

a
Kuna f on injektiivne, saame

4
a=3+—.
a
Jarelikult @ = 4. Seega kehtib iga x jaoks
fl@)+—=4
ehk
fla)=1-

Jarelikult f(16) = 12,

Ulesanne 39. Terry on matkal ja leidis allika. Tal on kaks pudelit, millest ithe ruumala on 2022 ml ja teise ruumala
on 51 ml. Ta saab allikast pudeleid téita, pudeleid allikasse tiihjendada ning valada vett iihest pudelist teise. Selliste
sammude abil tahab Terry jouda olukorrani, kus:

e ta teab vee kogust V', mis on iihes tema pudelitest,
e IV on vihim voimalik selline kogus iilalkirjeldatud tingimuste juures.

Mis on viahim vo6imalik valamiste arv, mida Terry peab tegema, et oma eesmirk saavutada?
Vastus. 121

Lahendus. Kuna SUT(2022,51) = 3 jagub mistahes kallamise jarel vee kogus mélemas pudelis kolmega, jérelikult on
V' vdhim véimalik vadrtus maksimaalselt 3.

Niiiid leiame, kuidas saavutada V' = 3 vahima voimaliku kallamiste arvuga. Paneme téhele, et meil ei saa kunagi
saavutada olukorda, kus mélemad pudelid on osaliselt tdidetud, sest siis me ei teaks pudelites olevaid veekoguseid. Selle
pohjal paneme tihele, et kui me mingi osaliselt tdidetud pudeli tdidame voi tiithjendame, oleme me algolukorras tagasi.

Jarelikult on kaks strateegiat, mis viivad meid edasi: tdita viiksemat pudelit ja kallata sealt suuremasse pudelisse voi
tdita suuremat pudelit ja kallata sealt viiksemasse. Kuna need on siimmeetrilised, piisab vaadelda esimest strateegiat.

Tehes 40 kallamist, saame suure pudeli tdidetud ning viiksemasse jédb alles 18 ml. Tiihjendame suure pudeli ning
kallame iilejadgi suurde pudelisse. Niiiid kordame sama protsessi: tdidame véikese pudeli abil suurt, kuni see saab téis
ja viiiksemasse jiib iilejidk. Tithjendame suure pudeli ja kallame iilejésigi iile suurde pudelisse. Ulejésigid, mis tekivad,
on vastavalt 18,36,3 ml. Selleks pidime kokku tegema 41 + 41 4+ 39 = 121 kallamist.

Ulesanne 40. Positiivsetel tiisarvudel a,b on selline omadus, et a + b jagab arvu 51 - VUK(a,b). Leia, kui mitu
erinevat véartust saab olla avaldisel .
51 - VUK(a,b)
a+b '

(VUK (a,b) all motleme positiivsete tiisarvude a ja b viihimat iihiskordset.)
Vastus. 25

Lahendus. Olgu d arvude a,b suurim iihistegur. Siis a = dz,b = dy, kus x,y on iihistegurita. Kuna VUK(a,b) = dzxy,
51-VUK(a,b) _ 5lzy
a+b T z+y
Ulesande tingimus on samaviirne sellega, et = + y jagab arvu 51zy. Kuna aga SUT(x +y,xy) = 1, siis  + y jagab
arvu 51 ehk = +y € {3,17,51}.
Niiiid iga k € {3,17,51} jaoks peab tingimuste z +y = k ja SUT(z,y) = 1 rahuldamiseks = olema arvust k viiksem
ja k-ga iihistegurita positiivne téisarv. Selleks on ¢(k) voimalust, kus ¢ is Euleri fiifunktsioon. Kuna aga paarid (z,y) ja

siis . See tdhendab, et d vairtus ei loe, olulised on vaid z,y vairtus.

(y,z) annavad uuritavas avaldises sama viirtuse, siis see avaldis omandab @ erinevat véartust. Kokku on erinevaid

; 2B3)+e(1N)+6(51) _
védrtusi seega ————5——— = 25.



Ulesanne 41. Juuresoleval joonisel on romb ABC D moodustatud funktsioonidel y = %, Yy = %2 asuvatest punktidest

A,B,C,D. Kui ZBCD = 120°, siis leia ‘%|

Vastus. 3

Lahendus. Rombi omaduste ja simmeetriakaalutluste pchjal jareldub, et OC ja OD on risti. Tombame ristsirged
punktidest C, D x -teljeni, mis 16ikuvad sellega vastavalt punktides M, N.

|CM|-|OM|
2

Kolmnurga OC'M pindala on = \%2| ning kolmnurga O DN pindala on |’“2—1 |. Kuna kolmnurgad ACOM, ADON

on sarnased, siis nende kolmnurkade pindalade suhe on (%)2 = |Z—’;‘| Kuna |[<BCD| = 120°, siis |[<OCD| = 60°.
Jarelikult saab vastuse leida avaldisest
o _ |DO|
tan 60° = —— = V3
an 0| V3,
mis peale moélema poole ruutu tostmist annab
I0C1\* _ |k
|OD| ko

Mirkus. Alternatiivne meetod toéestamaks, et OD L OC": olgu y = rx + s sirge vorrand lébi punktide B,D ja
y = tx + usirge vorrand libi punktide A,D. Jérelikult 2p,zp on vorrandi ra? + sz — k; juured ning nende summa on
—=. Analoogselt saame me z¢ + x4 = —7%. Kuna tegu on rombiga, siis x¢ + 14 = xp + xp, kust ¥ = 2. Jérelikult

101kuvad sirged y = trx+u,y = rr+s punktm (—2,0). Teisest kiiljest, % =yp+Yyp =Yc+ya w =0..
Jarelikult xtc+24 = xp+xp = 0. Seega 101kuvad dlagonaahd koordinaatide nullpunktis ja seega u = s = 0. Analoogselt

saame me algebraga jatkata, et leida suhe %

Il ==



Ulesanne 42. Kotis on 2022 palli, mis vaivad olla kuut eri virvi. Kui me valime suvalised 2000 palli, siis leidub
nende hulgas kindlasti vdhemalt viit eri véarvi palle. Mis on véhim arv N, mille korral saab teades ainult eelnevas lauses
sisalduvat informatsiooni jireldada, et kui me valime suvalised N palli, siis on nende hulgas viahemalt 4 eri vérvi palle?

Vastus. 1988

Lahendus. Tahistame igat véarvi pallide arvu kasvavas jiarjekorras: A< B<C<D<E<LF A+B+C+D+E+F =
2022. Antud tingimuste pohjal C+ D+ E+ F < 2000, ehk A+ B > 23. Kuna C' > B > ’4‘5—]3 > %, siis saame me C' > 12
ja jérelikult N = 2022 — (23 + 12) + 1 = 1988 sobib. Teisest kiiljest, vottes (A,B,C,D,E,F) = (663,662,662,12,12,11),
mis rahuldab antud tingimusi, ndeme me, et 663 + 662 4+ 662 = 1987 palli pole piisav.

Ulesanne 43. Olgu f : R — R funktsioon, mis rahuldab tingimust
f(z) = f(137 — x) = f(2202 — ) = f(3028 — ).

Mitu erinevat vddrtust saab maksimaalselt esineda arvude f(1),f(2),f(3),... f(2022) hulgas?

Vastus. 207

Lahendus. Kuna f(2202 — x) = f(z) = (2202 — 137 + ) = f(2065 + z), siis on funktsioon f perioodiline perioodiga
2065. Sarnaselt (3028 — z) = f(z) = f(3028 — 2202 + z) = (826 + x), kust me saame perioodi 826. On iildtuntud, et
kui funktsioonil on kaks v6i enam perioodi py,pe,ps ... siis on sellel ka periood ged(pi,p2,ps - - . ), seega funktsiooni f
periood on gcd(826,2065) = 413. Vorrandist f(x) = f(137 — ) saame, et funktsioon on siimmeetriline sirge 68.5+ 137 -k
suhtes, ehk niiteks f(68) = f(69), f(0) = f(137) voi f(276) = f(137 — 276) = f(137 — 276 + 413) = f(274). Seega

maksimaalne eri viidrtuste arv on H3H = 207.

Ulesanne 44. Olgu ABC vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, kus [AB| = |AC| = 4. Punkt P valitakse kolmnurga
ABC sees nii, et |PA| = 2. Leia avaldise @ + |CP| viahim voimalik véértus.

Vastus. 17 = 4,123
Lahendus.

Valime kiiljel AB punkti T nii, et [AT| = 1. Siis |AP| = 2,|AB| = 4. Scega |PA|* = |AT| - |AB|, ehk Ul = [251.

Veelgi enam, |<PAT| = |<PAB|. Jirelikult on kolmnurgad APAT, ABAP sarnased, kust me leiame % P—g
Seega PT = ZE. Seega @ + CP = CP + PT. Seega |CT| = \/|AT|?> + |AC|? = /17. Seega

S
NJ\HE

PC+ PT >TC = V11.
Vordus kehtib parajasti siis, kui punktid C, P,T asuvad {iihel sirgel.

Ulesanne 45. 4 x 4 ruudustikus asetatakse mondade ithikruutude diagonaalidele iihepoolsed peeglid, kokku 8 tiikki
(igas iihikruudus maksimaalselt iiks). Valguskiir peegeldub peegli peegeldavalt kiiljelt, ning neeldub téielikult, kui
kohtub méne peegli tagakiiljega. Iga kaheksa ruudustikku piirava vertikaalse iihikloigu keskel on laser, mis on suunatud
horisontaalselt ruudustikku sisemuse suunas. Mitmel eri viisil on voimalik peegleid paigutada nii, et iga kaheksast
valguskiirest viljub ruudustikust kas iilemise v&i alumise kiilje kaudu (ehk iikski valguskiir ei haju ega ei ldbi iihtegi
laserit)?

Vastus. 90

Lahendus. Paneme téhele, et piisab valida kaks ruutu igast reast ning veerust ning see annab soovitud tingimustele
vastava peeglite paigutuse.

Toepoolest, igas reas ja veerus peab olema vihemalt 2 peeglit, kuna muidu oleks meil kas vertikaalne voi horisontaalne
valguskiir, v6i moni valguskiir hajuks. Vastupidiselt, kui me oleme valinud 8 ruutu nii, et igas reas ja veerus on valitud
2 ruutu, siis me valime iga peegli suuna niimoodi, et see moodustab paari talle lihimal olevate kiilgedega. See annab
sobiva (ning ainsa sobiva) peeglite paigutuse antud ruutude jaoks.

Seega tahame me leida voimaluste arvu valida 8 ruutu 4x4 ruudustikus nii, et igas reas ja veerus on valitud tépselt
2 ruutu. Poorates peegleid iimber (vahetades nende peegeldava ja hajuva poole), saame me, et iga laser tekitab meie



ruudustikus tsiikli. Kuid selle jaoks on ainult kaks voimalust: me saame kas kaks 4-tsiiklit voi ithe 8-tsiikli. Kaks
4-tsiiklit on samaviirne peeglite paigutamisega nii, et tekib kaks ristkiilikut. Uhe ristkiiliku saab valida jargnevalt:
iildisust kitsendamata olgu iiks ristkiiliku kiilgedest iilemises reas, seega saame me valida iilemises reas olevad 2 peeglit
kuuel eri viisil ning seejérel teise rea kolmel eri viisil, kokku saame me 6 - 3 = 18 eri voimalust. Teine ristkiilik on
seejérel iiheselt méaratud.

Et saada 8-tsiikkel, valime esmalt 2 peeglit iilemisest reast, mida saab teha kuuel eri viisil. Niiiid valime kaks peeglit
vastavatest veergudest nii, et nad ei asu samas reas, selle jaoks on 3 - 2 valikut. Viimaks valime viimase peegli {ihes
ridadest, kus hetkel on ainult iiks peegel, mida saab teha kahel eri viisil. See méa#rab iiheselt meie 8-tsiikli, mille jaoks
meil on 6-3-2 -2 =72 eri valikut. Kokku on meil seega 72 4+ 18 = 90 valikut.

Ulesanne 46. Leia viihim positiivne téisarv, mis muutub peale selle viimase numbri esimeseks tostmist seitse korda
suuremaks (néiteks 135 muutuks arvuks 513).

Vastus. 1014492753623188405797

Lahendus. Téhistagu a meie arvu viimast numbrit ning b iilejidnud numbritest moodustatud arvu. Siis originaalne
arv on 10b+ a ning uus arv on 10%a + b, kus k on arvu b numbrite arv, seega k = |log;, b| + 1. Niiiid peame lahendama

vorrandi 70b + 7a = 10Fa + b ehk b = (1027;7)‘1. Et minimeerida b véartust, piisab leida vahim k véaartus nii, et
mingi a korral 69 | (10¥ — 7)a. Loomulikult jagub 10* — 7 alati kolmega, seega piisav tingimus on 23 | (10¥ — 7)a,
mis kehtib parajasti siis, kui 23 | 10¥ — 7 (kuna 23 on algarv ja a < 23). Seega tahame me leida vihima & nii, et
10¥ = 7 (mod 23). Kuna 10~! = 7 (mod 23), siis saame me Fermat’ viikese teoreemi pohjal jireldada, et 21 on
véhim sobiv k. Niilid asendame selle oma vorrandisse saada ning jareldame, et b = (102;7;7)‘1. Niitid peame me leidma
vithimad véimalikud a ja b vidrtused: k leidmise valemist nieme me, et arvus b peab olema 21 numbrit, seega b > 1020
ehk (10! — 7)a > 69 x 10%°. Vihim selline a on 7, seega a = 7 ja b = W. Niitid saame arvutamise teel
leida 6999999999999999999951 : 69 = 2333333333333333333317 : 23 = 101449275362318840579. Seega vastus on
1014492753623188405797.

Ulesanne 47. Kaks volurit, Arithmetix and Combinatorica, voitlevad omavahel. Molemad alustavad 100 elupunktiga.
Arithmetix saab kasutada kahte loitsu: iiks teeb 50 punkti vorra kahju (ehk kahandab vastase elupunktide arvu 50
vorra), teine alandab vastase loitsude tépsust voitluse 16puni 25 % vorra (niiteks 65 % pealt 40 % peale). Loitsu tépsus
on toendosus, et loits to6tab ning tabab vastast (siin arvestame negatiivset toenéiosust kui null-protsendilist toenéosust),
ning moélemal Arithmetixi loitsul on sajaprotsendiline tdpsus. Combinatorica kasutab alati loitsu, mis teeb 50 punkti
kahju ning omab voitluse algul tépsust 100 %. Vélurid kasutavad loitse kordamodda ning iikshaaval. Arithmetix alustab
ning iga kiigu alguses viskab ta kulli voi kirja, et otsustada, kumba oma loitsudest kasutada (nii kulli kui kirja toendosus
on 50 %). Voitlus 16peb, kui iihel voluritest on 0 voi viihem elupunkti. Mis on tdendosus, et emb-kumb neist voidab nii,
et neile pole kordagi kahju tehtud?

Vastus. 1151—214 = 0,138

Lahendus. Olgu (A,C p,t) voitluse hetkeseis. A tihistab Arithmetixi elupunktide ravu, C' tidhistab Combinatorica
elupunktide arvu, p tdhistab Combinatorica loitsu tédpsust antud hetkel ning ¢ niitab, kumma méngija kiik parasjagu
on. Méng algab seega olukorrast (100,100,100,A4) ning otsitud 16ppseisud on (0,100,p,A) ja (100,0,p,C).

Miérkame, et esimene loits ei saa olla riindeloits, kuna sel juhul Combinatorica laseb enda loitsu kindlasti pihta ja
seega molemad volurit saavad kahju. Lisaks paneme tihele, et kui p = 0% mingil hetkel, siis Arithmetix vdidab, kuna
toendosus, et voitlus kestab igavesti, liheneb nullile. Combinatorical kulub kaks lasku, et Arithmetix hivitada, seega,
et Combinatorica voidaks, pidi Arithmetix kasutama tépsusloitsu vihemalt kaks korda. See annab meile, et soovitud
olukorrad on (100,0,75,C), (100,0,50,C), (100,0,25,C), (100,0,0,C), (0,100,50,4) ja (0,100,25,A).

e Esimene voimalus saab tekkida ainult j Jargneva voitluse tagajarjel tapsusloits, lask mooda, lask pihta, lask médda,
lask pihta, mis juhtub toenaosusega 5°4°'3°'7°3 = 27

e Teise voimaluse jaoks on meil kaks varianti: tdpsusloits, lask moéoda, lask pihta, lask mooda, tdpsusloits, lask
modda, lask pihta véi tdpsusloits, lask modda, t'a'upsusloits lask mooda, lask pihta, lask mocda, lask pihta. Molemal

juhul on Arlthmet1x1 loitsude tegur meie korrutises 24, aga Combinatorica tegur on vastavalt kas 1 % . % = 2%1
1.1 1 _ 1 1y_ 3
Vol 375 = 20, seega selle voimaluse toendosus on 24(24 +35) = 59-
e ~ ~ . 2
e Analoogselt saame jireldada, et voimaluse (100,0,25,C) tdendosus on 2%(‘;’7 + 2% + 2%) = %.
. . . .. ~ . . ~ .. 2
e Arithmetixi viimase vGitva variandi toenfosus on ot - 55 + 95 - (37 + 35 + o) = 35 + v = 2.

e Combinatorica esimene voiduvoimalus on tépsusloits, lask pihta, tédpsusloits, lask pihta, kust me leiame 2% . 2% 12 =
3

275.

e Combinatorica teine voiduvoimalus on kas tépsusloits, lask pihta, tdpsusloits, lask mooda, tépsusloits, lask pihta
voi téapsusloits, lask mooda, tépsusloits, lask pihta, tépsusloits, lask pihta. Nende summaarne téenédosus on
LB 1.1l 1oy 13 1y L
23 °\1'2°4T1°2"1 23125 T 25 26 -



Seega toendosus, et emb-kumb volur véidab voitluse ise kahju saamata on iilaltoodud tdendosuste summa, milleks on
1 3 9 21 3 1 _ 29 7o 141
37 Tas tam T3 o5 95 = 50 + 35 = 101

Ulesanne 48. Olgu a ja b positiivsed téisarvud ning (A,,);° | reaalarvude jada, mis rahuldab tingimust A; = b, A; = a
ning

An = An—l + An_g kui n 2 3.
Olgu (By),-, veel iiks jada, mis rahuldab tingimust By = a + 2b, B> = 3a + b ning taas

Bn = Bn—l + Bn_g kui n 2 3.

Me teame lisaks, et leiduvad indeksid k,/ > 1 nii, et Ay = 2022 ja B; = 2793. Mis on avaldise a - b vihim véimalik
vaartus?

Vastus. 1080

Lahendus. Mirkame, et B,, = A, + A,+2 — n = 1 korral saame me A; + A3 = A; + (41 + A2) = a+ 2b = By,
n = 2 korral saame As + Ay = Ay + (Az + A3) = 2a+ (a +b) = 3a + b = By ning edasi saame induktsiooniga
Bpyo=Bni1+ By = (A1 +Angs) + (An+Appe) = (An + Apgr) + (Ao + Apys) = Ao + Ay

Kuna a,b on positiivsed, siis 4,41 > A, kuin > 2 ja A3 > A;. Nagu me varsti ndeme, siis 1080 on vastusena
saavutatav. Oletame, et k& > 2, kuna muidu vastus ab = A; As oleks vihemalt 2022.

Eeldus k£ < I on vastuolus tulemusega

2793 = Al+2 + A = Al+1 +2A; > 2A; > 2A, = 2- 2022 = 4044.
Seega k > [. Veelgi enam, k =+ 1 annab
2793 = Al+2 + A = Al+1 + 2A; = 2022 + 2A4,,

ja kuna parem pool on paaris, kuid vasak pool on paaritu, ei ole see juht voimalik. Eeldus, et £ > [ + 3 on vastuolus
tulemusega 2793 = A; + Aj12 < Ap—1 + Ap—2 = 2022. Sarnaselt annab eeldus k = [ + 3 meile

A — Al+1 = (Al + Al+2) - (Al+1 + Al+2) = 2793 — 2022 = 771,

mis on voimalik vaid siis, kui [ = 1. Aga siis ab = b(b + 771) annab arvust 1080 parema tulemuse vaid siis, kui b = 1,
a = 772. Kuid need algtingimused meie jadale A, annab jada 772,1,773,774,1547,2321, milles arv 2022 ei sisaldu,
jéarelikult k& # 1 4 3.

Seega ainus voimalik juht on k = [ + 2. Me saame Ao = 2022, A; + Aj10 = 2793, kust 4; = 771, A4 = 1251,
mis laseb meil leida jada eelmiseid liikmeid: A;_y =480, A;_o =291, A;_3 =189, A;_4, =102, A;_5 =87, A;_¢ = 15,
A7 =72, Aj_g = —57. Me néieme, et b = 72, a = 15 on minimaalne vdimalik algsete viartuste valik, mis annab
vastuseks 15 - 72 = 1080.

Ulesanne 49. Iga siigavusega 10 perfektse kahendpuu tipus (puul on 142+ 4+ .-+ + 210 =2 1 tippu) asub oun.
Igas dunas elab 2! — 2 ussi. Mingil hetkel otsustavad kaik ussid samaaegselt kolida elama ménda muusse duna. Nad
teevad seda nii, et iikski kaks ussi samast Gunast ei koli elama samasse 6una ning iikski uss ei jad elama oma algsesse
ouna. Mis on summaarne pikkus, mille koik ussid koikidest ounadest peavad ldbima, kui on teada, et puu koik servad
on pikkusega 17

Mérkus: Perfektne kahendpuu on puu, kus igal sisemisel tipul on tépselt kaks jarglast, kellel on mélemal sama
stigavus.

Vastus. 67166208

Lahendus. Vaatame iilesande iildjuhtu, kus T, tidhistab perfektset kahendpuud siigavusega n (meie iilesandes n = 10).
Téhistagu Vj, kaikide selliste tippude hulka, mille kaugus igast lehest on viihemalt k. (kaugus 0 téhendab, et tegu on
lehtede hulgaga, kaugus 1 tihendab, et tegu on lehtede naabritega jne.) Téhistagu Ej servade hulka Vi ja V11 vahel.

Meie puus T}, on 2"+! — 1 tippu. Vaatleme serva e hulgas Ej, ja loendame, mitu ussi seda labib. Olgu p,q tippude
arv vastavalt iithel ning teisel pool seda serva. Kuna tegu on puuga, siis iga uss, mis liheb ménest tipust, mida me
loendame p hulgas, monda tippu, mida me loendame ¢ hulgas, peab libima meie serva. Seega seda serva ldbivate usside
arv on p - ¢. Kuna iiks hulk on alati T}, siis p = [T}| = 2¥*1 — 1 ja ¢ = |T},| — |Ti| = 271 — 1 — 2k+1 11 = 2ntl _ ok+1
Seega 2-p-q=2- (2K —1). (27! — 2F*+1) Hulgas Ej on 2"~ * tippu, seega usside arv, kes ldbivad hulka Ej, on
(2n—k+ly (2k+1 7). (2ntl —2k+ly — (onHl_gn—k _ok+1 4 1).9n+2 Summeerides seda avaldist iga k € {0,1,...,n—1}
jaoks, saame me

n—1 n—1 n—1 n—1
Z(2n+1 _ 2n—k _ 2]€+1 + 1) . 27L+2 — 2n+2 . Z(2n+1 _ 2n—k: _ 2k+1 + 1) — 27L+2 . (n X 2TL+1 + n— Z 2n—k _ Z 2k‘+1).
k=0 k=0 k=0 k=0



Summad vasakul ja paremal poolel on samad summad, lihtsalt esitatud erineval kujul, seega:

n—1 n—1
2"+2~(n~2"+1+n—22"_k—22k+1) :2"+2~(n~2"+1+n—2-22k) =
k=0 k=0 =1

=22 (. 2"t 4 — 2. (27T —2)) =272 ((n —2) - 2" £ 4 4).
Kui n = 10, siis vastus on 4096 - (8 - 2048 4 14) = 67166208.

Ulesanne 50. Algarvu p jaoks olgu N, selliste kolmikute (a,b,c) arv, et a,b,c € {0,1,...,p — 1} ning
a® +b* 4+ ¢ = 3abc  (mod p).

Leia koikide algarvude p < 1000 summa, mille korral N, > p? + p.
Vastus. 36668

Lahendus. Paneme téhele, et a® 4+ b3 +¢® —3abc = 1 - (a+b+c)((a—b)*+ (b—c)®+ (c—a)?). Kuiia—b=2,b—c=y,

siis ¢ — a = —z — y. Siis saame me 3((a — b)? + (b—c)? + (c — a)?) = 22 + zy + y*. Niiiid kasutame jirgnevaid fakte:

1. Kui p =2 (mod 3) on selline, et p jagab arvu o2 + xy + 32, siis p jagab arve z.y.

2. Kui p =1 (mod 3), siis vorrandil 22 +z+1 =0 (mod p) on kaks lahendit, milleks on r,r~. Seega 2% + 2y + 1y =
(x —ry)(z — r~ty) (mod p). Seega, kui p jagab arvu 2% + zy + y?, siis * = ry (mod p) voi x = r~ly (mod p).

Kui p = 2 (mod 3), siis kas a + b+ ¢ =0 (mod p), mis annab meile p? kolmikut, voi p jagab arvu a2 + zy + 32,
mis meie esimese fakti pohjal annab a —b=b— ¢ =0 (mod p). Seega a = b = ¢ (mod p). Piisab eemaldada juht, kus
meil on mitu samat elementi ehk juht, kui a =b = ¢ (mod p) jaa+b+c¢=0 (mod p). Seeg a eemaldame me lahendi
(0,0,0). Seega on meil p? + p — 1 lahendit. Seega N, < p? + p iga p =2 (mod 3) korral.

Kui p =1 (mod 3), siis meil on p? lahendit vorrandile a + b+ c =0 (mod p). Kui p jagab arvu 22 + zy + 2, siis
teise fakti pohjal kas a —b = r(b—¢) (mod p) véi a—b=r"1(b—c) (mod p). Esimesel juhul saame me a = (r+1)b—rc
(mod p) ning teisel juhul a = (r~* 4+ 1)b — r~'¢ (mod p). Kummalgi juhul saame me p* kolmikut (a,b,c). Viimasel
kahel juhul leiduvad {ihised lahendid parajasti siis, kui a = b = ¢ (mod p). Seega topeltloendame me p lahendit. Kui
esimesel kahel vorrandil on iihine lahen, siis (r +2)b — (r — 1)c = 0 (mod p). Siit leiame me p lahendit. Viimaks, kui
koigil kolmel vorrandil on iihine lahend, siis a = b = ¢ =0 (mod p). Juurde- ja mahaarvamise valemist niieme me, et
meil on kokku 3p? — 3p + 1 lahendit.

Viimaks, kui p = 3, siis a® + b3 + ¢3 =0 (mod 3). Kuna 2° = 2 (mod 3), siis a + b+ ¢ =0 (mod 3). Seega on sel
juhul ainult 9 lahendit.

Kuna 3p? — 3p+ 1 > p? + p kéikide algarvude korral, mis on kujul 3k + 1, saame me, et vastus on koikide algarvude,
mis on kujul 3k + 1, summa. Nende summa on 36668.

Mairkus.

Faktide 1 ja 2 tdestamiseks on mitu eri voimalust. Et toestada esimest, vaatame vorrandit 3 = y* (mod p). Tostes
molemad pooled astmele %, saame me Pt = yP*1 (mod p). Kui p ei jaga arve z,y, siis jirelikult 22 = y? (mod p).
Seega, 2 = y? (mod p) ja 23 =y (mod p), kust x =y (mod p). Seega 0 = 22 + xy + y? = 3y? (mod p). Jirelikult p
jagab arvu 3, aga p on kujul 3k + 2.

Et tdestada teine fakt, mirkame, et vorrandil 2> = 1 (mod p) on kolm lahendit alati, kui p = 1 (mod 3). Seega

vorrandil 22 + 2 +1 =0 (mod p) on kaks lahendit, milleks on r,r~!.

Ulesanne 51. Leia voimaluste arv asetada malekuningaid (viihemalt iiht) 3 x 11 malelauale nii, et tikski kaks kuningat
ei ole tule all. Markus: “Ukski kaks kuningat ei ole tule all” tdhendab, et iikski kaks kuningat ei tohi asuda kahel
ruudul, mis omavad iihist kiilge voi tippu.

Vastus. 132290
Lahendus. n > 0 jaoks olgu k(n) voimaluste arv asetada malekuningaid 3 x n malelauale nii, et iikski kaks kuningat

ei riinda teineteist, arvestades siin ka tiihja malelaua voimalusega. Kuna leidub tépselt iiks tithi malelaud, siis k£(0) = 1.
Veelgi enam, me leiame k(1) =5

& &
&

L |&




ja k(2) = 11 loendamise teel.
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L L |& L

L & & L &

Niiiid saame me leida k(3) = 35. Kui keskmises veerus ei asu iihtegi kuningat, siis on meil 5 vdimalust esimese ja
kolmanda veeru jaoks, kuna k(1) = 5. Siit saame me 25 voimalust (nende hulgas tiihi malelaud). Kui ainult keskmises
veerus on kuningaid, siis on meil 4 eri véimalust panna sellesse veergu iiks voi kaks kuningat. Lisaks on 6 voimalikku
kuningate paigutust nii, et nii keskmine kui ka viahemalt iiks darmistest veergutest pole tiihi.

& & &

& & L &

Niiiid leiame me voimalikud positsioonid k(n) 3 x n malelaual n > 2 jaoks, vaadates, kuidas on parempoolseim

veerg téidetud.
& L

L
L L

ke(n)  (tithi) ka(n)  (all) km(n) (keskel) ky(n) (ileval) ki(n)  (kaks)

Siit leiame me, et k(n) = ke(n) + kq(n) + km(n) + ky(n) + ki (n) ja kuna kuningad ei tohi teineteist riinnata, saame
me jargnevad vorrandid:



Stimmeetriast saame me kq(n) = ky(n) ja n > 2 korral leiame me avaldise

k(n) =ke(n) + 2 - kq(n) + 2 - kpn(n)
=k(n—1)+2 kq(n) +2 ke(n—1)
—k(n—1)+2-ka(n) +2-k(n —2),

kust me saame vorrandi
2 kqn)=k(n) —k(n—1)—2-k(n—2).

Vorrandist kq(n) = ky(n — 1) + ke(n — 1) me saame
2-kg(n)=2-kg(n—1)+2-k(n—2).
Sisestades siia vorrandi kg jaoks kaks korda, saame me rekursiooni
k(n) —k(n—1)—2-k(n—2)=k(n—1)—k(n—2)—2-k(n—3)+2-k(n—2)
= k(n)=2-k(n—-1)+3-k(n—2)—2-k(n—23)

k(n) jaoks, kus n > 3 ja algtingimused k(0) = 1, k(1) = 5 ning k(2) = 11. Leides selle rekursiooni vé#rtused kuni
vadrtuseni k(11), saame me

k(3)=2-114+3-5—-2-1=35
k(4)=2-35+3-11—2-5=93
k(5)=2-93+3-35—2-11 = 269

k(6) =2-269+3-93 — 235 =747

k(7) =2 747+3-269— 293 = 2115

k(8) = 22115 +3 - 747 — 2- 269 = 5933
k(9)=2-5933 +3-2115 — 2. 747 = 16 717
k(10) =2 16717 +3-5993 — 2 - 2115 = 47003
k(11) = 247003 + 3 - 16717 — 2 - 5933 = 132291.

Lahutades maha meie tiihja malelaua, saame me oma vastuse 132 290.

Ulesanne 52. Teravnurkses kolmnurgas ABC' defineeritakse punktid A’, B’ ja C’ jirgnevalt: A’ on punkt, kus
tipust A tommatud korgus kiiljele BC' 1d6ikub poolringjoonega diameetriga BC, mis asub kolmnurgast véljaspool.
Punktid B’,C’ on defineeritud analoogselt. Tihistagu [XY Z] kolmnurga XY Z pindala. Kui [BCA'] =5, [B'CA] = 6,
[BC'A] =7, siis leia [ABC].

Vastus. /110 = 10,488

Lahendus. Me toestame [BCA')2 + [CAB')? + [ABC']? = [ABC]?, millest saame otse vastuse leida.
Tahistagu D punktist A kiiljele BC tommatud korguse aluspunkti. Eukleidese teoreemidest saame me néidata, et
|A'D|? = |BD| - |DC]|, seega

[BA’C]\? _|BD|-|CD|
<[BAC]) - |ADP

Kuna B2l — cot(B), siis tahame me toestada, et

[AD] ~
> cot(B) - cot(y) = 1.
Kuna a + f + v = 180°, siis jirelikult
0 = sin(a 4 f +7) = sin(a) - cos(B) - cos(v) + sin(p3) - cos(a) - cos(7y) + sin(y) - cos(f) - cos(ar) — sin(a) - sin(B) - sin(7),

sin(a) - sin(f) - sin(7y) = sin(a) - cos(8) - cos(7y) + sin(B) - cos(a) - cos(7y) + sin(7y) - cos(f) - cos(w),

_ cos(f) - cos(y)  cos(B) - cos(a)  cos(a) - cos(7)
sin(f) - sin(y)  sin(B) -sin(e) = sin(«) - sin(y)
Seega pindala [ABC] on \/[A’BCT2 + [AB'C]? + [ABC"]2 = /25 + 36 + 49 = V/110.

= cotan(f) - cot(y) + cot(a) - cot() + cot(B) - cot(a) = 1.




Ulesanne 53. Arvutimingus The Settlers leiab Valentin uue saare, millel on jirgnevad omadused:
e Saar on ringikujuline, ning selle kallastel asuvad kolm sadamat A, B, ja C.

e Saarel asuvad neli olulist hoonet D, E, G, ja H, mis moodustavad ristkiiliku DEGH tipud.

Saare keskel, punktis D, asub loss.

Kirik F asub tépselt sadamate B ja A vahelise tee keskel.

Jahimehe hiitt G' asub sadamale B ldhemal kui sadamale A.

Kohalik kauplus H asub kolmnurga ABC kérguste 16ikepunktis.

Valentin teab, et pikkus punktide D ja E vahel on 8 km ning et pikkus punktide E ja G vahel on 13 km. Mitu kilomeetrit
peab ta oma maaki poest lihima sadamani tassima?

Vastus. 10

Lahendus. Jérgnevad arvutused teeme me ithikuid kasutamata. Kuna DEGH on ristkiilik, siis |[DE| = |HG| = 8
ning |DH| = |EG| = 13. Me teame, et H on punktile B ldhemal kui punktile A ja et D ja H on kolmnurga AABC
vastavalt iimberringjoone keskpunkt ja korguste aluspunkt.

Kuna timberringjoone keskpunkt D, mediaanide 16ikepunkt S ja iimberringjoone keskpunkt H asuvad koik Euleri sirgel
ning rahuldavad tingimust |SH| = 2|DS], siis sarnased kolmnurgad ASHC' ja AEGC annavad

ICH| _|CG| __ |CH| _|CG]
|HS|  |GE| 2 3

<~ |CH|=2-|HG|.

Jérelikult [CH| = 16. Kuna ADHC on tiisnurkne, siis |[CD|? = 162 + 13? Pythagorase teoreemist. Paneme tiihele,
et kolmnurga AABC timberringjoone raadius on |AD| = |BD| = |CD|. Téisnurkses kolmnurgas AAED leiame me
|AE| = /162 4+ 132 — 82 = 19 = |EB] ja jérelikult |GB| = 19 — 13 = 6. Kasutades taas Pythagorase teoreemi, leiame
me |HB|? = v/8%2 + 62 = 10. Seega vahemaa punktist H lihima sadamani on 10 km.



