Zadanie 1. Boki tréjkata réwnobocznego zostaly przeciete przez pare prostych réwnoleglych. Znajac miare kata
zaznaczonego na rysunku, wyznacz miare w stopniach kata oznaczonego pytajnikiem.
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Wynik. 169

Rozwigzanie. Proste sa réwnolegte, a suma katéw wewnetrznych w dowolnym tréjkacie wynosi 180°, mozemy wiec tatwo
wyliczy¢, ze katy w malym tréjkacie odcietym przez dolna prosta sa réwne 60°, 180°—71° = 109° i 180°—109°—60° = 11°.
Zatem szukany kat ma miare 180° — 11° = 169°.

Zadanie 2. Adela ma po jednej bluzce i po jednej spédniczce w kazdym z siedmiu kolorow: czerwonym, niebieskim,
zielonym, z0ltym, czarnym, pomaraficzowym i fioletowym. Chce ona, aby kazdy jej stréj sktadal sie z bluzki i spodniczki
réznych koloréw. Ponadto, jezeli jeden element stroju jest czerwony, to chce, aby drugi byt fioletowy. Ile mozliwych
strojow moze stworzy¢ Adela?

Wynik. 32

Rozwigzanie. Uzywajac kolorow réznych od czerwonego mozna stworzy¢ 6 - 6 réznych strojéw, jednak 6 sposrod nich
bedzie miato oba elementy tego samego koloru. Oprécz tego, sa 2 mozliwe czerwono-fioletowe stroje. Wobec tego, liczba
wszystkich mozliwych strojow wynosi 36 — 6 + 2 = 32.

Zadanie 3. Suma szesciu parami réznych dodatnich liczb calkowitych wynosi 22. Wyznacz ich iloczyn.
Wynik. 840

Rozwigzanie. Najmniejsza mozliwa suma szeéciu parami réznych dodatnich liczb catkowitych wynosi 14+2+3+4+45+4+6 =
21. Skoro suma liczb z tresci zadania jest jedynie o 1 wigksza, to pewna z tych liczb jest o 1 wigksza od pewnej liczby
sposréd 1, 2, 3, 4, 5, 6, a reszta jest taka sama. Co wiecej, zadne dwie liczby sie nie powtarzaja, zatem jedynym
mozliwym zestawem liczb jest 1, 2, 3, 4, 5, 7. Ich iloczyn wynosi 840.

Zadanie 4. Ilu co najmniej prostopadltoscianéw 6 x 15 x 20 potrzebujemy, aby zbudowaé z nich szescian, jezeli
wszystkie prostopadlosciany musza by¢ tak samo zorientowane?

Wynik. 120

Rozwigzanie. Warunek o jednakowej orientacji oznacza, ze dltugos¢ krawedzi tak uzyskanego szescianu musi by¢
podzielna przez 6 =2-3,15=3-5120=2-2-5, a wiec rowniez przez 2-2-3 -5 = 60. W oczywisty sposéb mozemy
‘ /- . .. . . e . ’ 60°

zbudowac szescian o krawedzi 60. Zatem minimalna liczba uzytych prostopadloscianéw jest réwna 7555 = 120.
Zadanie 5. Kasia narysowala odcinek dlugosci 1, a nastepnie chciala skonstruowaé¢ tréjkat prostokatny o polu
rownym 0.2 uzywajac tego odcinka jako jednego z bokéw. Kasia zdala sobie wlasnie sprawe, ze mozna to zrobi¢ na
kilka réznych sposobéw. Wyznacz ich liczbe.

Wynik. 8

Rozwigzanie. Oznaczymy konce odcinka Kasi przez A 1 B. Wysokos¢ szukanego tréjkata ABC opuszczona z trzeciego
wierzchotka C' musi by¢ dtugosci 0.4, zeby % -1-0.4 = 0.2 bylo wymagana wielkoscia pola. Oznacza to, ze wierzcholek C
musi lezeé na jednej z dwéch prostych réwnoleglych do prostej AB.

Jesli kat prosty znajduje si¢ przy wierzchotku A, to C musi lezeé¢ na prostej prostopadiej do odcinka AB przechodzacej
przez A. Jej przeciecie ze wspomnianymi prostymi réwnoleglymi daje pierwsze dwa rozwiazania C7 i Cy zaznaczone na
rysunku. Podobnie jesli kat prosty znajduje sie przy wierzchotku B, to dostajemy rozwiazania C5 i Cy. W przypadku,
edy kat prosty znajduje sie przy wierzchotku C', punkt C' musi leze¢ na okregu o érednicy AB. Skoro 0.4 < %7 to okrag
ten przecina si¢ z prostymi rownoleglymi w doktadnie czterech punktach Cs, Cg, C7 i Cg oraz zaden z nich nie pokrywa
si¢ z poprzednio znalezionymi rozwiazaniami. Otrzymalismy zatem osiem réznych mozliwych punktéw.
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Zadanie 6. W ponizszym rownaniu kazda z liter oznacza pewna niezerowa cyfre, przy czym réznym literom przypisane
sa rézne cyfry. Wyznacz liczbe BAC.
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Wynik. 732

Rozwigzanie. Patrzac na trzecia kolumne, widzimy, ze dodanie A + B do C nie zmienia cyfry jednosci, a zatem
A+ B = 10. W drugiej kolumnie mamy zatem przeniosiona jedynke, a wiec dodajemy A+ B+ C +1 =11+ C,
otrzymujac w wyniku 1A (nie mozemy uzyskaé 24, jako ze wtedy mielibysmy C' =91 A = 0, a wszystkie cyfry maja
by¢ niezerowe). Zatem C + 1 = A. W pierwszej kolumnie dostajemy z kolei réwno$é A + A + 1 = B. Dostajemy trzy
rownania na A, B i C, ktérych jedynym rozwigzaniem jest A =3,B =7,C = 2, a zatem BAC = 732.

Zadanie 7. Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy smaczng, gdy iloczyn jej cyfr wynosi 36. Zdefiniujmy liczby a i b
nastepujaco:

e @ jest suma cyfr najmniejszej mozliwej liczby smacznej;
e b jest najmniejsza mozliwa suma cyfr liczby smaczne;j.

Wyznacz réznice a — b.

Wynik. 3

Rozwigzanie. Rozktad liczby 36 na czynniki pierwsze to 36 = 2-2-3-3. Wyznaczmy najmniejsza mozliwa liczbe smaczna.
Zauwazmy, ze istnieja liczby dwucyfrowe o iloczynie cyfr réwnym 36. Aby taka liczba byta mozliwie najmniejsza, trzeba
zminimalizowaé pierwsza cyfre, podczas gdy druga cyfra nie moze przekroczy¢ 9. Stad najmniejsza liczba smaczna
to 49, a jej suma cyfr to 4 + 9 = 13. Teraz wyznaczmy najmniejsza mozliwg sume cyfr liczby smacznej. Liczba 2233
daje sume 10. Zadna inna liczba smaczna nie moze mie¢ mniejszej sumy cyfr, poniewaz dla dowolnych dwoch liczb
wiekszych od 1 ich iloczyn jest wigkszy lub réwny sumie. Zatem poszukiwana réznica to 13 — 10 = 3.

Zadanie 8. Pewnego dnia roboty zbudowaly pierwsza baze na Marsie z miejscem dla 100 os6b i od tamtej pory stale
powiekszaja baze w taki sposéb, ze co miesiac przybywa miejsce dla dodatkowych 10 oséb. Tego samego dnia, w ktérym
zbudowano baze dla 100 oséb, pierwszy prom kosmiczny wylecial z Ziemi na Marsa, by przywiezé 20 kolonizatoréow do
bazy po 7 miesiacach podrozy. Byla to pierwsza z n identycznych misji, ktore odbyly sie kolejno 0, 1,2, ..., n—1 miesiecy
po budowie bazy. Wyznacz najwieksza mozliwa liczbe n, dla ktérej pojemnos$¢ bazy nigdy nie zostanie przekroczona.
Wynik. 16

Rozwigzanie. Pierwszych 20 kolonizatoréw przybyto 7 miesiecy po budowie bazy, i od tamtej pory, dla k > 7, po
k miesiacach w bazie znajdowalo sie 20(k — 6) oséb. W tym momencie w bazie znajdowalo sie miejsce dla 100 + 10k
oséb, stad

20(k — 6) < 100 + 10k,

a wiec rownowaznie
k < 22.

Zatem wszyscy kolonizatorzy przybywajacy do 22 miesiecy po budowie bazy (i tylko ci) mogli sie¢ w niej zmiescié¢. Skoro
wylot ostatniej misji musial mie¢ miejsce 7 miesiecy wczesniej, to mozliwe wyloty miaty miejsce 0,1,...,15 =22 -7
miesiecy po rozpoczeciu. Zatem najwieksza mozliwa liczba misji to 16.



Zadanie 9. Rysunek przedstawia prostokat podzielony na 3 mniejsze prostokaty. Oblicz pole §rodkowego prostokata,
znajac pola pozostalych dwéch oraz diugosci zaznaczone na rysunku.
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Wynik. 42

Rozwigzanie. Niech h bedzie wysokosScia prostokatow, a A szukanym polem. Wtedy 30 + A = 9h i A+ 14 = 7h.
Rozwiazujac uklad réwnan, otrzymujemy h = 8 i A = 42.

Zadanie 10. Marek i Lukasz postawili sobie wyzwanie: jesli ktéry$ z nich odpowie niepoprawnie na zadanie o numerze n
z tegorocznego Naboja, bedzie musial zrobi¢ 10n pompek. Na Naboju sa 42 zadania. Marek rozwiazywal tylko zadania
o numerach podzielnych przez 5, zas§ Lukasz o numerach dajacych reszte 1 z dzielenia przez 5. Wiedzac, ze obaj podali
przynajmniej jedna btedng odpowiedz, do zadnego zadania nie zostaly podane dwie btedne odpowiedzi oraz Marek
wykonatl dokladnie tyle samo pompek co Lukasz, wyznacz najmniejsza mozliwa liczba pompek wykonanych przez
Marka.

Wynik. 550

Rozwigzanie. Poniewaz Marek rozwiazuje tylko problemy o numerze podzielnym przez 5, liczba wykonanych przez
niego pompek musi dzieli¢ sie przez 50. Zatem liczba pompek, ktére zrobil Lukasz tez musi sie dzieli¢ przez 50. Poniewaz
Yukasz rozwiazuje tylko zadania o numerach dajacych reszte 1 z dzielenia przez 5, musial podaé przynajmniej 5 blednych
odpowiedzi aby otrzymaé liczbe pompek podzielng przez 50.

Zalézmy, ze Lukasz odpowiedzial blednie na zadania 1, 6, 11, 16 oraz 21, za§ Marek na 10, 20 oraz 25. Wtedy
obaj wykonali po 550 pompek. Poniewaz 1, 6, 11, 16 i 21 jest piatka numerdéw zadan rozwiazywanych przez Lukasza
o minimalnej sumie, 550 jest minimalna liczba pompek zrobionych przez YLukasza i Marka.

Zadanie 11. W pewnej grupie dziewigciu przyjaciot, niektérzy pozyczyli innym pieniadze. Pewnego dnia postanowili
pozby¢ sie tych dlugéw. Tabela ponizej pokazuje bilans dla kazdej pary znajomych, przyktadowo dtug A wobec B
wynosi 5. Przez transakcje rozumiemy czynnosé, w ktérym jedna osoba daje pieniadze drugiej. Wyznacz najmniejsza
mozliwa liczbe transakcji potrzebna do wyréwnania wszystkich dhugéw.

A B CDEF G H I
O -5-1{0 |3 |3 |5]|2|4
5(0(3-5|1]0|2]|7|-4
1|-3/0|-5[2|3|6|-3|0
O[5 (5|0 |-8]—-4|7]2|1

—3|-1]-2|8 |0 (4 114 |-7
310 1(-3|4|-4/0 |6 |—4
-5 |-2|-6|-7|11|-6| 0 |-1
—2|-713|-2|-4|4|1]0
—41410|-1|7(0|-5|-4
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Wynik. 6

Rozwigzanie. Sumujac liczby w wierszach, dostajemy taczne bilansy przyjaciot: +11,4+9,+1, 48, -8, —4, —11, -3, —3.
Poniewaz 5 sposréd nich jest ujemnych, musi odby¢ sie przynajmniej 5 transakcji. Z drugiej strony, jeden z przyjaciol
musi zaplacié¢ osobie z bilansem +1 i nie moze by¢ to jedyna wykonana przez niego transakcja, wigc konieczne jest
6 transakcji i te liczbe latwo osiagnac.



Zadanie 12. Andrzej i Marzena poszli na spacer i znalezli 35 kasztan6éw. Rozdzielili je na kilka (wiecej niz jeden)
stosow, z ktérych kazdy zawieral co najmniej 2 kasztany. Nastepnie zabrali po kasztanie z kazdego stosu i wlozyli je na
pierwszy stos. Po tej operacji kazdy stos zawiera tyle samo kasztanow. Ile kasztandéw poczatkowo znajdowalo sie na
drugim stosie?

Wynik. 8

Rozwigzanie. Dodatnie dzielniki liczby 35 to 1, 5, 7, 35. Poniewaz po przeprowadzonej zmianie kazdy stos zawiera tyle
samo kasztanow, jeden z tych dzielnikéw musi by¢ liczba stosow. Z zalozen zadania wiemy, ze nie jest to 1. Liczba 35
rowniez nie jest mozliwa, bo wowczas kazdy stos zawieratby tylko jednego kasztana. Jezeli stoséw jest 7, to po zmianie
kazdy mialby po 5 kasztanéw. Jednak wowczas na poczatku ich rozmiary musiatyby byé réwne —1, 6, 6, 6, 6, 6, 6, co
jest niemozliwe. Zatem jedyne mozliwe rozwiazanie to 5 stosow, o poczatkowych liczbach kasztanéw 3, 8, 8, 8, 8.

Zadanie 13. Na ponizszym rysunku dane sg miary dwéch katéw. Co wiecej wiemy, ze miary zaznaczonych katéw
przy wierzchotku A sa w stosunku 2 : 1. Miary katéw przy wierzchotku B takze sa w stosunku 2 : 1. Wigkszy z katéw
w obu przypadkach zaznaczony jest podwéjna linig. Wyznacz miare kata AC' B w stopniach.

A

7

Wynik. 31

Rozwigzanie. Oznaczmy przez P i D nieoznaczone punkty na gérze i na dole rysunku, a przez O punkt przeciecia
prostych AD i PB. Niech |[<CAD| = ai|<CBD| = 3. Dostajemy, ze 39° + 3« = 27° + 30 (patrzac na katy w tréjkatach
AOP i BOD). Analogicznie |<BPA|+ |<CAP| = |[<ACB| + |<PBC]|, skad dostajemy 39° + 2o = |<ACB| + 20.
Z pierwszego réwnania wyliczamy 5 — a = 4° i podstawiajac do drugiego otrzymujemy |<ACB| = 39° —2(8 — a) = 31°.

Zadanie 14. Dla ilu liczb catkowitych a funkcja f(x) = 922 + ax — 2022, okreélona na zbiorze liczb rzeczywistych,
przyjmuje dokladnie 2022 parami rézne ujemne wartosci catkowite?

Wynik. 11

Rozwigzanie. Przedstawienie f jako f(x) = (3z + %)2 - ‘;—2 — 2022 dowodzi, ze zbiorem wartosci f sa wszystkie liczby

rzeczywiste wieksze lub rowne —g—z — 2022. Warunek przyjmowania doktadnie 2022 calkowitych ujemnych wartosci
implikuje, iz —2023 < —g—; — 2022 < —2022, co jest réwnowazne ‘;—; < 11i dalej a® < 36. Ostatnia nieréwnoéé zachodzi

dla a € {-5,—4,...,4,5}, a zatem wynikiem jest 11.

Zadanie 15. Kwadrat ABCD o $rodku P wpisany jest w kat prosty AOB. Wiedzac, ze AO = 6 i OP = 4v/2,
wyznacz iloczyn odleglosci punktu D od prostych OA i OB.




Wynik. 48

Rozwigzanie. Poprowadzmy przez punkt P proste prostopadle do prostych OB i OA. Oznaczmy przez E i F' punkty ich
przeciecia odpowiednio z prosta OB i OA. Z cechy kat-bok-kat wnosimy, ze trojkaty PFA i PE B sa przystajace. Zatem
PF = PE. Stad czworokat PFOF jest kwadratem, a wiec OF = OF = 07153 = 4. Zatem BE = AF = 0OA—4=2
i OB = 2. Jedli teraz poprowadzimy z punktu D prosta prostopadla do prostej AO do przecigcia z prosta AO
w punkcie G, to trojkaty DGA, AOB beda przystajace. Zatem DG = OA = 6 and AG = OB = 2. Zatem odleglo$¢ D
od prostej OB wynosi 8, a od prostej OA wynosi 6. Ich iloczyn jest wiec réwny 48.

Zadanie 16. System metra w Nabojowie sklada si¢ z jednej okreznej linii z 2022 stacjami ponumerowanymi
1,2,...,2022, o rOwnym czasie przejazdu miedzy sasiednimi stacjami. Zwiedzajac miasto, Piotrek kupil tygodniowy
bilet i postanowil spedzi¢ caly czas w metrze, wielokrotnie jezdzac po miescie. Rozpoczyna podréz na stacji 1, a jego
pociag jedzie w kierunku rosnacym (tzn. nastepna stacja to 2). Na $cianie jednej ze stacji zauwazy! piekne zadanie
matematyczne. Rozwiazanie zajelo mu cztery razy wiecej czasu niz dotychczasowa podroz. Zaraz po znalezieniu
rozwiazania Piotrek znalazl sie na stacji numer 2022. Jaki byl numer stacji, na ktorej Piotrek zauwazyt zadanie?

Wynik. 1214

Rozwigzanie. Niech z bedzie stacja, na ktorej Piotrek zauwazyl zadanie. Odleglosé od poczatkowej stacji Piotrka
(stacji 1) do stacji = wynosi z — 1. Calkowita odleglosé, ktéra przebyl Piotrek do rozwiazania zadania wynosi 5 - (x — 1).
Zaczynajac od stacji 1 i podrézujac 5 - (x — 1) Piotrek zakoniczyl podréz na stacji 1 +5 - (z — 1) = 2022 mod 2022.
Szukamy takiego x, aby

1+5-(z—1)=2022 mod 2022,
5-(x—1)=—-1 mod 2022,
5z =4 mod 2022.

Skoro 4 =4 + 3 -2022 = 6070 (mod 2022), to

5z = 6070 mod 2022.
Liczby 5 i 2022 sa wzglednie pierwsze, wigc

x =1214 mod 2022.

Zatem Piotrek zauwazyt zadanie na stacji numer 1214.

Zadanie 17. Rysunek przedstawia trzy okregi: maly okrag o promieniu 1 jest styczny do dwdch wiekszych o jednako-
wych rozmiarach. Ponadto srodek jednego z nich jest srodkiem odcinka taczacego $rodki pozostalych dwoch okregdw.
Wyznacz dlugo$¢ odcinka zaznaczonego przerywana linia.

Wynik. 42 ~ 5.656854

Rozwigzanie. Warunek ze érodkami okregéw oznacza, ze Srodki wszystkich trzech okregéw leza na symetralnej odcinka
zaznaczonego linig przerywana (ktory jest na rysunku poziomy). Latwo zauwazy¢, Ze ten srodek odcinka laczacego
dwa pozostate érodki okregéw musi by¢ srodkiem gérnego duzego okregu. Odlegloéé miedzy $rodkami dwéch duzych
przystajacych okregdéw jest réwna odlegtosci miedzy ich ,najwyzszymi” punktami, ktéra jest z kolei rowna Srednicy
malego okregu, czyli 2. Jesli przez R oznaczymy wspoélna dlugos¢é promienia duzych okregéow, mozemy dlugosé drugiej
potowy odcinka zapisa¢ jako R — 1. Dostajemy R — 1 = 2, skad R = 3. Teraz spdjrzmy na trojkat prostokatny
o wierzchotkach w: tym srodku okregu, ktéry lezy w potowie odcinka miedzy pozostatymi, srodku zakreskowanego
odcinka oraz w jednym z punktéw przecigcia duzych okregdéw. Z twierdzenia Pitagorasa wyliczamy, ze diugosé
zakreskowanego odcinka wynosi 2v/32 — 12 = 44/2.



Zadanie 18. 2022 smokdéw mlekopijow ustawito si¢ w rzedzie. Pierwszy z nich ma 1 kufel mleka, drugi ma 2 kufle, .. .,
2022-gi smok ma 2022 kufle mleka. Pierwszy smok przeleje potowe i jeszcze pét kufla mleka drugiemu, nastepnie drugi
przekaze polowe swojego mleka i dodatkowe pol kufla trzeciemu i tak dalej az do 2021-szego smoka, ktéry odda potowe
swojego mleka i pét kufla 2022-giemu. Ile mleka (mierzac w kuflach) bedzie mial 2022-gi smok po tych operacjach?

Wynik. 4043

Rozwigzanie. Zaldézmy, ze przed n-tym przelewem n-ty smok ma 2n — 1 kufli mleka. Wéwczas, po tym przelewie,
(n + 1)-szy smok bedzie mial n + 1 + 2"2_1 + % =2n+1=2(n+1)— 1 kufli. Wobec tego, poprzez indukcje, dla
dowolnego k > n, k-ty smok bedzie mial 2k — 1 kufli po otrzymaniu przelewu. Poniewaz, istotnie, pierwszy smok ma
1 =2-1—1 kufel mleka na poczatku operacji, po ich zakonczeniu ostatni smok w rzedzie bedzie mial 2-2022 — 1 = 4043
kufle mleka.

Zadanie 19. Punkt X zostal wybrany losowo z wnetrza kwadratu ABCD o boku dtugosci 2. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze kazdy z odcinkéw AX, BX, CX i DX jest dtuzszy niz 17
Wynik. 1 — 7 ~0.214602
Rozwigzanie. Wszystkie punkty X spelniajace zadane nieréwnosci leza wewnatrz obszaru R zaznaczonego na rysunku
ponizej.

A B

C D

Szukane prawdopodobiefistwo wynosi (gdzie [F] oznacza pole figury F):

[R] _[ABCD|-4[s] _4—4-7-1%-3 '«
[ABCD] ~ [ABCD] 4 Ty

Zadanie 20. Stosunek bokéw ponizszego prostokata wynosi 2 : 1, a odlegloéé miedzy punktami A i B wynosi 1. Ile
wynosi pole prostokata?

A

Wynik. 10/9 ~ 1.111111

Rozwigzanie. Przekatna dzieli prostokat na 2 tréjkaty prostokatne. Niech a bedzie wysokoscia tréjkata opuszczona z kata
prostego, a 1 + 2b dlugoscia przeciwprostokatnej. Jak wida¢ na rysunku, wysokos¢ dzieli tréjkat na 2 podobne trojkaty
prostokatne o bokach dlugosci a i b oraz 1+ b i a. Poniewaz te tréjkaty sa podobne, a stosunek ich przeciwprostokatnych
wynosi 2:1,to2-b=ai2-a=1+b. Stad a = % ib= % Pole prostokata jest iloczynem a i dtugosci przekatnej,

i i _ 2y.2 _ 10
a wiec wynosi (1+2b)-a= (1+3%) -2 = .



Zadanie 21. Kazdy z pieciu krasnoludkéw mial na sobie kapelusz innego koloru. Nastepnie dwa krasnoludki wymienity
sie swoimi kapeluszami, pézniej znowu dwa krasnoludki wymienity sie kapeluszami i stalto sie to jeszcze raz. Na ile
réznych sposobéw krasnoludki mogly sie wymienié, jesli wiemy, ze na koncu zaden krasnoludek nie mial na glowie
wlasnego kapelusza?

Wynik. 180

Rozwigzanie. Jest (g) = 10 mozliwodci pierwszej zamiany. Mamy teraz dwie opcje: albo nastepna zamiana jest miedzy
krasnoludkami innymi niz ci z pierwszej zamiany (1), albo nie (2). W przypadku (1) sa (‘;’) = 3 opcje drugiej zamiany
i 4 rézne mozliwosci na ostatnig zamiane. W przypadku (2) mamy za$ 2 -3 = 6 mozliwosci na zamiang druga, a ostatnia
bedzie juz jednoznacznie wyznaczona. Stad dostajemy lacznie 10 - (3 -4 + 6) = 180 réznych sposobdw.

Zadanie 22. Marek zapisal wszystkie liczby w systemie rzymskim od I, II,II1,IV,... do z na tablicy, kazda w nowej
linii. Aureliusz zauwazyl, ze nastepujace podciagi znakéw wystapily tyle samo razy: IV, IX, XL, XC,CD i CM. Jaka
jest najmniejsza warto$é z > IV, dla ktoérej jest to mozliwe? (OdpowiedZ podaj w zapisie dziesietnym, nie rzymskim.)
Wynik. 999

Rozwigzanie. Podciag I'V wystepuje na tablicy tyle samo razy co cyfra 4 na ostatniej pozycji w zapisie dziesietnym
liczb od 1 do z. Podobnie I X wystepuje tyle samo razy, co 9 na ostatniej pozycji. Z kolei liczba wystapien XL jest
réwna liczbie wystapien cyfry 4, a XC jest rowna liczbie wystapien cyfry 9 na pozycji drugiej od konca i analogicznie
CD wystepuje tyle samo razy co 4, a CM tyle samo razy co 9 na pozycji trzeciej od konca. Zauwazmy, ze w zapisie
liczb od 01 do 99 cyfra 4 wystepuje tyle samo razy na pierwszej i ostatniej pozycji, poniewaz sa to wszystkie mozliwe
kombinacje cyfr od 0 do 9 na obu pozycjach. Zatem od 1 do 999 otrzymujemy wszystkie mozliwe kombinacje cyfr od 0
do 9 na kazdej z trzech pozycji, wiec takze taka sama liczbe wystapien 4 1 9. Aby pokazadé, ze 999 jest najmniejsza
mozliwa wartosdcia z wystarczy poréwnaé¢ wystapienia 9 na pierwszej i ostatniej pozycji. Liczba 9 na ostatniej pozycji
wzrasta o jeden co kazde 10 liczb, natomiast liczba 9 na pierwszej pozycji jest rowna 0 do liczby 900, a nastepnie
wzrasta o jeden z kazda dopisang na tablicy liczba. Zatem dla z = 999 wystapien na obu pozycjach jest tyle samo i jest
to najmniejsza mozliwa warto$é¢ wieksza lub réwna 9. Analogiczne rozumowanie dla 4 konczy dowdd.

Zadanie 23. Sposréd pieédziesieciu uczniéw niektorzy graja w hokeja na lodzie, a niektérzy w hokeja na trawie
(kazdy uczen moze uprawiaé¢ oba sporty, jeden z nich lub nie uprawiaé¢ zadnego). Liczba tych uczniéw, ktérzy nie graja
w zadna z tych gier, jest dwa razy wieksza niz tych, ktorzy graja w hokeja na trawie. Co wiecej, uczniéw grajacych
tylko w hokeja na lodzie jest o pietnascie wiecej niz tych, ktérzy uprawiaja oba sporty. Znajdz wszystkie mozliwe
wartosci liczby uczniéow niegrajacych w hokeja na lodzie i podaj ich iloczyn.

Wynik. 14725

Rozwigzanie. Oznaczamy kolejno przez: i — liczbe uczniéw grajacych tylko w hokeja na lodzie, f — liczbe uczniéw
grajacych tylko w hokeja na trawie, b — liczbe uczniéw uprawiajacych oba sporty, n — liczbe uczniéw, ktérzy nie
uprawiaja zadnego ze sportow. Rozwiazujemy uktad réwnan:

i+ f+b+n=>50,
n=2-(f+b),
i=b+15

z parametrem ¢. Otrzymujemy f = %(95 —4i), n = %(50 — 1), b =1 — 15. Wszystkie otrzymane liczby musza by¢
nieujemnymi liczbami catkowitymi, a wiec ¢ moze by¢ réwne 17, 20 lub 23. Wtedy nasza poszukiwana wartos¢ f +n to
odpowiednio: 9 + 22 = 31, 5+ 20 = 25, 1 + 18 = 19. Iloczyn tych liczb wynosi 14725.

Zadanie 24. Punkty A, B, C, D leza na okregu o srodku w punkcie M i promieniu 1, przy czym odcinki AB i CD
sg prostopadte. Okrag o $rednicy AB jest styczny do okregu o $rednicy C'D w dokladnie jednym punkcie P, a przy
tym okregi te sa tej samej wielko$ci. Wyznacz dlugosé odcinka M P.

Wynik. 1/v/3 ~ 0.577350

Rozwigzanie. Ustalmy tak uktad wspélrzednych na plaszczyznie, aby M byl jego $rodkiem, odcinek AB byt réwnolegly
do osi y, a odcinek C'D byl réwnolegly do osi . Wéwczas z powodu symetrii okregu dla pewnych z, y € R (bez straty
ogolnosci x,y > 0) zachodzi

A=(x,~y), B= (m,y), C= (y,x), D= (—y7.%‘).

Skoro promien okregu opisanego na punktach A, B, C, D wynosi 1, to
22 497 =1.

Niech M4 p jest srodkiem okregu o $rednicy AB, a Mcp jest $rodkiem okregu o $rednicy C'D. Wéwcezas Map = (z,0)
i Mcp = (0,2). Z powodu stycznosci okregéw punkt P jest $rodkiem odcinka MapMep, a przy tym promienie



tych okregdéw wynosza y. Stad MapMep = 2y. Tréjkat MM pMep jest prostokatny, a zatem na mocy twierdzenia
Pitagorasa
22 + 2% = (2y)%

co wraz z 2® +y* = 1 daje y = 1/V/3. Jako ze P jest Srodkiem przeciwprostokatnej, to MP = SMapMcp =y =1/V/3.
Zadanie 25. Niech {a,}5°; bedzie takim ciagiem liczb rzeczywistych, ze
aiﬂ +a2 = apy1 +ap + 24

zachodzi dla dowolnego n € N. Znajdz najwieksza mozliwa warto$¢ wyrazenia ai + aggoo.
Wynik. 8

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze a> 19— Ogy2 = a? — a,, wiec dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n zachodzi
2 2
Aypton = Qz+2n = Gy — Ag.

To onacza, ze
2 _ 2
A349.1010 — @2+42-1010 = G — A2.

Skoro

a%—ag—ka?—al:%,

to
a —a + ay — a1 = 24.
2022 2022 1 1 .

Niech a = agp22 + a1. Z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczna a = a1 + asgee = 2 - /a1 - 42022,
. . 2
wige a® = a3ggy + af 4+ 2 a1 - agozz, 1 stad a3gy, + af > % Zatem

CL2

24> — —a.
5 a

Wiec a < 8. Taki ciag istnieje, gdyz ciag staly a,, = 4 dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n spelnia warunki zadania.

Zadanie 26. Ponad 39 %, ale mniej niz 40 % czlonkéw klubu szachowego to chlopcy. Gdyby jedna z dziewczyn
zdecydowala sie opuscié¢ klub, odsetek chlopcéw nadal bylby ponizej 40 %, ale jesli zamiast tego do klubu dolaczyltby
nowy chlopak, odsetek ten wynositby nie mniej niz 40 %. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba obecnych cztonkéw
klubu?

Wynik. 64
Rozwigzanie. Niech n bedzie liczba wszystkich czlonkéw klubu, a liczba chtopcéw w klubie. Mamy nastepujace
nieréwnosci:

> >0.39

- <04

n—1

a+1
ot > 04

Po przeksztalceniu drugiej i trzeciej nieréwnosci i pomnozeniu przez 5 otrzymujemy:
2n—2>5a > 2n—3

Poniewaz 5a jest liczba catkowita, a 2n — 2, 2n — 3 sa kolejnymi liczbami catkowitymi, to 5a = 2n — 3. Po wstawieniu
tego do pierwszej nierownosci i rozwigzaniu wzgledem n otrzymujemy, ze n > 60. Chcemy, zeby a = %(271 —3) byla
liczba catkowita. Najmniejsza mozliwa wartoscia n jest wiec 64.

Zadanie 27. Natalia znalazla trzy funkcje kwadratowe f1, fa2, f3 o nastepujacych wilasnosciach: f1 i fo maja wspdlny
pierwiastek, fo i f3 maja wspdlny pierwiastek, f3 i fi maja wspOlny pierwiastek, ale nie istnieje wspdlny pierwiastek
wszystkich trzech funkcji. Ponadto Natalia odkryla, Zze funkcje sa nastepujacej postaci:

fi(z) = 2% — bz + 1980,

fo(z) = 2% — (b + 1)z + 2024,

f3(z) =2 — (b+2)x + a,
gdzie a i b sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Wyznacz a.
Wynik. 2070



Rozwigzanie. Oznaczmy pierwiastki przez ki, ko, k3. Wowczas funkcje sa, w pewnej kolejnosci, nastepujacych postaci:

(x — k1) (x — ko) = 2% — (k1 + ko) + Ky - ko,
(IE — kl)(.T — kg) = $2 — (kl + kg)l’ + kl . kg,
(x — k3)(z — ko) = 2% — (k3 + ko) + k3 - ka.

Bez straty ogélnosci niech b = k1 +ko 1 b+1 = k1 +ks, wtedy b+2 = ko+ks. Rozwiazujac ten uklad rownan, otrzymujemy
ky = U5, ky = YL i ky = Y53 Poniewas 1980 = ky - ky = UUEED 46 — £89. Rownosé 2024 = ky - ky = L1EE8)
spelnia wytacznie b = 89, a wiec ky = 44, ky = 45, k3 = 46 i stad a = 45 - 46 = 2070.

Zadanie 28. W turnieju siatkéwki bierze udzial sze$ciu uczestnikéw: Ala, Bolek, Czarek, Dawid, Ewa i Franek.
W kazdym meczu graja po dwie dwuosobowe druzyny. Kazda mozliwa para gra przeciwko kazdej innej mozliwej parze
doktadnie raz. Ala wygrata 30 meczéw, Dawid 12, a Franek 18. Ile meczéw wygral Bolek?

Wynik. 10

Rozwigzanie. Kazdy z graczy rozegral w sumie 30 meczow, poniewaz dla kazdego z 5 mozliwych partneréw mamy
(;L) = 6 par przeciwnikéw (5 -6 = 30). W takim razie Ala wygrala wszystkie swoje mecze. Kazdych dwdch graczy
rozegralo razem 6 meczéw i rywalizowalo ze soba w 12 (4 mozliwych partneréw dla pierwszego gracza, 3 dla drugiego).
Skoro Franek wygral 18 razy i zmierzyt sie z Alg 12 razy, to musial wygraé¢ wszystkie mecze, w ktérych nie gral
przeciwko Ali. Dawid wygral 12 meczdéw, 6 grajac z Ala i 3 z Frankiem (Dawid i Franek grali przeciwko Ali 3 razy
i za kazdym razem przegrali). Pozostale 3 zwyciestwa odniést w meczach, w ktérych Ala i Franek nie brali udziatu.
Mamy doktadnie 3 takie mozliwosci, Dawid gra w parze z jednym z graczy przeciwko dwoém pozostaltym. Z powyzszych
informacji wynika, ze Bolek, Czarek i Ewa wygrali tyle samo meczy: 6 z Ala, 3 z Frankiem i 1 z Dawidem. Bolek wygrat
zatem 6 + 3 4+ 1 = 10 meczow.

Zadanie 29. Rozwazmy trojkat prostokatny o bokach diugosci 3, 4, 5. Tréjkat ten mozna rozciaé¢ wzdluz wysokosci
na dwa trdjkaty podobne. Powtarzamy powyzszy proces za kazdym razem podwajajac liczbe trojkatéw. Oblicz $redni
obwdd tréjkatow uzyskanych po pieciu krokach.

Wynik. 33555 = 2.01684

Rozwigzanie. Obliczmy najpierw sume obwodéw. Kazdy podzial tréjkata T' powoduje powstanie dwoch trojkatéw Ty
i Ty podobnych do T' w skali odpowiednio g i %. Zatem suma obwodoéw T i T bedzie % raza wieksza niz obwdd T'.
W takim razie rozciecie wszystkich posiadanych w danym momencie tréjkatow powoduje zwiekszenie sumy obwodow %

raza. Suma obwodéw po pieciu krokach bedzie wigc réwna (3 + 4 + 5)(%)5, a poniewaz trojkatéw bedzie 2°, to éredni

obwdd wyniesie
7\° 1 50421
12 (=) = =22,
5 25 25000

Zadanie 30. Marcin postanowil wspiaé¢ sie na Scianke z 10 uchwytami ponumerowanymi 1,...,10 od najnizszego do
najwyzszego. Planuje on uzy¢ tylko jednej reki oraz jednej nogi. Zaczyna z reka na uchwycie 3 i stopa na uchwycie 1.
W jednym kroku moze ruszy¢ reke lub stope do gory o kilka uchwytéw, ale w kazdym momencie jego reka musi by¢
na wyzszym uchwycie niz stopa oraz réznica miedzy numerami uchwytu trzymanego reka oraz uchwytu, na ktérym
trzyma stope, musi wynosi¢ co najmniej 1 i co najwyzej 3. Wspinaczke uznajemy za skonczona gdy Marcin chwyci
uchwyt numer 10. Na ile réznych sposobéw Marcin moze wspiaé sie na Sciane?

Wynik. 1458

Rozwigzanie. Mozemy przedstawié¢ osiagalne pary (polozenie stopy, polozenie reki) razem z liczba réznych sposobéw
prowadzacych do nich od pozycji startowej (1,3) za pomoca tabeli jak ponizej.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3111
4111213
5 3 9
6 18|27
7 2715481
8 81 162|243
9 243|486|729
10 729|729| 0




Numer wiersza odpowiada potozeniu reki, numer kolumny za$ polozeniu stopy. Poczatkowo mamy tylko poczatkowa
pozycje (1,3) z jednym sposobem dojscia do niej. Liczba w nowej komorce tabeli jest suma wszystkich liczb powyzej
i wszystkich liczb na lewo od niej. Przykladowo, mozemy na trzy sposoby doj$é do pozycji (3,4): Albo z (2,4) (ktéra
sama jest osiagalna z (2,3) lub (1,4)), lub bezposrednio z (1,4). Uzywajac tej reguly mozemy wypelnié¢ tabele az
do ostatniego wiersza gdzie sytuacja troche si¢ zmienia, poniewaz Marcin konczy natychmiast po chwyceniu 10-ego
uchwytu. W szczegdlnosci, jedynym poprzednikiem (8, 10) jest (8,9), zas (9, 10) nie da osiagnaé sie wcale. Wynik jest
sumg liczb w ostatnim rzedzie: 729 + 729 = 1458.

Zadanie 31. Rysunek przedstawia trzy sze$ciokaty foremne. Najmniejszy z nich ma bok dtugosci 1. Ile wynosi pole
najmniejszego kola, ktore zawiera wszystkie trzy szesciokaty?

Wynik. 217 =~ 65.973446

Rozwigzanie. Tréjkat réwnoboczny posrodku ma bok dlugosci 1. Zatem dwa pozostale szeSciokaty muszg mieé boki
o dlugosciach odpowiednio 2 i 3. Srednica szukanego kota musi by¢ nie mniejsza niz najdtuzszy odcinek taczacy dwa
punkty narysowanej figury. Latwo zauwazy¢, ze najdluzszy taki odcinek to ten laczacy punkty A i B na ponizszym
rysunku. Krétsza przyprostokatna narysowanego trojkata ma dtugosé 3, a dtuzsza ma dtugoéé v/3 - (2 + 3) = 5v/3.

2

7 twierdzenia Pitagorasa dostajemy |AB|? = 3%+ (5v/3)? = 94-25-3 = 84. Zatem pole kota wynosi |Af| T = %ﬂ = 217.
7 twierdzenia Talesa mozemy tatwo wywnioskowaé, ze koto to faktycznie zawiera wszystkie trzy szedciokaty.

A

B

Zadanie 32. Lukasz i Lucja graja w gre planszowa na planszy 42 x 42. Rozgrywka przebiega nastepujaco: najpierw
Lukasz umieszcza na planszy x > 8 skoczkéw szachowych (na kazdym polu co najwyzej jeden skoczek). Potem Lucja
wybiera osiem skoczkéw, a pozostale sa usuwane z planszy. Lucja wygrywa, jezeli zadne dwa skoczki nie atakuja sie
nawzajem na koncu gry. Ustal najmniejsza liczbe x, dla ktérej Lucja moze zapewnié sobie zwycigstwo niezaleznie od
tego, jak Lukasz rozmiesci skoczki.

Wynik. 15

Rozwigzanie. Rozwazamy standardowe czarno-biale kolorowanie pdl szachownicy i zauwazamy, ze kazdy skoczek
atakuje tylko pola przeciwnego koloru do tego, na ktérym stoi. Tymczasem dla z = 2- 7+ 1 = 15 zawsze mozna znalezé
przynajmniej osiem skoczkéw na polach tej samej barwy. Lucja moze wybrac¢ te osiem skoczkéw i zaden z nich nie
bedzie atakowal zadnego innego, wiec dla z = 15 Fucja zawsze moze zapewni¢ sobie zwyciestwo.
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Pokazemy, ze Lucja nie moze wygraé jezeli z < 14. W tym celu oznaczmy poprzez (r,c) pole w r-tym rzedzie i c-tej
kolumnie. WeZzmy pod uwage nastepujace siedem par pol:

P (1,1
Py (1,2
Ps: (1,3
Py: (1,4
Ps: (1,5
Ps: (1,6
Pr:(1

Fukasz umieszcza x < 14 skoczkow na dowolnych sposrod tych 14 pél. Wowezas, gdy Lucja wybierze osiem z nich,
z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewne dwa wybrane skoczki nalezg do tej samej pary. Pozostaje zauwazy¢,
ze pary zostaly tak dobrane, aby skoczki w kazdej z nich atakowaly sie nawzajem.

Stad najmniejsza liczba «x, dla ktérej Lucja zawsze moze zapewnié sobie zwyciestwo, jest 15.

Zadanie 33. Rzeka ma szeroko$¢ jednej mili. Pawel potrzebuje 27 minut, aby przeptynaé swoja todzig wiostowa mile
w dot rzeki, a 36 minut, aby przeptynaé¢ mile w poprzek rzeki, do punktu potozonego na drugim brzegu dokladnie
naprzeciw miejsca startu. Ile czasu bedzie potrzebowal, aby pokona¢ mile w gére rzeki? Podaj odpowiedz w minutach.

Wynik. 48

Rozwigzanie. Przypus$émy, ze chlopiec moze przewioslowaé z mil na minute samodzielnie (na wodzie stojacej), podczas

gdy predkos¢ nurtu to y mil na minute. Wobec tego czas potrzebny na pokonanie mili w dét rzeki moze by¢ zapisany
jako ﬁ minut. Teraz musimy policzy¢ czas potrzebny, aby pokonaé¢ mile do punktu potozonego na przeciwnym brzegu,

dokladnie naprzeciw miejsca startu. Aby dostaé sie tam mozliwie najszybciej, chtopiec bedzie musial celowaé z mil
w gore rzeki tak, aby podczas jego podrézy nurt znidst go z mil w dot rzeki. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dtugosé

jego wlasnej podrézy to v/1 + 22; poniewaz musi ona trwaé tak samo dlugo, jak bycie zniesionym z mil przez nurt,
2

otrzymujemy proporcje v'1 + 22 : z = z 1 y, czyli y?(1+2)% = 2222, y? = 22 (22 —y?) i wreszcie 22 = IQ"in. Oznacza to, ze
dystans pokonywany przez Pawla (jak na wodzie stojacej) wynosi v1 + 22 = (Izw_f_z;jyz = \/$§ny . Potrzebny do tego

czas to \/% minut. Tymczasem predko$¢ poruszania sie w gére rzeki to « —y mil na minute, zatem czas (w minutach)
z2—y

potrzebny do pokonania mili w ten sposob to I—iy, przy czym oczywiscie zachodzi ( I21—y2 )2 ﬁy = xgi‘ZQ = m—iy
Poniewaz wiemy juz, ze 5 = 27 oraz \/:1021—71/2 = 36, 7 ta chwila udalo nam si¢ ustali¢, iz ;1 = 36 : 27 = 48.

Zadanie 34. Blizniacy Szymciej i Wolnicz trenuja na owalnej biezni. Zaczynaja w tym samym punkcie, wyraznie
oznaczonym jako start, i biegng dookola biezni w tym samym kierunku, kazdy we wtasnym, stalym tempie. Trening
zakonczy sie, kiedy tylko poczatkujacy biegacz Wolnicz przebiegnie jedno okrazenie, wracajac do punktu startowego.
Szymciej jest utalentowanym lekkoatleta i biega sze$¢ razy szybciej od Wolnicza.

Blizniacy wygladaja identycznie. Jednak gdyby$Smy spojrzeli na migawke z treningu, ktéra jest po prostu zdjeciem
stadionu, na ogdl mozliwe jest rozréznienie, ktéry z braci jest ktérym (uzywajac tylko informacji podanych powyzej oraz
tego jednego zdjecia). Jak wiele razy podczas treningu mozemy wykonaé¢ migawke, na ktérej nie potrafimy rozréznié
braci? (Nie wliczamy samego poczatku i kofica ich treningu.)

Wynik. 34

Rozwigzanie. Niech w € (0,1) oznacza pozycje Wolnicza na biezni (tak wiec nie wliczamy startu ani mety). Pozycja

Szymcieja moze byé wtedy policzona jako 6w (mod 1), gdzie 2 (mod 1) = 2 — |z] to cze$é ulamkowa x. Bracia sa

nierozréznialni wtedy i tylko wtedy gdy w = (6(6w (mod 1))) (mod 1). Zauwazmy, ze wewnetrzne (mod 1) nie ma

wplywu na wynik, tak wigc mozemy je pominaé. Stad nasze réwnanie przybiera posta¢ w (mod 1) = 36w (mod 1), a
a

zatem 35w jest liczby catkowita. Stad w = 5 gdzie a moze by¢ réwne 1, 2,..., 34 (pamigtajmy, ze 0 < w < 1 podczas

treningu) i ostatecznie liczba momentéw gdy nie mozemy rozr6éznié¢ braci wynosi 34.

Zadanie 35. Dokument zawierajacy tylko tekst byl poczatkowo zlozony tak, by na kazdej stronie byto 60 wierszy.
Kiedy zmniejszono te liczbe do 57 wierszy na strone, liczba stron zwickszyta sie o dwie. ZnajdZ najmniejsza i najwigksza
liczbe stron jakie mogt mie¢ poczatkowo dokument, i podaj ich sume.

Wynik. 77

Rozwigzanie. Przypudémy, ze poczatkowo dokument miatl k£ + 1 stron. Na pewno k z nich musiato byé w pelni
zapisanych, stad taczna liczba wierszy wynosi 60k + a, gdzie 1 < a < 60. Po zmianie, na pewno bedziemy mieli k£ + 2
w pelni zapisanych stron, stad liczba wierszy wynosi 57(k + 2) + b, gdzie 1 < b < 57. Przeksztalcajac réwnanie

60k +a = 57(k +2) +b,
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otrzymujemy
3k=b—a+2-57.

Uzywajac ograniczen na a i b, dostajemy
55 < 3k < 170,

a skoro k jest liczba calkowita, to
19 < k < 56.

Pozostaje pamietaé, ze liczba stron jest rowna k + 1, tak wiec odpowiedzig jest 20 + 57 = 77.

Zadanie 36. Pewna dziedzina muzyki nazywana zmiennym wybijaniem zajmuje si¢ tworzeniem, przy uzyciu dzwonow,
piosenek, ktére sa ciggami taktow. W jednym takcie, dzwony wybijaja w pewnej kolejnoéci, kazdy dokladnie raz.
Zalézmy, ze dane sa trzy dzwony ponumerowane liczbami 1, 2, 3. Ze wzgledéw technicznych, pozycje dowolnego
z dzwonow w sasiednich taktach moga réznié¢ sie o co najwyzej 1. Piosenke nazywamy nudng, jezeli pewne dwa jej
sasiednie takty sa identyczne. Ile istnieje nienudnych piosenek sktadajacych sie z 21 taktéw, z ktorych zaréwno pierwszy,
jak i ostatni to (1,2,3)?

Wynik. 349526

Rozurigzanie. Mozemy przedstawié¢ piosenki jako Sciezki przechodzace po brzegu ponizszego szeSciokata, ktorego
wierzcholki odpowiadaja wszystkim mozliwym taktom.

-

(1,2,3) (3.2,1)

\

Liczba nienudnych piosenek jest wtedy liczba réznych $ciezek na brzegu tego szesciokata, ktére zaczynaja i koncza sie
w (1,2,3) i maja dlugosé 21 — 1 = 20. Zauwazmy, ze kazda taka $ciezka moze przej$¢ dookola sze$ciokata maksymalnie
3 razy (w dowolng strone). Oznacza to, ze liczba ruchéw zgodnych z ruchem wskazéwek zegara nalezy do zbioru
{1,4,7,10,13,16,19}. Liczbe mozliwych Sciezek mozemy wiec obliczyé jako

20 20 20 20 20 20 20
< >+< )—i—( )—i—( )—f—( )+( >+( ):20+4845+77520+184756+77520+4845+20:349526.

(2,1,3) (2,3,1)

(1,3,2) (3,1,2)

1 4 7 10 13 16 19

Zadanie 37. Karolina miala pie¢ wielokatéw foremnych Py, P, ..., Py, wszystkie o boku dlugosci 1. Wzieta wielo-
kat Py, ktéry jest kwadratem A; As A3Ay, i narysowala go na plaszczyznie. Nastepnie narysowala pozostate wielokaty
na tej samej plaszczyznie w taki sposéb, ze:

e Jeden bok wielokata P; pokrywa sie z bokiem A;A; ;1 (i jest to jedyny wspélny bok dla P; oraz Py) dla kazdego
i€{1,2,3,4} (przyjmujemy, ze A5 = A;);

e P, ma jeden bok wspdlny z P,y dla kazdego i € {1,2,3,4} (przyjmujac, ze Ps = Py).

Na koncu Karolina zmierzyta obwod obszaru pokrytego przez wszystkie wielokaty tacznie. Rozwaz wszystkie wartosci
jakie mogta otrzymaé przy tych (i tylko tych) warunkach, i podaj ich érednig arytmetyczna.

Wynik. 25

Rozwigzanie. Najpierw zauwazmy, ze wielokat moze dzieli¢ z innym wielokatem tylko bok sasiadujacy z bokiem, ktory
jest dzielony z kwadratem F.

Wiemy, ze katy wewnetrzne n-kata foremnego maja miare 180(1 — %) stopni. Tak wiec jesli na rogu kwadratu
spotykaja sie m-kat i n-kat foremny, musimy mie¢

2 2
360 = 90 + 180(1 — =) + 180(1 — —).
n m

Dla danego n, mozemy z tego réwnania wyznaczy¢ m, i z symetrii réwnania drugi z wielokatow dzielacy bok z m-katem
takze musi byé¢ n-katem foremnym. Tak wiec wartosci m i n w pelni wystarcza nam do okreslenia ksztaltu.

Upraszczajac rownanie dostajemy
4 4
1=—+—.
nom
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Jesli m = n, dostajemy n = m = 8 — pierwsze rozwiazanie. Jesli n # m, ktéra$ z wartosci, bez straty ogdlnosci n, musi
by¢ mniejsza od 8. Stad dostajemy mozliwosci:

n=3—-m=—12

n = 4 — niemozliwe

n=95—m=20

n=6—m=12

n = 7 — m nie jest catkowite

To daje pozostale trzy rozwiazania. Wariant z n = 3, m = —12 odpowiada mozliwej sytuacji, w ktérej 12-kat rysujemy
w inng strone niz zakladaliémy domyslnie. Obwod kazdego z ksztaltéw mozemy policzyé poprzez

p=2-(n] =3)+2-(Im[ - 3),

co daje mozliwosci 18, 38, 24 i 20. Ich $rednia arytmetyczna wynosi

18438424420 100 _

25.
4 4

Zadanie 38. Niech f : (0,+00) — R bedzie takg roéznowartosciows funkcja, ze dla kazdego z > 0 zachodzi f(z) > —2

i f(f(z)+2)=3. Wyznacz f(16).
Uwaga: Dla funkcji ré6znowartosciowej z faktu f(z) = f(y) wynika, ze x = y.

Wynik. 12 =3.75

Rozwigzanie. Istnieje taka dodatnia liczba rzeczywista a, ze f(a) = 3. Ustalmy = = a. Dostajemy, ze f(f(a) + 2) =

f3+ %) = 3. Poniewaz f jest funkcja réoznowarto$ciowa, to musi zachodzié

4
a=3+ —,
a
skad otrzymujemy, ze a = 4. To oznacza, ze
g
f)+ = =4,
czyli
4
flz)=4- 2

Zatem f(16) = 12.

Zadanie 39. Podczas wedrowki gorskiej Terenia znalazta Zzrodlo. Miata dwie butelki: jedna o objetodci 2022 ml,
a druga o objetosci 51 ml. Moze przela¢ wode z jednej butelki do drugiej, napeini¢ dowolna butelke do pelna woda ze
zrodla, lub wylaé¢ wode z dowolnej butelki. Stosujac te operacje Terenia chce doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej:

e wie jaka jest objetos¢ V wody w jednej z butelek,
e 1 jest najmniejsza niezerowa objetoscia mozliwa do uzyskania.

Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba przelewan pomiedzy butelkami wystarczajaca do osiagniecia powyzszych celéw?
Wynik. 121

Rozwigzanie. Poniewaz NW D(2022,51) = 3, najmniejsza mozliwa objetosé to 3. Potrzebujemy znalezé konstrukcje,
ktéra jest minimalna pod wzgledem liczby przelan. Zauwazmy, ze nie moze sie zdarzy¢, aby obie butelki w tym samym
czasie nie byly ani pelne, ani puste (wéwczas bowiem objetosé wody w zadnej z nich nie bylaby juz dokladnie znana).
Jezeli wiec w dowolnej niepustej butelce mamy 51 # x # 2022 ml wody, opréznienie lub napelnienie jej cofngloby
nas do sytuacji poczatkowej. Dlatego tez sa tylko dwa sposoby, jakimi mozna przeprowadzi¢ proces: stale napetniaé
mniejsza butelke i przelewaé wode do wiekszej albo napetnié¢ wigksza butelke, aby stopniowo odlewaé¢ wode do mniejszej
(i ja oprézniaé). Ze wzgledu na symetrie tych metod mozemy rozwazy¢ tylko pierwsza z nich: napelniamy mala butelke,
wlewamy jej zawarto$¢ do duzej, powtarzamy dzialanie do momentu, gdy w malej pozostanie cze$¢ wody. Otrzymujemy
2022 = 39 - 51 + 33, przy czym zostaje 18 ml wody w malej butelce. Teraz nalezy oprézni¢ duza, a zawarto$¢ matej
przela¢ do duzej. Powtarzanie tych czynnosci daje nam nastepujace rozmiary pozostatodci: 18, 36, 3 ml. Dokonaliémy
41 przelan, aby uzyska¢ 18 ml w duzej butelce; nastepne 41 przelan, aby uzyskaé¢ 36 ml w duzej butelce; wreszcie 39
przelan, aby uzyskaé¢ 3 ml w malej butelce. Stad w sumie 121 przelan.
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Zadanie 40. Niech a i b beda taki dodatnimi liczbami calkowitymi, ze a + b dzieli 51 - NWW(a, b). Jak wiele réznych
wartosci moze przyjmowaé wyrazenie
51 - NWW(a,b) ”
a+b '
Uwaga: Przez NWW (a, b) rozumiemy najmniejsza wsp6lna wielokrotnosé liczb a i b.
Wynik. 25
Rozwigzanie. Zdefiniujmy NWD(a,b) = D. Zapisujac a = Dz, b = Dy, gdzie NWD(z,y) = 1 dostajemy, ze = + y
dzieli 51ay. Poniewaz NWD(x + y, xy) = 1, dostajemy, ze x + y dzieli 51 = 3 - 17. Stad « + y moze byé réwne 3, 17 lub
51. Niech k € {3,17,51}. Rozwazajac x +y = k i NWD(z,y) = 1, dostaniemy NWD(z, k) = NWD(y, k) = 1. Tak wiec
istnieje $¢(k) wyboru pary z, y (nieuporzadkowanej) przy danym k; kazda z nich da inna wartosé ilng (gdyz suma i
iloczyn jednoznacznie wyznaczaja pare liczb). Pozostaje pokazaé, ze rézne wybory k daja rézne wartodci = T, — Jjednak
tylko dla k = 51 ta liczba bedzie wzglednie pierwsza z 51, w pozostalych dwéch przypadkach dla k = 17 nie bedzie ona
podzielna przez 17, a dla k = 3 nie bedzie podzielna przez 3. Stad odpowiedz to
P(3) +o(17) +¢(51) 51 —1

2 2

5lxy

25.

Zadanie 41. Na ponizszym obrazku, romb ABCD jest utworzony przez punkty A, B, C, D polozone na krzywych
y= %, y= % Jedli |[<BCD| = 120°, wyznacz \%|

Wynik. 3
Rozwigzanie. 7 wlasnosci rombu oraz symetrii dostajemy, ze OC jest prostopadie do OD. Zrzutujmy punkty C, D na
0§ x, otrzymujac odpowiednio M, N.

Pole tréjkata OCM to w = |%2|, i podobnie pole tréjkata ODN to |£L|. Poniewaz <COM + <DON = 90°, to
trojkaty COM i NOD sa podobne, skad iloraz ich pél musi byé takze réwny (%)2, wiec ulamek ten jest réwny |Z—f|

Stad rozwiazanie dostajemy poprzez obliczenie

o _ |DO| _
tan 60° = 0| =3,
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i podnoszac obie strony do kwadratu mamy

k1

—| =3.
ko

0C1\* _

<0D|> a

Uwaga. Aby udowodnié, ze OC LOD, mozemy tez postapi¢ nastepujaco: niech y = rx + s bedzie réwnaniem prostej
BD, za$ y = tx + u prostej AC. Dostajemy, ze 2p, xp sa pierwiastkami réwnania rz? + sz — k; = 0, tak wiec ich suma
jest réwna —=. Analogicznie x4 + ¢ = —%. Poniewaz ABCD jest rombem, to x4 +x¢c = zp + p, wiec ¥ = 2. To
pokazuje, ze AC przecina BD w punkcie (—2,0) lezacym na osi x. Analogicznie jednak punkt ten musi leze¢ na osi y,
stad O jest srodkiem naszego rombu. Mozliwe jest kontynuowanie tego algebraicznego rozumowania, i wyliczenie za

jego pomoca, %

Zadanie 42. W torbie znajduja sie 2022 szklane kulki w sze$ciu réznych kolorach. Wybierajac dowolne 2000 z nich
mamy pewnosé, ze wsrod nich znajdzie sie¢ przynajmniej pie¢ réznych koloréw. Jaka jest minimalna liczba N, dla ktorej
dysponujac jedynie informacjg z poprzedniego zdania bedziemy pewni, ze wéréd dowolnych N kulek beda przynajmniej
cztery rézne kolory.

Wynik. 1988

Rozwigzanie. Oznaczmy nastepujaco liczby kulek w danym kolorze (w porzadku rosnacym): AKX B C <D< E<LF,
A+B+C+ D+ E+ F =2022. Z podanego w zadaniu warunku wynika, ze C + D + E + F < 2000, wiec A+ B > 23.
Poniewaz C > B > ALQB > % to wiemy, ze C' > 12, a w konsekwencji N = 2022 — (23 + 12) + 1 = 1988 jest
wystarczajace. Z drugiej strony przyklad (A, B,C,D, E, F) = (11,12,12,662, 662, 663), spelnia warunek, ale pokazuje,
ze 663 4+ 662 + 662 = 1987 nie jest wystarczajace.

Zadanie 43. Niech f: R — R bedzie funkcja o nastepujacej wlasnosci
f(z) = f(137 — x) = f(2202 — ) = f(3028 — ).

Jaka jest najwigksza mozliwa liczba réznych wartosci, ktére moga pojawié si¢ na liscie f(1), f(2), f(3), ..., f(2022)?
Wynik. 207

Rozwigzanie. Skoro f(2202 — z) = f(x) = f(2202 — 137 + z) = f(2065 + z), to funkcja f jest okresowa, a jej okres
wynosi 2065. Podobnie f(3028 —x) = f(z) = f(3028 — 2202 + ) = f(826 + x), wiec jej okres jest réwny 826. Wiadomo,
ze jesli funkcja ma dwa lub wiecej okreséw py,pa,ps . . ., to jej okresem jest takze ged(py, p2,ps . .. ), wiec okresem funkeji
f jest takze ged(826,2065) = 413. Z réwnania f(x) = f(137 — z) dostajemy, ze wykres f jest symetryczny wzgledem osi
x = 68.5+ 137 - k, na przyklad f(68) = f(69), f(0) = f(137) lub f(276) = f(137 —276) = f(137 — 276 +413) = f(274).
Zatem maksymalna liczba réznych wartodci jest réwna % = 207.

Zadanie 44. Dany jest prostokatny tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym AB = AC = 4. Punkt P w taki sposob
lezy wewnatrz tego trojkata, ze PA = 2. ZnajdZz najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia % + CP.

Wynik. /17 ~ 4.123106

Rozwigzanie.

B' *C

Rozwazmy taki punkt 7" na boku AB, ze AT = 1. Wéwczas % = % = ’g—ﬁ. Co wiecej, ZPAT = Z/BAP, zatem trojkaty
PAT i BAP sa podobne. Stad % = % = %, czyli PT = %. Dalej, na mocy nieréwnosci trojkata i twierdzenia
Pitagorasa otrzymujemy:

BP

przy czym réwnoéé zachodzi gdy tylko punkty C, P, T sa wspdliniowe.
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Zadanie 45. W tabeli 4 x 4 umieszczono 8 jednostronnych luster na przekatnych niektérych komérek (co najwyzej
jedno lustro w komoérce). Lustro odbija promien $wiatla je$li pada on na powierzchnie lustra oraz calkowicie go
pochlania jesli padt on z drugiej strony. Ze srodka kazdego z o$miu pionowych odcinkéw na brzegu tabeli wypuszczono
pozioma wiazke lasera do wnetrza tabeli. Ile réznych ustawien luster spelnia warunek, ze kazda z oSmiu wiazek lasera
przecina albo gérny brzeg tabeli, albo dolny brzeg tabeli (w szczegblnosci zadna z wiazek nie zostala pochlonigta ani
nie uderzyla w miejsce, z ktérego wypuszczono laser)?

Wynik. 90

Rozwigzanie. Pokazemy, ze wystarczy wybraé¢ kwadraty tak, aby w kazdej kolumnie i kazdym wierszu byly po dokladnie
2 kwadraty i taki zbiér jednoznacznie wyznacza nam poprawne ustawienie luster.

Rzeczywiscie, w kazdej kolumnie i wierszu musza by¢ co najmniej 2 lustra, poniewaz w przeciwnym wypadku
mielibySmy albo pionowa lub poziomsg wiazke $wiatta lub ktory$ promien zostatby pochtoniety. Z drugiej strony, majac
zbidr taki, ze w kazdym wierszu i kolumnie sa dwa kwadraty, mozemy wybraé skierowanie luster w sposoéb spetniajacy
warunki zadania na dokladnie jeden sposéb.

Musimy wobec tego znalezé liczbe sposobéw na wybranie komorek z tabeli 4 x 4 tak by w kazdym rzedzie i kazdej
kolumnie byty doktadnie 2 wybrane komorki. Jesli obrécimy wszystkie lustra, okaze sie ze laser bedzie krazyl wewnatrz
kraty. Sa tylko dwa sposoby na jakie moze krazy¢ lasery, albo dwa cykle dlugosci 4 albo jeden cykl dlugosci 8. Opcja
pierwsza (cykle dlugosci 4) odpowiada umieszczeniu luster w wierzchotkach dwéch prostokatéw. Wybor pojedynczego
prostokata mozna przeprowadzi¢ nastepujaco: bez strat ogdlnosci, jeden z bokéw pierwszego prostokata pokrywa sie
z gérnym wierszem, mozemy wybraé¢ wiec 2 komérki z tego wiersza na 6 sposobéw, a nastepnie wybraé¢ przeciwlegly
bok prostokata na 3 sposoby, co daje tacznie 18 réznych sposobdéw. Drugi prostokat jest wyznaczony jednoznacznie.

Zeby skontruowa¢ cykl dlugosci 8, wybierzmy najpierw dwa lustra w gérnym wierszu na 6 sposobow. Nastepnie
wybierzmy dwa kolejne lustra w wybranych kolumnach tak by nie lezaly one w tym samym wierszu, mozna to zrobié¢ na
3-2 = 6 sposobdéw. W konicu, wybierzmy lustro w jednym z wierszy w ktérym gdzie postawiono dotychczas jedno lustro,
na jeden z dwoch sposobéw. To wyznacza jednoznacznie caly cykl, wszystkich cykli dlugosci 8 jest wigc 6-3-2 -2 = 72.
Lacznie zatem dobrych ustawien luster jest 72 + 18 = 90.

Zadanie 46. Znajdz najmniejsza liczbe catkowita dodatnia, ktora zwieksza sig¢ siedmiokrotnie po przesunieciu jej
ostatniej cyfry na poczatek (przykladowo: 135 zmieniloby si¢ w 513).
Wynik. 1014492753623188405797

Rozwigzanie. Oznaczmy ostatnia cyfre jako a, natomiast liczbe powstajaca z pozostalych cyfr jako b. Wowczas
oryginalna liczba jest réwna 10b + a, a nowa liczba jest réwna 10%a + b, gdzie k jest liczba cyfr b, czyli k = [log;o b] + 1.
Teraz nalezy rozwiazaé réwnanie 70b+ 7a = 10¥a + b, czyli b = M. Poniewaz musimy zminimalizowaé¢ b, wystarczy
odnalezé najmniejsza wartosé k taka, ze dla pewnego a zachodzi 69 | (10¥ —7)a. Oczywicie 10F — 7 jest zawsze podzielne
przez 3, czyli réwnowaznie mozna postawié¢ warunek 23 | (10¥ — 7)a, co zdarzy sie wéwczas i tylko wowcezas, gdy
23 | 10¥ — 7, mianowicie poniewaz 23 jest liczba pierwsza oraz a < 23. Stad musimy tylko znalezé najmniejsze takie k, ze
10 =7 (mod 23). I skoro 10! =7 (mod 23), z malego twierdzenia Fermata mozna bezposrednio wywnioskowaé, ze
najmniejszym takim £ jest 21. Wstawiajac te wartos¢ do réwnania, otrzymujemy b = (102:579_7)‘1. Teraz pozostaje ustali¢
najmniejsze mozliwe wartosci a i b: odwrécenie wzoru na k pozwala nam stwierdzié, ze b musi mieé 21 cyfr, stad b > 1020,
co oznacza, iz (1021 — 7)a > 69 x 10%°. Najmniejszym takim a jest 7, wiec a = 7 oraz b = %. Teraz juz mozemy
bezposrednio obliczyé 6999999999999999999951 : 69 = 2333333333333333333317 : 23 = 101449275362318840579.
Dlatego tez liczba, ktéra chcieliSmy znalezé, to 1014492753623188405797.

Zadanie 47. Czarodzieje Arytmetyk i Kombinatoryka rywalizuja ze soba w pojedynku rewanzowym (pojedynkowali
sie wezedniej podczas zawodéw Naboj 2018). Kazde z nich zaczyna majac 100 punktéw zycia. Arytmetyk nauczyl
sie dwdch zakle¢ — jedno zadaje 50 punktéw obrazen (tzn. obniza punkty zycia przeciwnika o 50), a drugie obniza
dokladno$é przeciwnika wyrazona w procentach o 25 na reszte pojedynku (np. z 65% do 40%). Dokladno$é to
prawdopodobienstwo, ze zaklecie zadziala (ujemna dokladno$é jest interpretowana jako zerowe prawdopodobienstwo),
a oba zaklecia Arytmetyka maja dokltadnosé 100 %. Kombinatoryka zawsze uzywa zaklecia zadajacego 50 punktéw
obrazen, z poczatkows doktadnoscia 100 %. Czarodzieje rzucaja zaklecia na zmiane, po jednym zakleciu. Arytmetyk
zaczyna i w kazdej swojej turze decyduje, ktére zaklecie uzyé¢ poprzez rzut symetryczng moneta. Pojedynek konczy sie,
gdy ktorys z czarodziejéw ma zero lub mniej punktéw zycia. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ktéres z nich wygra
bez otrzymania zadnych obrazen?

Wynik. 4L ~ 0.137695

Rozwigzanie. Oznaczmy stan rozgrywki przez (A, C,p,t), gdzie A to liczba punktéw zycia Arytmetyka, C' liczba
punktéw zycia Kombinatoryki, p obecna skutecznoéé¢ zaklecia Kombinatoryki, ¢ jest zmienna, przechowujaca informacje,
kto rzuca zaklecie w tej turze.

Zauwazmy, ze pierwsze rzucone zaklecie nie mogto by¢ zakleciem zadajacym obrazenia, jako ze Kombinatoryka nie
moglaby wtedy nie trafi¢ swoim zakleciem i obydwoje czarodzieje stracili by punkty zycia. Zauwazmy takze, ze jesli
w pewnym momencie pojedynku p = 0%, to Arytmetyk wygrywa (prawdopodobienstwo nieskonczonego pojedynku
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zbiega do zera w nieskonczonosci). Kombinatoryka potrzebuje dwéch zakleé, ktére trafia, by pokonaé Arytmetyka —
zatem czarodziej potrzebuje rzuci¢ zaklecia obnizajace skutecznosé co najmniej dwa razy. Tym sposobem dochodzimy
do mozliwych szukanych wynikéw koncowych: (100,0, 75, C), (100, 0, 50, C), (100, 0,25, C), (100,0,0,C), (0,100, 50, C')
i (0,100,25,C).

e Pierwszy wynik koncowy jest osiagany, tylko gdy rozgrywka przebiega nastepujaco: zaklecie obnizajace sku-
tecznos¢ nie trafia, Kombinatoryka trafia, Arytmetyk ponownie nie trafia zakleciem obnizajacym skutecznos¢,

a Kombinatoryka trafia, koniczac rozgrywke. Dzieje si¢ tak z prawdopodobienistwem 5 -3 -5 -7 -5 = 57

e Drugi wynik jest osiagany przy dwoch rozgrywkach. Pierwsza mozliwosé to atak na skutecznosé, pudlo, trafienie,
pudlo, atak na skutecznosé, pudlo, atak, druga to atak na skutecznosé, pudlo, atak na skutecznoéé pudlo, atak,
pudlo, atak. W obu przypadkach szansa trafienia Wszystklch zakleé ataku Arytmetyka to 24, szansa nietrafienia
zakle¢ Kombinatoryki to 1 -1 .1 = L albo % : i . % = 2 . W takim razie ten gra zakonczy sie takim wynikiem
z prawdopodobienstwem 57 (51 + 35) = 35

e W podobny sposéb obliczamy formule na prawdopodobiefistwo wyniku (100, 0,25, C): %(i +2+3) =%

e Ostatni wynik koncowy,lea ktérego Arytmetyk wygral, jest osiagany z prawdopodobienistwem 21 2% + - (% +
26+27)_29+211 = oIr-

e Pierwszy wynik z wygrana Kombinatoryki jest wynikiem nastgpujacej rozgrywki: atak na skutecznosé, trafienie,
atak na skutecznos¢, trafienie. Dzieje si¢ tak z prawdopodobiefistwem 5z - 2% -12 = 2%
e W drugim przypadku z wygrana Kombinatoryki rozgrywka moze przebiegac¢ na nastepujace sposoby: atak na
skuteczno$é, trafienie, atak na skutecznosé, pudlo, atak na skutecznosé, atak lub atak na skuteczno$é, pudlo, atak
3.1 1.1

v . oy . . . 1 _ 1,3 1y _ 1
na skutecznosé, trafienie, atak na skutecznos¢, trafienie. Sumuje si¢ to do 53 - (-5 -1 Ly Z 5°7) = 33(55 T35) = 55

Zatem prawdopodobienstwo, ze rozgrywka zakonczy si¢ rezultatem, gdy Wygrywajqcy czarodmej nie straci punktéw

zycia jest suma prawdopodobienstw powyzszych przypadkéw, czyh > + 29 + 211 + 22111 + 25 + 25 = 22% + 216 = 1151—214.

Zadanie 48. Niech a, b beda dodatnimi liczbami calkowitymi, a (A,),~, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych spelnia-
jacym warunki A; = b, As = a oraz

A, =A, 1+ A,_o dlakazdego n > 3.
Nastepnie niech (Bn)zo=1 bedzie ciagiem spelniajacym By = a + 2b, Bs = 3a + b oraz ponownie
B, =B,_1 + B,—2 dla kazdego n > 3.

Ponadto wiemy, ze istniejg takie k, | > 1, ze Ap = 2022 1 B; = 2793. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartos$¢ a - b7
Wynik. 15-72 = 1080

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze B, = A, + Apyo —dlan =1 mamy A; + A3 = A; + (A1 + A2) = a+ 2b = By, dla
n = 2 podobnie As + Ay = Ay + (As + A3) = 2a + (a + b) = 3a + b = Bs, a dalej mozemy kontynuowaé¢ indukcyjnie:
Bn+2 = B7),+1 + B, = (An+1 + An+3) + (An + An+2) = (An + An+1) + (An+2 + A7z+3) = An+2 + An+4-

Skoro a, b sa dodatnie, mamy A,11 > A, dlan > 2, oraz A3 > A;. Poniewaz pdzniej zobaczymy, ze 1080 jest
mozliwg wartoscig iloczynu a - b, mozemy spokojnie zalozyé k > 2, gdyz w przeciwnym wypadku odpowiedz ab = A; A
bytaby réwna co najmniej 2022.

Gdybyémy mieli k£ < [, oznaczaloby to, ze

2793 = Al+2 + A = Al+1 +24; >2A;, 224, =2 2022,
co jest niemozliwe. Tak wiec k > [. Ponadto & =1 + 1 takze nie jest mozliwe, gdyz wtedy mieliby$Smy
2793 = Al+2 + A} = Al+1 + 2A4; = 2022 + 2Al,

gdzie prawa strona jest parzysta, a lewa nie. Sprawdzajac przypadek k& > | + 3 dochodzimy do wniosku, ze 2793 =
Ap+ Ao < A1 + Ak_o = 2022, sprzeczno$é, zas przypadek k = [ + 3 bardzo podobnie prowadzi do

Ay — A = (Al + Al+2) — (Al+1 + Al+2) = 2793 — 2022 =771,

co jest mozliwe tylko gdy | = 1 — ale wtedy odpowiedz réwna jest a(a + 771), co moze by¢ lepsze niz 1080 tylko dla
przypadku a = 1, b = 772. Wtedy jednak 2793 # B; = a + 2b = 1545, tak wiec przypadek ten jest niemozliwy i
k#1+3.

Ostatecznie dochodzimy do wniosku, ze k =1 4+ 2. Otrzymujemy A;4o = 2022, A; + A2 = 2793, a wiec A; = 771
i Ajy1 = 1251, co pozwala nam na obliczenie wczedniejszych wyrazéw ciagu: A;—; = 480, A;_o = 291, A;_3 = 189,
Ay =102, A;_5 =87, Aj_¢ =15, Aj_7 =72, A;_g = —57. Widzimy, ze b = 72, a = 15 to minimalny wybér dwdch
poczatkowych wyrazéw, tak wiec odpowiedz jest rowna 15 - 72 = 1080.
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Zadanie 49. W kazdym wierzchotku pelnego drzewa binarnego o gtebokosci 10 (ma ono 14+2+4+...+219 =211 1
wierzchotkéw) roénie jabtko. W kazdym jablku mieszka 2! — 2 gasienic. Nagle wszystkie gasienice stwierdzity, ze czas
na przeprowadzke do nowego jablka. Zadne dwie gasienice, ktére mieszkaly w jednym jablku nie wybieraja na nowy
dom tego samego jablka i zadna nie zostaje w jabtku, w ktérym mieszkata. Jaka jest odleglosé, ktéra musza przejéé
wszystkie gasienice wzdluz krawedzi, z ktérych kazda ma diugos$é jeden?

Uwaga: Pelne drzewo binarne, to drzewo, ktérego wszystkie wierzchotki wewnetrzne maja dwoje dzieci i kazdy lis¢
ma te sama gltebokosé.
Wynik. 67166208

Rozwigzanie. Rozwazmy uogélniony problem i oznaczmy przez T, pelne drzewo binarne o glebokosci n (w naszym
przypadku n = 10). Niech Vj oznacza zbiér wszystkich wierzchotkéw, ktérych odlegltoéé od pewnego liscia wynosi k
(odleglo$é 0 oznacza, ze wierzcholek jest lisciem, odleglosé 1, ze jest sasiadem liscia itd.), a Ej zbiér krawedzi pomiedzy
Vi i Viep1. W drzewie T}, mamy 27! — 1 wierzcholtkéw. Ustalmy krawedz e ze zbioru Ej. Policzymy teraz gasienice,
ktére przez nia przechodza. Niech p, ¢ beda liczbg wierzchotkéw odpowiednio po jednej i drugiej stronie e. Poniewaz
rozwazamy drzewo, to kazda gasienica idaca z wierzchotka liczonego w p do wierzchotka liczonego w ¢ musi przejsé
przez e. Zatem ich liczba jest réwna p - ¢. Poniewaz jedna z czesci musi byé Ty otrzymujemy, ze p = |T| = 2F+1 — 11
q=|T,|—|T}| = 2"+ —1 -2k 41 = 2nH+l _2k+1 Zatem 2.p.q = 2. (2F+1 —1). (2n+1 — 2k+1) W zbiorze Ej, znajduje
sie 2"~* krawedzi, wiec liczba gasienic przechodzacych przez Ej jest réwna (27 F+1) . (2F+1 — 1) . (2n+! — 2k+1) =
(2ntt —on—k _2k+1 4 7). 27+2 Qumujac powyzsze wyrazenie dla kazdego k € {0,1,...,n — 1} dostajemy

n—1 n—1 n—1 n—1
Z(2n+1 o 2n7k - 2]€+1 4 1) . 2n+2 — 2n+2 . Z(2n+1 o 277,7](: _ 2k‘+1 4 1) — 2n+2 . (n . 2n+1 4n— Z 277,7]6 o Z 2k+1).
k=0 k=0 k=0 k=0

Suma po prawej stronie rézni si¢ jedynie kolejnoscia, stad:

n—1 n—1 n
A S R D DA P A Eb AN R AR R A
k=0 k=0 k=1

=22 (. 2"t 4 — 2. (27T —2)) =22 ((n —2) - 2" £ 4 4).
Podstawiajac n = 10 dostaniemy 4096 - (8 - 2048 + 14) = 67166208.

Zadanie 50. Dla liczby pierwszej p niech N, oznacza liczbe takich tréjek (a,b,c), ze a, b, ¢ € {0,1,...,p — 1} oraz
a® 4+ b% 4+ ¢ = 3abc  (mod p).

Znajdz sume wszystkich liczb pierwszych p < 1000 takich, ze N, > p? + p.

Wynik. 36668

Rozwiqzanie. Zauwazmy, ze a® +b° + ¢ — 3abc = 3 - (a+b+c)((a —b)? + (b — ¢)* + (¢ — a)?). Nastepnie podstawiajac
a—b=uz,b—c=ydostajemy c —a = —z —y. Wtedy 1((a —b)? + (b—¢)? + (c — a)?) = 22 + zy + y>. Uzyjemy
nastepujacych faktéw:

1. Jedlip=2 (mod 3)ip|z?+ay+y? top|x,y.

2. Jesli p =1 (mod 3), réwnanie 22 + z + 1 = 0 ma pewne dwa rozwiazania r oraz r 1. Wtedy x? + xy + 3% =
(x —ry)(z — r~y) (mod p). Zatem jedli p dzieli 22 + zy + y2, to x = ry (mod p) lub = =~y (mod p).

Nastepnie jesli p = 2 (mod 3), to albo a+b+c =0 (mod p), co daje p? rozwiazan, albo p | 22 +zy+1y?, co z pierwszego
faktu dajea —b=b— ¢ =0 (mod p), czyli a = b = ¢ (mod p). Jedynym przypadkiem, ktéry policzymy tu podwdjnie,
jest (a,b,c) = (0,0,0); uwzgledniajac to, dostajemy lacznie p? + p — 1 rozwigzan, czyli mniej niz p? + p.

Jedli p = 1 (mod 3), dostajemy p? rozwiazan dla a + b+ c = 0 (mod p). Jedli 22 + xy + y2, to, korzystajac z
drugiego z faktéw, musi zachodzi¢ a —b=r(b —¢) (mod p) lub a —b=r~—1(b—¢) (mod p). W pierwszym przypadku
otrzymujemy a = (r + 1)b — re¢ = p, w drugim za$ a = (r~! + 1)b — rc (mod p). W obu przypadkach dostajemy p?
mozliwych tréjek (a, b, ¢) spelniajacych te réwnania. Jesli a = b = ¢ (mod p) (i dokladnie wtedy) oba te réwnania
sa spelnione, dostajemy wiec w ten sposéb p wspdlnych rozwiazan. Jesli zad zachodzi pierwsze z tych réwnan oraz
a+b+c=0 (mod p), to (r+2) — (r—1)c =0 (mod p), co daje kolejne p powtérzonych rozwiazan; podobnie w
przypadku drugiego z réwnan. Wszystkie te réwnania sg spelnione jedynie gdy a = b= c¢ =0 (mod p), wiec z zasady
wlaczen-wylaczen otrzymujemy tacznie 3p? — 3p + 1 rozwigzan.

Ostatecznie gdy p = 3, dostajemy a® + b® + ¢3 = 0 (mod 3). Skoro x = 2® (mod 3), to dostajemy a +b+c=0
(mod 3), co daje tylko 9 rozwiazan w tym przypadku.

Poniewaz 3p? — 3p + 1 > p? + p dla liczb pierwszych postaci 3k + 1, wszystkie one spelniaja zalozenia zadania,
zatem odpowiedzia jest ich suma, réwna 36668.

Uwaga.
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Fakty 1 i 2 mozna udowodnié¢ na wiele réznych sposobéw. Dla pierwszego pomnézmy réwnanie x2 + zy + y2 =0

, , . 3 _ 3 , .. . . p+1

(mod p) przez x —y. Otrzymamy w ten sposob réwnanie z° = y° (mod p), ktére podniesione stronami do potegi 25~

daje #P™1 = yP*! (mod p). Stad 2% = y? (mod p), i ponownie korzystajac z ¥> = y> (mod p) mamy x =y (mod p).
Zatem p dzieli 22 + xy + y? = 322 (mod p), a skoro p # 3, to p dzieli x (a wiec takze y).

Drugi z faktéw jest konsekwencja tego, iz réwnanie 23 = 1 (mod p) ma trzy rozwigzania gdy p =1 (mod 3). Zatem

22+ 2+1=0 (mod p) ma dwa rozwiazania r oraz r .

Zadanie 51. Na ile sposobéw mozna umieécié kréle szachowe (co najmniej jednego) na szachownicy o wymiarach
3 x 11, aby nie szachowaly sie nawzajem? Uwaga: Krol szachuje drugiego wtedy, gdy znajduja sie na sasiednich polach,
stykajacych sie bokiem lub wierzchotkiem.

Wynik. 132290

Rozwigzanie. Dlan > 0, oznaczmy przez k(n) liczbe mozliwych rozmieszezen kréli na szachownicy 3 x n w taki sposdb,
ze zadne dwa sie nie szachuja; wliczajac w to pusta szachownice (0 kroli). Jako ze jest tylko jedna pusta szachownica,
to mamy k(0) = 1. Ponadto latwo mozemy obliczyé, ze k(1) =5

L L
L

L &

oraz k(2) = 11.

& L |& L

L |& L L &

Teraz jesteSmy w stanie obliczy¢ k(3) = 35. Jezeli w érodkowej kolumnie nie znajduje si¢ zaden krél, to mamy 5
mozliwosci rozstawienia kréli w pierwszej i trzeciej kolumnie, jako ze k(1) = 5. W ten sposéb dostajemy 25 mozliwosci
(wliczajac w to pusta szachownice). Jezeli kréle znajduja sie tylko w drugiej kolumnie, to mamy 4 mozliwosci umieszczenia
w niej jednego lub dwdéch kroli. Dodatkowo, istnieje 6 mozliwych ustawien kréli, w ktorych zaréwno $rodkowa kolumna,
jak i jedna z zewnetrznych zawieraja przynajmniej jednego krola.
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& & L |&

Teraz sklasyfikujemy wszystkie mozliwe ustawienia kroli na szachownicy 3 x n (dla n > 2) w zaleznosci od ustawienia
kréli w ostatniej kolumnie.

& L

&
L L

ke(n) ka(n) km(n) ky(n) ki(n)
(pusta kolumna) (krél na dole) (krél posrodku) (krél na goérze) (dwa krole)

Mamy k(n) = ke(n) + kq(n) + km(n) + ky(n) + k¢ (n) 1 poniewaz kréle nie moga sie wzajemnie szachowaé, dostajemy
nasteppujace rownania rekurencyjne:

ke(n) =k(n—1)

ka(n) =ky(n —1) 4+ ke(n —1)
ku(n) =ka(n — 1) + ke(n — 1)
km(n) = ki(n) = ke(n — 1)

Ze wzgledu na symetrie mamy kq(n) = k,(n), a wiec dla n > 2 mozemy zauwazy¢é réwnosé

k(n) =ke(n) +2- kq(n) + 2 kyp(n)
—k(n—1)+2 ka(n) + 2 ke(n— 1)
=k(n—1)+2-kq(n) +2-k(n—2),

z ktérej wnioskujemy
2-kq(n)=k(n)—k(n—1)—2-k(n—2).

Z kolei korzystajac z réwnosci kq(n) = ky(n — 1) + ke(n — 1) oraz k.(n — 1) = k(n — 2), otrzymujemy
2-kq(n)=2-kqin—1)+2-k(n—2).
Podstawiajac po obu stronach k4 z powyzej uzyskanego wzoru, dostajemy rekurencje

k(n)—k(n—1)—-2-k(n—2)=k(n—1)—k(n—2)—2-k(n—3)+2 -k(n—2)
— k(n)=2-kn—-1)+3-k(n—2)—2-k(n—3)
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dla n > 3, z warunkami poczatkowymi k(0) = 1, k(1) = 5 oraz k(2) = 11. Stosujac te rekurencje, otrzymujemy kolejno

k(3)=2-114+3.5-2-1=35
k(4)=2-354+3-11—-2-5=93

k() =2-93+3-35—-2-11 = 269

k(6) =2-269+3-93—2-35 =747

k(7) =2-747+3-269 —2-93 = 2115

k(8) =2-2115+3- 747 — 2- 269 = 5933

k(9) =2-5933+3-2115 — 2. 747 = 16 717
k(10) =2-16 717+ 3-5993 — 2- 2115 = 47003
k(11) = 2-47003 4+ 3 - 16717 — 2 - 5933 = 132291.

Pozostaje jeszcze odjaé pusta szachownice — w rezultacie otrzymujemy 132290 mozliwych rozstawien kroli.

Zadanie 52. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC. Punkt A’ jest punktem, w ktérym wysoko$é opuszczona z wierzchol-
ka A przecina p6tokrag o srednicy BC zbudowany na zewnatrz tréjkata ABC. W analogiczny sposéb definiujemy punkty
B', C'. Przez [XY Z] oznaczaé bedziemy pole tréjkata [XY Z]. Wiedzac, ze [BCA'] =5, [B'CA] =61 [BC'A] =
wyznacz [ABC].
Wynik. /110 ~ 10.488088
Rozwigzanie. Udowodnimy, ze [BCA']? + [CAB’)? + [ABC']? = [ABC]?, skad dostaniemy wynik.

Niech a, 3, v beda katami wewnetrznymi tréjkata ABC, odpowiednio przy wierzchotkach A, B, C. Oznaczmy przez
D spodek wysokosci tréjkata ABC opuszczonej z wierzchotka A. W trdjkacie prostokatnym BC A’ dostajemy réwnosé
|A'D|? = |BD| - |DC|. Zatem

[BA'C]\* _|BD|-|CD|
([BAC]> - |ADP

Jako ze llﬁgl‘ = ctg(B), wystarczy udowodnié

ctg(B) - ctg(y) + ctg(y) - ctg(a) + ctg(a) - ctg(B) = 1.
Poniewaz a +  + v = 180°, to mamy
0 =sin(a+ B+ ) = sin(«) - cos(B) - cos(y) + sin(f) - cos() - cos(y) + sin(y) - cos(B3) - cos(a) — sin(«) - sin(B) - sin(y),

sin(a) - sin(B) - sin(y) = sin(a) - cos(B) - cos(7y) + sin(B) - cos(a) - cos(7y) + sin(y) - cos(B) - cos(a),

_ cos(f) - cos(7y) +cos(ﬂ) -cos(a) cos(a) - cos(7)
sin(fB) - sin(y)  sin(f) - sin(a) = sin(a) - sin(y)

Zatem pole [ABC] jest réwne \/[A’BCJ2 + [AB'C]2 + [ABC']2 = /25 + 36 + 49 = /110.

= cotan()-cotan(y)+cotan(«)-cotan(y)+cotan(3)-cotan(a) = 1.

Zadanie 53. Valentin gra w gre strategiczno-ekonomiczna Settlers. Rozpoczyna nowa gre z poczatkowym ustawieniem
bedacym wyspa o nastepujacych wlasnosciach:

e Wyspa ma ksztalt kola z trzema portami A, B, C na wybrzezu.

e Na wyspie sg cztery wazne budynki D, E, G, H, umieszczone w wierzchotkach prostokata DEGH.
e Zamek D znajduje sie w srodku wyspy.

e Koécidl F jest zlokalizowany dokladnie w polowie drogi miedzy portem B i portem A.

e Chata mysliwego G jest polozona blizej portu B niz portu A.

e Magazyn wszystkich zasobow H znajduje sie w ortocentrum tréjkata ABC.

Valentin wie, ze odlegltos¢ od D do E to 8km, a odleglos¢ od F do G to 13 km. Ile kilometrow ma trasa transportu
rudy z magazynu do najblizszego portu?
Wynik. 10
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Rozwigzanie. W prowadzonych obliczeniach pomijamy jednostki. Poniewaz DEGH jest prostokatem, wiec DE =
HG =8 oraz DH = EG = 13. Co wiecej, G jest blizej B niz A, D jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC),
a H — ortocentrum tego tréjkata.

Wykorzystujac fakt, ze ortocentrum H, $rodek cigzkosci S oraz $rodek okregu opisanego D leza na prostej Eulera
i spelniaja réwnosé SH = 2 - DS oraz podobienstwo tréjkatow SHC i EGC, uzyskujemy

CH Cca CH cdad
HS—qp & o — 3 = CH=2HG

Stad uzyskujemy CH = 16 i w konsekwencji na mocy twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata DHC:
CD? = 162 + 132. Zauwazmy, ze AD = BD = CD to promien wyspy, wobec czego w tréjkacie prostokatnym AED
mamy AF = /162 4+ 132 — 82 = 19 = EB i w konsekwencji GB = 19 — 13 = 6. Korzystajac ponownie z twierdzenia
Pitagorasa, uzyskujemy ostatecznie HB = /82 + 62 = 10 — odleglo$¢ magazynu od najblizszego portu to 10 km.
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