
Úloha 1. Jestliže je aritmetický pr̊uměr čtyř r̊uzných kladných celých č́ısel roven 10, jaké největš́ı č́ıslo mezi nimi
může být?

Výsledek. 34

Řešeńı. Aby jedno z č́ısel bylo co největš́ı, muśı zbylá tři být co nejmenš́ı. Protože muśı být navzájem r̊uzná, nejmenš́ı
možný součet dává trojice 1, 2 a 3. Aby se pr̊uměr rovnal 10, muśı být jejich součet roven 4 · 10 = 40 a zbývaj́ıćı č́ıslo je
pak 40− (1 + 2 + 3) = 34.

Úloha 2. Jestliže je 4 kořenem kvadratické rovnice x2 +mx+ 2020 = 0, kde m je celé č́ıslo, jaký je jej́ı druhý kořen?

Výsledek. 505

Řešeńı. Jestliže je čtyřka kořenem, po dosazeńı dostáváme 42 + 4m+ 2020 = 0 čili m = −509. Rovnice má pak tvar
x2 − 509x+ 2020 = 0 a jej́ım řešeńım jsou 4 a 505.

Jiné řešeńı. Pokud druhý kořen označ́ıme s, pak rozkladem na součin dostáváme

x2 +mx+ 2020 = (x− 4)(x− s) = x2 − 4x− sx+ 4s

a porovnáńım koeficient̊u polynomů na levé a pravé straně dostáváme 4s = 2020, neboli s = 505.

Úloha 3. Kuba má kladné celé č́ıslo N a všiml si, že 95 dává po děleńı č́ıslem N zbytek 4. Jaké nejmenš́ı N může
Kuba mı́t?

Výsledek. 7

Řešeńı. Protože N > 1 a zároveň N děĺı 95− 4 = 91 = 7 · 13, je 7 nejmenš́ım možným Kubovým č́ıslem.

Úloha 4. Čtverec a pravidelný pětiúhelńık sd́ılej́ı jednu stranu jako na obrázku. Jaká je velikost znázorněného úhlu α
ve stupńıch?

α

Výsledek. 54◦

Řešeńı. Označme body podle obrázku.

α

A B

C
H

Velikost vnitřńıch úhl̊u pravidelného pětiúhelńıku je 108◦. Trojúhelńık ABC je rovnoramenný s úhlem |^ABC| = 108◦,
takže

|^BAH| = |^BAC| = 1
2 (180◦ − 108◦) = 36◦.

Protože ABH je pravoúhlý trojúhelńık s pravým úhlem u vrcholu B, snadno dopoč́ıtáme

α = |^AHB| = 180◦ − 90◦ − 36◦ = 54◦.

Úloha 5. V Klatovech na nádraž́ı stav́ı tři autobusy A, B a D, které jezd́ı v pravidelných intervalech po řadě 12, 10
a 8 minut. Když Honza procházel kolem zastávky, zrovna odj́ıžděly všechny tři autobusy naráz. Kolik nejméně minut
muśı Honza na nádraž́ı počkat, než autobusy znovu všechny vyraźı ve stejný čas?

Výsledek. 120

Řešeńı. Hledaná doba je násobkem všech tř́ı period, a protože se ptáme na nejmenš́ı takovou dobu, odpověd́ı v
minutách je nejmenš́ı společný násobek č́ısel 12, 10 a 8, což je 120.
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Úloha 6. Bára na svých cestách po exotických zemı́ch objevila květinu s kosočtvercovým květem znázorněným na
obrázku. Květ roste velmi specifickým zp̊usobem. V jeho středu se nacháźı čtvercový okvětńı ĺıstek s dvěma úhlopř́ıčkami
délky 1. Při r̊ustu květu se v prvńım kroku zdvojnásob́ı velikost vodorovné úhlopř́ıčky, což vytvoř́ı nový čtyřúhelńık. V
druhém kroku se zdvojnásob́ı délka svislé úhlopř́ıčky, což vytvoř́ı daľśı čtyřúhelńıkový ĺıstek. Tak se r̊ust opakuje až do
doby, kdy má kytička ve svém okvět́ı pět čtyřúhelńıkových ĺıstk̊u. Jaký je obvod vněǰśıho, tedy pátého, okvětńıho ĺıstku?

Výsledek. 8
√

2

Řešeńı. Pátý okvětńı ĺıstek je čtverec s úhlopř́ıčkou délky 4, tud́ıž se stranami délky 2
√

2. Jeho obvod je tedy 8
√

2.

Úloha 7. Zahradńık zasadil dvě kouzelné fazole, F1 a F2, a změřil jejich výšku. Po týdnu, během něhož obě vyrostly
ve stejném poměru, zahradńık rostlinky znovu změřil a zjistil, že F1 je nyńı tak vysoká, jako byla F2 před týdnem, a že
F2 je o 44 % vyšš́ı, než byla F1 před týdnem. O kolik procent obě rostlinky za týden vyrostly?

Výsledek. 20 %

Řešeńı. Označme F1 a F2 p̊uvodńı výšky fazoĺı. Protože obě za týden vyrostly ve stejném poměru, jsou jejich nové
výšky rovny kF1 a kF2 pro nějaké celé č́ıslo k > 1, pro něž je (k − 1) · 100 % hledané procento r̊ustu. Potom ze
zahradńıkových měřeńı vyplývá

kF1 = F2,

kF2

F1
= 1,44.

Dosazeńım za F2 ve druhé rovnici a zkráceńım F1 ze zlomku spoč́ıtáme, že k2 = 1,44, neboli k = 1,2. To znamená, že
rostlinky za týden vyrostly o 20 %.

Úloha 8. Kolik rovnoběžńık̊u je na obrázku?

Výsledek. 15

Řešeńı. Pro každý ze tř́ı vrchol̊u velkého trojúhelńıku máme tři kosočtverce směřuj́ıćı ve směru daného vrcholu a dva
1× 2 rovnoběžńıky sd́ılej́ıćı tento vrchol s velkým trojúhelńıkem. Na obrázku je znázorněno těchto pět rovnoběžńık̊u
př́ıslušných horńımu vrcholu trojúhelńıku. Žádný jiný typ se na obrázku nevyskytuje, dohromady tedy máme 3 · 5 = 15
rovnoběžńık̊u.
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Úloha 9. Autobusová společnost nab́ıźı dopravu v autobusech pro 27 nebo 36 osob. Jej́ı služby by chtěla využ́ıt
skupina 505 turist̊u. Společnost pro ně vybrala autobusy takovým zp̊usobem, aby byl počet prázdných mı́st N co
nejmenš́ı. Určete toto N .

Výsledek. 8

Řešeńı. Hledáme co nejmenš́ı č́ıslo s ≥ 505 ve tvaru s = 27x+ 36y, kde x a y znač́ı počet autobus̊u jednoho, respektive
druhého typu. Protože největš́ı společný dělitel č́ısel 27 a 36 je 9, č́ıslo s muśı být násobkem 9. Nejmenš́ı násobek 9,
který je větš́ı nebo roven 505, je 513, a protože 513 = 27 · 3 + 36 · 12, je nejmenš́ı možný počet prázdných mı́st N roven
513− 505 = 8.

Úloha 10. Hedvika si koupila dva identické obrázky sovice sněžné a čtyři identické obrázky výra velkého. Chce si je
nyńı pověsit jeden vedle druhého na šest hřeb́ıčk̊u na zed’ svého pokoj́ıčku. Nav́ıc by chtěla každý den změnit pořad́ı
obrázk̊u na zdi tak, že výsledné uspořádáńı bude vypadat jinak než všechny předešlé dny. Nadto trvá na tom, aby
nikdy nebyly dvě sovice vedle sebe. Kolik nejvýše dn̊u zvládne Hedvika tato pravidla dodržet?

Výsledek. 10

Řešeńı. Jinými slovy se ptáme na počet r̊uzných uspořádáńı obrázk̊u takových, kde obrázky sovice nejsou vedle sebe.
Prvńı sovice může být pověšena na hřeb́ıčky 1, 2, 3 a 4 ze všech šesti možných, druhá sovice pak může být v závislosti
na pozici té prvńı pověšena na následuj́ıćı hřeb́ıčky:

1 : 3, 4, 5, 6

2 : 4, 5, 6

3 : 5, 6

4 : 6,

což dohromady dává 10 takových uspořádáńı, a tedy 10 dn̊u pro Hedviku.

Úloha 11. Tradičńı český trdelńık (možná pocházej́ıćı z Mad’arska) je vyráběn vinut́ım těsta na kovový válec a
následným pomalým pečeńım na ohni. Honza si koupil velký trdelńık, což je válec o výšce 18 cm a obvodu podstavy
8 cm jako na obrázku. T́ım, jak se těsto vine na válec, vytvář́ı po obvodu rýhu, která zač́ıná na spodku trdelńıku a
konč́ı na jeho vršku přesně nad svým startovńım bodem, přičemž se kolem válce obtoč́ı přesně třikrát. Jaká je délka
této rýhy v cm?

Výsledek. 30

Řešeńı. Rozvineme-li trdelńık tak, jako při jeho poj́ıdáńı či výrobě, spatř́ıme, že na každou otočku kolem válce nám
rýha vystoupá o 6 cm a prodlouž́ı se ve vodorovném směru o obvod válce, tj. 8 cm. Z Pythagorovy věty je délka rýhy
odpov́ıdaj́ıćı jedné otočce v centimetrech rovna √

62 + 82 = 10.

Protože máme otáčky tři, celková délka této rýhy je 30 cm.

Úloha 12. Zcela funkčńı kalkulačka zobrazuje č́ıslice na displeji následovně:

Jednou, když s kalkulačkou Fanda a Lenka hráli frisbee, vylétla jim z okna na dlažbu a od té doby jej́ı displej ukazuje
pouze vodorovné segmenty. Aby Fanda ověřil, že jeho kalkulačka stále poč́ıtá správně, provedl na ńı následuj́ıćı výpočet:

Jaký je součet všech č́ıslic vyskytuj́ıćıch se v tomto výpočtu?
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Výsledek. 33

Řešeńı. Posledńı dvě č́ıslice muśı být nuly. Dále prvńı č́ıslice prvńıho č́ısla je 4 a prvńı č́ıslice druhého činitele je 7.
Protože je součin dělitelný 100, a tedy i 25, muśı bud’ být jeden z činitel̊u dělitelný 25, nebo oba 5. Žádný dvouciferný
násobek pětadvaceti však nezač́ıná čtyřkou a druhá č́ıslice druhého činitele neńı nula, nutně tedy muśı být druhý činitel
násobek 25, a tedy roven 75. Protože výsledek je dělitelný 4, muśı nyńı nutně být i prvńı činitel dělitelný 4, a tud́ıž být
roven 48. Fanda tedy zadal do kalkulačky 48× 75 = 3600 a součet všech č́ıslic na jeho kalkulačce je proto roven 33.

Úloha 13. Pavel jednou sč́ıtal dvě č́ısla, a protože spěchal, omylem přidal na konec jednoho z nich č́ıslici nav́ıc. Dostal
tak součet 44444 mı́sto očekávaného 12345. Určete menš́ı z obou č́ısel, která se Pavel p̊uvodně snažil seč́ıst.

Výsledek. 3566

Řešeńı. Necht’ x a y jsou ona dvě sč́ıtaná č́ısla a c č́ıslice, kterou Pavel napsal BÚNO k č́ıslu x. Pak dostáváme

x+ y = 12345 a (10x+ c) + y = 44444,

z čehož odečteńım rovnic dostaneme
9x+ c = 32099.

Z toho plyne, že c muśı být 5, nebot’ 32099− c muśı být dělitelné 9. Tud́ıž x = 3566 a y = 8779; hledaným č́ıslem je
3566.

Úloha 14. Honza dostal o chanuce 27 obyčejných hraćıch kostek a rozhodl se, že je sleṕı do větš́ı kostky 3× 3× 3
tak, aby každé dvě stěny slepené k sobě měly stejný počet ok. Kolik nejv́ıce ok mohlo poté z̊ustat viditelných zvněǰsku
kostky 3× 3× 3?

Poznámka: Takto vypadá obyčejná hraćı kostka, součet ok na protilehlých stěnách je roven 7.

•
•

•
• ••

•
•

•
• ••

•
•
•
••• •••

Výsledek. 189

Řešeńı. Hlavńım pozorováńım je, že se č́ısla na stěnách malých kostek na protilehlých stěnách velké kostky vždy
sečtou na 7, jak je ukázáno na obrázku vlevo. Velká kostka má 27 pár̊u protilehlých stěn, takže nehledě na to, jak Honza
kostky uspořádal, musel celkový počet viditelných ok být 27 · 7 = 189. Jedno z možných slepeńı je pak na obrázku
vpravo.

x

7−
x
↘

1
1

11
1

11
1

1

2
2

2

5
5

5

2
2

2

3
4

3

4
3

4

3
4

3

Úloha 15. Martin nakreslil malé X-pentomino složené z pěti shodných čtverc̊u. Potom tečkovanou čarou dokreslil dvě
kolmé diagonály a zkonstruoval větš́ı X-pentomino tak, aby některé strany ležely na diagonálách menš́ıho pentomina
přesně jako na obrázku. Určete poměr obsah̊u velkého a malého pentomina.

Výsledek. 5 : 2

4



Řešeńı. Úhlopř́ıčky rozděluj́ı malé X-pentomino na čtyři shodné d́ılky. Když sleṕıme dva takové d́ılky, dostaneme
jeden čtverec velkého pentomina (viz obrázek). Větš́ı pentomino se tak dá rozdělit na 10 takových d́ılk̊u a hledaný
poměr je proto 10 : 4 = 5 : 2.

Úloha 16. Kolik palindromů mezi 103 a 107 má sudý ciferný součet?

Poznámka: Palindrom je č́ıslo, které se čte stejně odpředu jako odzadu, např́ıklad 12321.

Výsledek. 5940

Řešeńı. Všechna č́ısla mezi 103 a 104 maj́ı sudý počet č́ıslic, takže i součet č́ıslic všech palindromů v tomto intervalu
bude sudý. Nav́ıc jsou palindromy v tomto rozmeźı právě č́ısla ve tvaru abba, kde b je libovolná č́ıslice a a je libovolná
nenulová č́ıslice. To znamená, že v tomto intervalu máme právě 90 a obdobně máme přesně 900 palindromů v intervalu
105 a 106, které maj́ı sudý ciferný součet.

Pro libovolné č́ıslice b a c a pro nenulové a budou všechny palindromy mezi 104 a 105 právě č́ısla ve tvaru abcba.
Součet jejich č́ıslic bude sudý právě tehdy, když c je sudé. To dává 9 možnost́ı pro a, 10 pro b a 5 pro c, což dohromady
dává 9 · 10 · 5 = 450 hledaných palindromů v dané oblasti. Analogicky postupujeme pro palindromy v oblasti od 106 do
107, což je 4500 palindromů splňuj́ıćıch podmı́nky zadáńı.

Celkem tedy existuje 90 + 900 + 450 + 4500 = 5940 palindromů v intervalu 103 a 107, pro které je ciferný součet
sudé č́ıslo.

Úloha 17. Ženský sbor se skládá z šedesáti zpěvaček: dvaceti soprán̊u, dvaceti mezzosoprán̊u a dvaceti alt̊u. V každém
hlasu je šest velmi zkušených sboristek, jež umı́ zazṕıvat part libovolného hlasu, je-li to nutné. Ostatńı zpěvačky umı́
jen part svého hlasu. Jaké je největš́ı č́ıslo S takové, že kdykoliv S zpěvaček onemocńı a nemůže zṕıvat, dokáže se
zbytek přeskupit do hlas̊u tak, aby vytvořily sbor s alespoň deseti zpěvačkami v každém hlase?

Výsledek. 22

Řešeńı. Kdyby např́ıklad všechny altistky spolu se třemi daľśımi zkušenými zpěvačkami najednou onemocněly, pak
mezi zdravými sboristkami zbude pouze devět zkušených zpěvaček, a tud́ıž neńı dost žen, které by uměly altový part.
Proto S < 23.

Na druhou stranu, situace se může pouze zhoršit, když mı́sto
”
obyčejných“ zpěvaček onemocńı zkušené. Jestliže

tedy onemocńı 22 žen, můžeme předpokládat, že mezi nemocnými je všech 18 zkušených zpěvaček, a tedy pouze čtyři
obyčejné. V každém hlase nyńı z̊ustalo alespoň deset zpěvaček, proto plat́ı S ≥ 22 a nutně S = 22.

Úloha 18. Martin si do sešitu nakreslil obdélńık se stranami délek 3 a 4 vepsaný do kružnice. Potom nad každou jeho
stanou nakreslil zvněǰsku p̊ulkružnici. Jaký je obsah vyznačené plochy složené ze čtyř útvar̊u ohraničených p̊ulkružnicemi
a kružnićı?

Výsledek. 12

Řešeńı. Pomoćı Pythagorovy věty spoč́ıtáme délku úhlopř́ıčky obdélńıku jako√
32 + 42 = 5.

Jelikož je tato úhlopř́ıčka zároveň pr̊uměrem kružnice obdélńıku opsané, je obsah př́ıslušného kruhu roven π(5/2)2.
Vněǰśı p̊ulkruhy maj́ı poloměry 4/2 a 3/2, takže celkový obsah vněǰśıch p̊ulkruh̊u je

2 · 1

2
π

(
3

2

)2

+ 2 · 1

2
π

(
4

2

)2

= π

(
5

2

)2

.
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Obsah vyznačené plochy nyńı spočteme jako rozd́ıl obsahu celého obrazce, což je

3 · 4 + π

(
5

2

)2

,

a obsahu vnitřńıho kruhu, č́ımž dostaneme výsledek 12.

Jiné řešeńı. Pythagorova věta dává vztah mezi obsahy čtverc̊u nad stranami obdélńıku a čtvercem nad jeho úhlopř́ıčkou,
přičemž ten samý vztah plat́ı i pro př́ıslušné p̊ulkruhy. Na základě tohoto pozorováńı snadno spočteme, že dvě sousedńı
šedé oblasti maj́ı stejný obsah jako polovina obdélńıku a obsah celé šedé plochy je pak roven celému obsahu obdélńıku,
což je 12.

Úloha 19. Jaké je největš́ı trojciferné prvoč́ıslo p1 takové, že ciferný součet č́ısla p1 je dvojciferné prvoč́ıslo p2 a
ciferný součet č́ısla p2 je jednociferné prvoč́ıslo p3?

Výsledek. 977

Řešeńı. Ciferný součet trojciferného č́ısla je nejvýše 9 + 9 + 9 = 27. Mezi 10 a 27 je pět prvoč́ısel – 11, 13, 17, 19 a 23.
Ciferné součty těchto prvoč́ısel jsou postupně 2, 4, 8, 10, 5, takže p2 muśı být 11 nebo 23. Největš́ı trojciferné prvoč́ıslo
s ciferným součtem 23 je 977. Protože 977 > 911, což je největš́ı trojciferné prvoč́ıslo s ciferným součtem 11, je hledané
p1 rovno 977.

Úloha 20. V trojúhelńıku ABC splňuj́ıćım |AB| = |AC| existuje osa strany, která prot́ıná jednu z výšek v jediném
bodu lež́ıćım na obvodu trojúhelńıku ABC. Určete všechny možné velikosti úhlu ACB ve stupńıch.

Výsledek. 45◦, 67,5◦

Řešeńı. Označme pr̊useč́ık dané osy strany a výšky jako X a střed strany AC jako F . Všimněme si, že výška
procházej́ıćı bodem X muśı být kolmá na stejnou stranu, na které X lež́ı. Nyńı prozkoumáme všechna možná umı́stěńı
X.

Pokud X lež́ı na základně BC, muśı být pr̊useč́ıkem výšky z bodu A a osy jedné z bočńıch stran. Ze symetrie
trojúhelńıku ABC totiž plyne, že tato výška splývá s osou strany BC, takže muśı mı́t sv̊uj jednobodový pr̊useč́ık s
jednou ze zbývaj́ıćıch os stran. Opět ze symetrie potom plyne, že se tato výška ve skutečnosti prot́ıná v jednom bodě s
osami obou stran AB i AC.

A

B X C

F

Protože je FX osou strany AC, je trojúhelńık AXC rovnoramenný. Protože nav́ıc plat́ı |^AXC| = 90◦, snadno
spoč́ıtáme, že |^ACB| = |^ACX| = 45◦.

Pokud X lež́ı na straně AB, muśı být pr̊useč́ıkem výšky z bodu C a osy strany AC.

B C

X

A

F

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě je trojúhelńık AXC rovnoramenný a pravoúhlý s pravým úhlem u vrcholu X,
z čehož plyne, že |^BAC| = |^XAC| = 45◦. V tomto př́ıpadě tedy dopoč́ıtáme výsledek jako

|^ACB| = 1
2 (180◦ − |^BAC|) = 67,5◦.

Pokud X lež́ı na straně AC, situace je zcela symetrická posledńı zmı́něné.
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Úloha 21. Jaký je součet všech kladných dělitel̊u č́ısla 3599?

Poznámka: Mezi dělitele patř́ı i 1 a 3599.

Výsledek. 3720

Řešeńı. Plat́ı
3599 = 3600− 1 = 602 − 1 = (60 + 1)(60− 1) = 59 · 61.

Oba činitelé, č́ısla 59 a 61, jsou prvoč́ısla, proto odpověd’ je 1 + 59 + 61 + 3599 = 3720.

Úloha 22. Danil, Martin a F́ıla si udělali táborák a opékali klobásky. Danil koupil 17 klobásek, Martin jich koupil 11
a zapomnětlivý F́ıla nekoupil žádné. Když všechny klobásky snědli, dohodli se, že se o náklady poděĺı rovným d́ılem.
Kolik korun by měl dostat Danil, jestliže F́ıla, aby se zbavil svého dluhu, dal svým kamarád̊um dohromady 28 korun?

Výsledek. 23

Řešeńı. F́ıla platil přesně jednu třetinu celkové ceny, dohromady tedy klobásky stály 28 · 3 = 84 korun. Danil platil 17
klobásek z 28, tedy 84 · 1728 = 51 korun, ale měl platit pouze 28 korun. Dostane tedy 51− 28 = 23 korun.

Úloha 23. Pravoúhlý trojúhelńık má odvěsny o délkách 11 a 23. Čtverec o straně délky t má dvě své strany na
těchto odvěsnách a jeden vrchol na přeponě trojúhelńıku, jak naznačuje obrázek. Určete t.

11

t

23

Výsledek. 253
34

Řešeńı. Vybarvený trojúhelńık na obrázku je pravoúhlý a jeden úhel sd́ıĺı s p̊uvodńım velkým trojúhelńıkem. Tyto
dva jsou tedy podobné.

t

23− t

Poměr délek odvěsen muśı být pro oba tyto trojúhelńıky stejný, d́ıky čemuž dostaneme rovnici

23− t
t

=
23

11
.

Jej́ım řešeńım je t = 253
34 .

Úloha 24. Najděte nejmenš́ı kladné celé č́ıslo n, pro které je 11 · 19 · n rovno součinu tř́ı po sobě jdoućıch celých č́ısel.

Výsledek. 840

Řešeńı. Protože 11 a 19 jsou prvoč́ısla, muśı být jedno z těchto tř́ı po sobě jdoućıch č́ısel dělitelné 11 a jedno (ne
nutně jiné) 19. Protože je součin kladný, muśı i tato tři č́ısla být kladná. Hledáme tedy co nejmenš́ı kladné násobky 11
a 19, které se lǐśı nanejvýš o 2. Nejmenš́ı takové jsou 3 · 19 = 57 a 5 · 11 = 55. Pak už mezi ně stač́ı jen doplnit 56 a tato
tři po sobě jdoućı č́ısla vynásobit: 55 · 56 · 57 = 11 · 19 · 840. Hledaným č́ıslem n je tedy 840.
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Úloha 25. Uvažme p̊ulkružnici se středem C nad pr̊uměrem AB. Z bodu P lež́ıćıho na úsečce AB vyšleme světelný
paprsek ve směru kolmém na AB. Tento paprsek se poté v bodech D a E odraźı od p̊ulkružnice a nakonec doraźı do
bodu B. Chová se při tom podle zákona odrazu, neboli |^PDC| = |^EDC| a |^DEC| = |^BEC|. Určete velikost
úhlu DCP ve stupńıch.

CA BP

D

E

Výsledek. 36◦

Řešeńı. Protože body D a E lež́ı oba na kružnici se středem C, je 4DCE rovnoramenný se základnou DE. Z prvńı
uvedené rovnosti, |^PDC| = |^EDC|, plyne, že 4CDP je shodný s polovinou 4CDE (konkrétně s 4CDM , kde
M je středem DE). Využit́ım druhé rovnosti zjist́ıme, že |^BCE| = |^ECD| = 2 · |^DCP |. Jelikož tyto tři úhly
dohromady tvoř́ı př́ımý úhel, dostaneme |^DCP |+ 2 · |^DCP |+ 2 · |^DCP | = 180◦, neboli |^DCP | = 36◦.

Úloha 26. V zemi s 2020 městy, která maj́ı mı́sto jmen č́ıselná označeńı 1, 2, 3, . . . , 2020, se prezident rozhodl
vybudovat železničńı śıt’. Chtěl ale ušetřit, a tak nechal postavit koleje jenom mezi dvojicemi měst, která při označeńı
a, b, a < b, splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nku: Č́ıslo b je násobkem č́ısla a, přičemž neexistuje č́ıslo c, pro něž by platilo
a < c < b, c je násobkem a a b je násobkem c. S kolika daľśımi městy je spojeno to označené č́ıslem 42?

Výsledek. 18

Řešeńı. Uvažme dvojici spojených měst. Ukážeme, že jedno z nich muśı mı́t ve svém prvoč́ıselném rozkladu o prvoč́ıslo
v́ıc než to druhé. Jistě nemohou mı́t v rozkladu stejná prvoč́ısla, protože pak by tato města byla označena stejně.
Naopak jedno nemůže mı́t v rozkladu o dvě či v́ıce prvoč́ısel v́ıc než druhé. Vskutku, vezměme si dvě ne nutně r̊uzná
prvoč́ısla p, q a předpokládejme, že město a je spojeno s městem b = a · p · q. Potom ale a · p děĺı b, což porušuje druhou
podmı́nku.

Město 42 má prvoč́ıselný rozklad 2 · 3 · 7. Je tedy spojeno se třemi městy s nižš́ımi pořadovými č́ısly, která maj́ı
prvoč́ıselné rozklady 2 · 3, 2 · 7 a 3 · 7.

Dále je spojeno s městy s vyšš́ımi pořadovými č́ısly. Ta můžeme napsat ve tvaru 42 · p pro nějaké prvoč́ıslo p.
Největš́ı takové prvoč́ıslo splňuj́ıćı 42 · p < 2020 je rovno 47, a tedy p ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47},
což dává patnáct daľśıch měst propojených s městem 42. Dohromady se tedy z města 42 dá po kolej́ıch dostat do
osmnácti daľśıch měst.

Úloha 27. Lenka vymyslela novou šachovou figuru a nazvala ji blesk. Blesk se může pohybovat dopředu jako věž a
dozadu jako jezdec, jak je vyznačeno na obrázku. Lenka jej postavila doprostřed šachovnice 3× 3 a podle pravidel s ńım
2020krát táhla. Kolikrát nejvýše mohl blesk navšt́ıvit nějaké konkrétńı pole? Startovńı pozice se jako návštěva nepoč́ıtá.

Výsledek. 673

Řešeńı. Z pravidel je jasné, že kdykoliv se blesk pohne z jednoho pole na jiné, nemůže se v následuj́ıćım tahu vrátit
zpět. Jak je vidět na obrázku, může se však na něj vrátit během dvou tah̊u, a to i na šachovnici 3× 3.

3

2

1

A B C
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Pokud se tedy blesk dostane na jedno z poĺı A1, A3, C2, může zač́ıt
”
běhat dokolečka“ a navšt́ıvit každé z těchto

poĺı každý třet́ı tah. Je snadné si rozmyslet, že každý cyklus délky tři muśı sestávat z jednoho tahu (věže) vpřed a dvou
tah̊u (jezdce) vzad, a tedy možné cykly délky tři jsou právě dva – ten na obrázku výše a cyklus C1 → C3 → A2 → C1.
Jediný možný tah bleska ze startovńıho pole B2 je táhnout jako věž na B3 a následné možnosti jsou skok jezdce na A1
nebo C1. Pole B2 ani B3 žádný z cykl̊u délky tři nenavštěvuje a pole A1 (resp. C1) je dosažitelné z B2 za pomoci dvou
tah̊u (a zřejmě ne méně). T́ım pádem cyklus délky tři lze zač́ıt nejdř́ıve třet́ım tahem. Pak máme pouze 2018 tah̊u na
posouváńı bleska dokola a protože 2018 = 672 · 3 + 2, může blesk udělat 672 cykl̊u. Pole A1 (resp. C1) tud́ıž může
navšt́ıvit 673krát. Z výše zmı́něných úvah a toho, že č́ıslo 2020 je evidentně dostatečně velké na to, aby se nevyplatilo
použ́ıvat cykly délky větš́ı než tři, plyne, že tento počet je opravdu nejvyšš́ı možný.

Úloha 28. David závodil se šnekem na kruhové dráze se startem a ćılem v tomtéž bodě. Začali ve stejný čas, běželi
stejným směrem a potkali se v ćıli. Šnek byl ale mnohem rychleǰśı a uplazil mnohem v́ıce kol než David. Ten dokončil
pouze tři kola a dohromady se se šnekem potkali na dráze 2020krát včetně startu a ćıle. Druhý den spolu běželi ten
samý závod, jen tentokrát běžel David v opačném směru. Oba dva se pohybovali stejnou rychlost́ı jako prvńı den.
Kolikrát se setkali během druhého závodu?

Výsledek. 2026

Řešeńı. Předpokládejme, že šnek v pr̊uběhu závodu uplazil přesně n kol a vezměme jedno kolo za jednotku vzdálenosti
a délku jednoho závodu za jednotku času. Pak rychlosti Davida a šneka byly postupně 3 a n. Vzájemná rychlost Davida
a šneka v prvńım závodu byla n− 3 a protože se potkali vždy, když byl šnek̊uv náskok nezáporné celé č́ıslo (nulový
náskok odpov́ıdá startu), potkali se (n− 2)-krát, tedy n = 2022. Když se pak druhý den pohybovali proti sobě, jejich
vzájemná rychlost byla n+ 3 = 2025 a opět muśıme započ́ıtat start, takže se potkali celkem 2026krát.

Úloha 29. Olin hraje hru, v ńıž sb́ırá tři druhy předmět̊u: posiluj́ıćı, obranné a útočné. Každý z nich může být na
úrovni od 1 do 10. Olin může spojit dva předměty r̊uzných druh̊u na stejné úrovni a źıskat mı́sto nich předmět toho
zbývaj́ıćıho druhu o jedna vyšš́ı úrovně. Např́ıklad spojeńım obranného předmětu úrovně 3 s posiluj́ıćım předmětem
úrovně 3 Olin źıská útočný předmět na úrovni 4. Kolik nejméně útočných předmět̊u na úrovni 1 muśı Olin nasb́ırat, aby
mohl źıskat útočný předmět na úrovni 10, jestliže má neomezený př́ıstup k obranným a posiluj́ıćım předmět̊um na
úrovni 1?

Výsledek. 170

Řešeńı. Označme pi, oi, ui počet posiluj́ıćıch, obranných a útočných předmět̊u na úrovni i, které jsou potřeba pro
źıskáńı jednoho útočného předmětu na úrovni 10. Zjevně plat́ı p10 = o10 = 0, u10 = 1. Obecně můžeme vztahy mezi
počty potřebných předmět̊u zapsat ve tvaru

pi−1 = oi + ui,

oi−1 = ui + pi,

ui−1 = pi + oi

pro všechna i ∈ {2, . . . , 10}. S využit́ım těchto pravidel vyplńıme tabulku 10× 3 tak, aby všude kromě prvńıho řádku
(0, 0, 1) platilo, že každá hodnota je součtem č́ısel ve dvou zbylých sloupćıch v o jedna vyšš́ım řádku:

0 0 1
1 1 0
1 1 2
3 3 2
5 5 6
11 11 10
21 21 22
43 43 42
85 85 86
171 171 170

Olin tedy potřebuje źıskat 170 útočných předmět̊u na prvńı úrovni.
K úloze můžeme přistoupit i jinak. Všimneme si, že role posiluj́ıćıch a obranných předmět̊u jsou zaměnitelné, tedy

na každé úrovni plat́ı pi = oi. Dále plat́ı |ui − pi| = 1, což dokážeme indukćı: plat́ı to pro i = 10 a dále

|ui−1 − pi−1| = |(pi + oi)− (ui + oi)| = |pi − ui| = 1.

Nav́ıc také plat́ı
pi−1 + oi−1 + ui−1 = (oi + ai) + (ui + pi) + (pi + oi) = 2(pi + oi + ui),

a tedy p1 + o1 + u1 = 29 = 512. Z toho už snadno spoč́ıtáme, že p1 = o1 = 171, a tedy u1 = 170.
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Úloha 30. Verča si koupila kopečkovou zmrzlinu. Kopeček měl tvar koule o poloměru 4 cm a byl umı́stěn v kornoutu
tvaru kuželového pláště. Verča si povšimla, že kopeček zapadal do kornoutu následuj́ıćım zp̊usobem: Kornout se kopečku
tečně dotýkal v mı́stě, kde by měl kužel podstavu, a střed kopečku byl přesně o 2 cm výše (viz obrázek). Jaký byl
objem kornoutu?

Výsledek. 24π

Řešeńı. Necht’ je |AC| = 4 poloměr kopečku, |BC| poloměr kornoutové podstavy a |BD| výška kornoutu stejně jako
na obrázku ńıže, který ukazuje pr̊uřez zmrzlinou skrz střed kopečku A. Z Pythagorovy věty v trojúhelńıku ABC
dostáváme |BC|2 = |AC|2 − |AB|2 = 16− 4 = 12. Ze zadáńı plyne, že úsečka CD je část́ı tečny k př́ıslušné kružnici
dotýkaj́ıćı se j́ı v bodě C, proto je úhel ACD pravý. Z podobnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u ABC a CBD pak plyne
|BD|
|BC| = |BC|

|AB| . Objem kornoutu je potom

V =
1

3
π|BC|2|BD| = 1

3
π|BC|2 |BC|

2

|AB| = π
122

3 · 2 = 24π.

A

BC

D

4
2

Úloha 31. Marian má č́ıslice 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 a 9, každou z nich právě jednou. Vytvořil z nich dvě čtyřciferná č́ısla,
která následně sečetl. Jaký největš́ı ciferný součet mohl tento výsledek mı́t?

Výsledek. 31

Řešeńı. Připomeňme si nejdř́ıve základńı vlastnosti sč́ıtáńı. Č́ısla sč́ıtáme č́ıslici po č́ıslici s výjimkou přenosu při
přechodu přes deśıtku. To znamená, že sečteme ony čtyři páry č́ıslic a připočteme přenosy. Protože sč́ıtáme pouze dvě
č́ısla, největš́ı možný přenos bude roven 1.

Označme si ta dvě Marianova č́ısla jako a a b a dále označme ciferný součet libovolného č́ısla n jako S(n). Pak plat́ı
S(a+ b) = S(a) + S(b)− 9 · c, kde c je počet nenulových přenos̊u. V našem př́ıpadě je

S(a) + S(b) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 7 + 8 + 9 = 40,

takže možné hodnoty ciferného součtu S(a+ b) jsou 40, 31, 22, 13 a 4.
Součtu 40 však neńı možné dosáhnout, nebot’ pokud k libovolné nenulové č́ıslici přičteme 9, dostaneme č́ıslo větš́ı

než 10. Naopak ciferného součtu 31 lze dosáhnout např́ıklad následovně: 9678 + 4321 = 13999; 1 + 3 + 9 + 9 + 9 = 31.
Správná odpověd’ je proto 31.
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Úloha 32. Osm hráč̊u tenisového turnaje, který se hraje vyřazovaćım systémem podle pavouka na obrázku, bylo
náhodně rozlosováno do zápas̊u prvńıho kola. Celkem se budou hrát tři kola, přičemž do daľśıho kola postouṕı vždy
v́ıtěz zápasu. Dva z hráč̊u jsou profesionálové a zbylých šest amatéři, z nichž jeden se jmenuje Alex. Profesionál vždy
poraźı amatéra, ale pokud se v zápase sejdou dva profesionálové nebo dva amatéři, oba maj́ı stejnou šanci na výhru.
Jaká je pravděpodobnost, že Alex bude hrát ve finále?

Výsledek. 1
14

Řešeńı. Pod́ıvejme se na tu polovinu pavouka, ve které hraje Alex. Alex se dostane do finále pouze v př́ıpadě, že oba
profesionálové jsou v druhé polovině pavouka a Alex nav́ıc poraźı všechny tři zbylé amatéry ve své polovině.

Zvolme pevně jednu z pozic v pavoukovi pro Alexe. Pravděpodobnost, že oba profesionálové skonč́ı při náhodném
rozlosováńı v druhé polovině pavouka je 4

7 · 36 . Protože amatéři jsou v zápasech vyrovnańı, je pravděpodobnost, že Alex
vyhraje dva zápasy v řadě rovna 1

2 · 12 . Hledaná pravděpodobnost je tedy celkem 4
7 · 36 · 12 · 12 = 1

14 .

Úloha 33. Na tabuli jsou napsána č́ısla

1,
1

2
,

1

3
, . . . ,

1

100
.

V každém kroku si Michal zvoĺı dvě č́ısla, ř́ıkejme jim a a b, smaže je a mı́sto nich naṕı̌se č́ıslo

ab

a+ 2ab+ b
.

Tento proces opakuje, dokud na tabuli nezbude jen jediné č́ıslo. Určete všechny možné hodnoty tohoto č́ısla.

Výsledek. 1
5248

Řešeńı. Všimněme si, že pokud nahrad́ıme č́ısla a a b č́ıslem n, pak plat́ı

1

n
=
a+ 2ab+ b

ab
=

1

a
+

1

b
+ 2.

Z toho plyne, že součet převrácených hodnot všech č́ısel na tabuli se v každém kroku zvýš́ı o dva. Označme ` č́ıslo,
které na tabuli z̊ustane jako posledńı. Protože krok̊u je celkem 99, muśı ` splňovat

1

`
= 2 · 99 + 1 + 2 + · · ·+ 100 = 198 +

101 · 100

2
= 5248.

Posledńı č́ıslo na tabuli je tedy rovno 1
5248 .

Úloha 34. Mějme trojúhelńık ABC s obsahem 1. Na polopř́ımkách BC, CA a AB volme postupně body D, E a F
jako na obrázku tak, aby platilo |BD| = 2 · |BC|, |CE| = 3 · |CA| a |AF | = 4 · |AB|. Určete obsah trojúhelńıku DEF .

A

B
C

D

E

F

Výsledek. 18
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Řešeńı. Označme HA a HE kolmé projekce bod̊u A a E na př́ımku BC.

A

B

C
D

E

F

HAHE

Pravoúhlé trojúhelńıky CAHA a CEHE jsou podobné, takže z rovnosti |CE| = 3|CA| plyne |EHE | = 3|AHA|. Z toho
pomoćı |CD| = |BC| dostaneme, že obsah trojúhelńıku CDE je roven

1
2 · |CD| · |EHE | = 3 · 12 · |BC| · |AHA| = 3.

Obdobně ukážeme, že obsahy trojúhelńık̊u AEF a BFD jsou postupně 2 · 4 = 8 a 3 · 2 = 6. Dohromady dostaneme, že
obsah trojúhelńıku DEF je 1 + 3 + 8 + 6 = 18.

Úloha 35. Výběrč́ı dańı přivezli králi tři pytle plné minćı. Každá mince v prvńım pytli váž́ı 10 gramů, každá mince
ve druhém 11 gramů a každá mince ve třet́ım 12 gramů. Výběrč́ı ale zapomněli, který pytel je který, což by král rád
věděl. Naštěst́ı má váhu, která váž́ı až do maximálńı hodnoty N gramů, kde N je nějaké kladné celé č́ıslo. Pokud je
hmotnost vyšš́ı, ukáže váha prostě N . Král chce vźıt nějaké mince z jednotlivých pytl̊u a na jedno vážeńı určit, který
pytel je který. Pro jaké nejmenš́ı N má jistotu, že se mu to při volbě správné strategie podař́ı?

Výsledek. 47

Řešeńı. Označme a, b a c počty minćı z jednotlivých pytl̊u, které král polož́ı na váhu. Tato č́ısla muśı být po dvou
r̊uzná, nebot’ kdyby dvě z nich byla stejná, nebylo by možné rozlǐsit jim odpov́ıdaj́ıćı pytle.

Pro rozlǐseńı pytl̊u dále potřebujeme, aby pro každou permutaci (k, l, m) č́ısel 10, 11 a 12 byla č́ısla vzniklá jako
a · k + b · l + c ·m po dvou r̊uzná. Hledáme nejmenš́ı trojici č́ısel splňuj́ıćı obě tyto podmı́nky.

Nejmenš́ı trojice splňuj́ıćı prvńı podmı́nku je a = 0, b = 1 a c = 2. Ta ovšem nesplňuje druhou podmı́nku, nebot’

32 = 2 · 10 + 12 = 2 · 11 + 10. Druhá nejmenš́ı trojice splňuj́ıćı prvńı podmı́nku je a = 0, b = 1 a c = 3, která už splňuje
i druhou podmı́nku:

3 · 10 + 11 = 41, 3 · 10 + 12 = 42, 3 · 11 + 10 = 43,

3 · 11 + 12 = 45, 3 · 12 + 10 = 46, 3 · 12 + 11 = 47.

Potřebujeme proto, aby váha vážila správně až do 47 gramů.

Úloha 36. Marta se rozhodla vyzkoušet ananasovou dietu. Každý den v poledne se pod́ıvá, kolik ananas̊u j́ı zbývá.
Pokud má alespoň jeden, jeden z nich sńı. Pokud nemá žádný, vyraźı mı́sto toho do obchodu a kouṕı jich o jeden
v́ıc, než měla kterýkoliv předchoźı den. Prvńı den v poledne si koupila sv̊uj prvńı ananas. Kolik ananas̊u měla večer
2020. dne?

Výsledek. 59

Řešeńı. Počet ananas̊u, které Marta vlastńı i-tý den večer, označme s(i). Druhý a pátý večer jsou prvńı dva večery,
kdy nemá žádný ananas. Protože pokaždé kouṕı o jeden ananas v́ıce, tvoř́ı vzdálenosti mezi nulami v posloupnosti s(i)
posloupnost 3, 4, 5, . . . Nuly jsou pak na pozićıch

2 + 3 + 4 + · · ·+ n = 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n− 1 =
n(n+ 1)

2
− 1

pro n = 2, 3, . . . (konkrétně k-tá nula je na pozici dané uvedeným vzorcem pro n = k+ 1). Zaj́ımá nás, na jaké pozici je
nejbližš́ı nula před 2020. dnem. K tomu stač́ı vyřešit kvadratickou rovnici 1

2x(x+ 1)− 1 = 2020. Ta má jeden záporný

kořen (který nás nezaj́ımá) a jeden kladný kořen
√
16169
2 − 1

2 , což je č́ıslo mezi 63 a 64. Hledaná nula je tedy ta 62. a je
na pozici 63·64

2 − 1 = 2015. Posloupnost s(i) pak pokračuje takto: 63, 62, 61, 60, 59, . . . . Večer 2020. dne má tedy Marta
59 ananas̊u.

12



Úloha 37. Farmář Franta si pro svá selátka poř́ıdil nový chĺıvek s plochou 252 m2. Uvnitř chĺıvku jsou nastavitelné
přepážky, které jej rozděluj́ı na 16 obdélńıkových kotc̊u. Přepážky mohou být umı́stěny pouze rovnoběžně se stěnami
chĺıvku. Franta přepážky přesunul tak, jak je ukázáno na obrázku ńıže, vyznačené jsou plochy některých kotc̊u v m2.
Protože je Franta vášnivý matematik, dává si záležet na tom, aby rozměry kotc̊u v metrech byly celoč́ıselné. Určete
všechny možné plochy kotce s otazńıkem v pravém horńım rohu (v m2)?

24

18

10

?

30

12

12

Výsledek. 8, 24

Řešeńı. Dı́ky tomu, že druhý a čtvrtý řádek obsahuj́ı po dvou č́ıslech, dokážeme určit poměr š́ı̌rek prvńıho a druhého
sloupce (30 : 10) a taky prvńıho a třet́ıho sloupce (18 : 12). Podobně zjist́ıme poměr výšek prvńıho, druhého a čtvrtého
řádku (24 : 18 : 30). Úpravou do základńıho tvaru źıskáme poměr 3 : 1 : 2 pro sloupce a 4 : 3 : 5 pro řádky. Z toho
dokážeme dopoč́ıtat plochy zbylých kotc̊u, jak je uvedeno na obrázku, přičemž výšku třet́ıho řádku a š́ı̌rku čtvrtého
sloupce doplńıme celoč́ıselnými parametry x a y reprezentuj́ıćımi daný poměr.

24

18

10

4y

30

12

12

8

6

16

20

3x

3y

5y

x 2x

Poměr výšek druhého a třet́ıho řádku se dá spoč́ıtat s využit́ım obsah̊u ve vybarveném obdélńıku. Porovnejme
obsahy ve třet́ım (12 : 2x) a ve čtvrtém sloupci (3y : 12). Tyto hodnoty muśı být stejné, tedy 12 : 2x = 3y : 12 a
y = 24/x.

Nakonec porovnáme plochu celého chĺıvku se součtem ploch kotc̊u a dostaneme rovnici

96 = 6x+ 12y = 6x+ 12 · 24

x
,

která se dá upravit na
0 = x2 − 16x+ 48 = (x− 4)(x− 12).

Kořeny rovnice jsou x = 4 a x = 12, což vede po řadě k řešeńım y = 24
4 = 6 s hledanou plochou 4y = 24 a y = 24

12 = 2 s
hledanou plochou 4y = 8.

Úloha 38. David a F́ıla nakreslili každý svou kružnici na čtverečkovaný paṕır se čtverečky o straně délky 1. Obě
kružnice procháźı právě třemi mř́ıžovými body. Davidova kružnice má poloměr jen 5

4 a ta F́ılova je ještě menš́ı. Jaký je
poloměr F́ılovy kružnice?

Výsledek. 5
√
2

6

Řešeńı. Označme A,B,C mř́ıžové body, kterými procháźı F́ılova kružnice. Protože v́ıme, že jej́ı poloměr je menš́ı
než 5

4 , muśı být vzdálenost bod̊u A a B maximálně 5
2 . Až na otočeńı tedy muśı body A a B ležet v jedné ze čtyř

následuj́ıćıch konfiguraćı:

Pro každou z konfiguraćı najdeme osu symetrie. Bod C muśı ležet bud’ na této ose, nebo tak, aby jeho obraz v
osové souměrnosti nebyl mř́ıžovým bodem. To vyřazuje prvńı konfiguraci. Druhá konfigurace je možná, pouze pokud
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umı́st́ıme bod C na osu.

Bod C muśı být nav́ıc umı́stěn tak, aby i vzájemná poloha dvojic bod̊u A,C a B,C odpov́ıdala jedné ze konfiguraćı
2 až 4 (až na otočeńı). To nám dává jedinou možnost, jak mohl F́ıla nakreslit svou kružnici:

Zbývá ještě spoč́ıtat poloměr této kružnice, což uděláme analyticky. Zavedeme systém souřadnic, ve kterém budou
mı́t body A,B a C souřadnice postupně (1, 0), (0, 1), a (2, 2). Postupným dosazeńım těchto hodnot (x, y) do obecné
rovnice kružnice (x− h)2 + (y − k)2 = r2 najdeme řešeńı pro h, k a r. Zjist́ıme tak, že F́ılova kružnice je dána rovnićı

(x− 7
6 )2 + (y − 7

6 )2 = 25
18 a jej́ı poloměr je

√
25
18 = 5

√
2

6 .

Úloha 39. Sedm trpasĺık̊u má klobouky sedmi r̊uzných barev. Zlý kouzelńık Barvokaz se chystá na trpasĺıky seslat
kouzlo, kterým jim změńı barvy klobouk̊u. Přitom chce, aby

• nová barva každého klobouku závisela pouze na jeho předchoźı barvě, nikoli na tom, kdo ho má na hlavě, nebo
na vzhledu ostatńıch klobouk̊u,

• po provedeńı kouzla bylo na kloboućıch zastoupeno stále všech sedm p̊uvodńıch barev,

• když Barvokaz sešle stejné kouzlo dvakrát nebo třikrát za sebou, žádný z trpasĺık̊u neměl na hlavě klobouk stejné
barvy jako na začátku.

Kolik takových kouzel může Barvokaz vymyslet?

Výsledek. 720

Řešeńı. Dı́ky prvńım dvěma podmı́nkám muśı být kouzlo nějakou permutaćı p̊uvodńıch sedmi barev. Každá permutace
se dá rozložit na cykly, přičemž aplikováńı permutace pouze nahrad́ı každý prvek t́ım následuj́ıćım v jeho cyklu. Ze třet́ı
podmı́nky plyne, že permutace nemůže mı́t cykly délky 2 ani 3. Pevné body (cykly délky 1) se v hledané permutaci
také vyskytovat nemohou, nebot’ i to by porušilo třet́ı podmı́nku.

Z toho už nutně plyne, že permutace má jen jeden cyklus délky 7, protože 7 barev nejde rozdělit do dvou cykl̊u
délky alespoň 4. Takových permutaćı existuje 6! = 720: Pro prvńı barvu máme 6 možnost́ı, jak ji změnit. Pro druhou
jich máme pouze 5, protože ji nesmı́me změnit na žádnou z dosud použitých barev. Takto pokračujeme dál, až se
dostaneme k posledńı barvě, kterou změńıme na prvńı.

Úloha 40. Týna si poř́ıdila neobvyklý visaćı zámek s kódem, který má na každé pozici kroužek s jiným počtem
možnost́ı. Prvńı kroužek obsahuje postupně č́ısla 0 až 4, druhý 0 až 6, třet́ı 0 až 10 a čtvrtý 0 až 9. Týna v́ı, že pokud
zámek nastav́ı na 0, 0, 0, 0 a začne otáčet všemi kroužky současně (takže následuj́ıćı kombinace je 1, 1, 1, 1), dostane se
po čase ke kombinaci konč́ıćı č́ısly 5, 1. Také si pamatuje, že když se ke kombinaci konč́ıćı 5, 1 dostane podruhé, zámek
se odemkne. Pomozte Týně naj́ıt kód k jej́ımu zámku.

Výsledek. 1, 6, 5, 1

Řešeńı. Označme x počet otočeńı, po kterém Týna poprvé dostane posledńı dvě cifry 5, 1. Pak x dává po děleńı 11
zbytek 5 a po děleńı 10 zbytek 1. Dı́ky nesoudělnosti 10 a 11 v́ıme z Č́ınské zbytkové věty, že 0 ≤ x < 110 = 11 · 10.
Všechna daľśı řešeńı (neboli počty otočeńı, po kterých opět dostaneme posledńı dvě cifry 5, 1) pak dostaneme přičteńım
násobku 110 k x. Jedńım z možných zp̊usob̊u, jak x naj́ıt, je vypsat si všechna č́ısla tvaru 11k + 5 (k je nezáporné celé)
a vybrat z nich to, které konč́ı 1 (tedy dává zbytek 1 při děleńı 10), což je 71. Podruhé zmı́něná situace nastane po
daľśıch 110 otočeńıch, tedy po 181. otočeńı od začátku. Pro zjǐstěńı kódu už stač́ı spoč́ıtat, jaké zbytky dává 181 při
děleńı 5 a 7. Hledaný kód je 1, 6, 5, 1.
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Úloha 41. V tabulce 4× 4 jsme do některých čtyř čtverc̊u diagonálně umı́stili po jednom oboustranném zrcadle. Z
každého z šestnácti segment̊u obvodu tabulky jsme vyslali světelný paprsek ve směru kolmém k danému segmentu.
Paprsek se š́ı̌ŕı rovně, dokud nenaraźı na zrcadlo, které jej otoč́ı o 90◦. Ukázalo se, že právě čtyři tyto paprsky maj́ı
jeden konec na spodńı a jeden na pravé straně tabulky, daľśı čtyři maj́ı své konce na pravé a horńı straně, daľśı čtyři
na horńı a levé straně a posledńı čtyři paprsky maj́ı jeden konec na levé straně a jeden na spodńı straně tabulky.
Kolika zp̊usoby jsme mohli rozmı́stit zrcadla, abychom doćılili tohoto chováńı paprsk̊u? (Obrázek ukazuje jedno takové
umı́stěńı zrcadel a některé paprsky.)

Výsledek. 144

Řešeńı. Protože máme k dispozici pouze čtyři zrcadla a protože každý paprsek muśı někdy zatočit, muśı každý řádek
a každý sloupec obsahovat právě jedno zrcadlo. Toho můžeme dosáhnout 4! = 24 r̊uznými zp̊usoby – v prvńım řádku
vybereme sloupec 4 zp̊usoby, ve druhém řádku máme na výběr 3 možné sloupce a tak dále. Kv̊uli omezeńım na počty
konc̊u paprsk̊u na r̊uzných stranách tabulky je jasné, že muśıme umı́stit dvě zrcadla v obou diagonálńıch směrech. Pro
každou vybranou skupinu čtverc̊u, do nichž chceme zrcadla umı́stit, můžeme tedy zvolit směry jednotlivých zrcadel(
4
2

)
= 6 možnými zp̊usoby. Neńı těžké ověřit, že každý z těchto zp̊usob̊u vede k požadovanému chováńı paprsk̊u.

Dohromady tedy můžeme zrcadla rozmı́stit 24 · 6 = 144 zp̊usoby.

Úloha 42. Necht’ x1 = 2020 a xn spoč́ıtáme z předchoźıho členu xn−1 tak, že xn−1 vynásob́ıme nejmenš́ım prvoč́ıslem
p, které neńı dělitelem xn−1, a vyděĺıme všemi prvoč́ısly menš́ımi než p. Určete počet r̊uzných prvoč́ıselných dělitel̊u
č́ısla x2020.

Výsledek. 9

Řešeńı. Rozeṕı̌seme si x1 = 2 · 2 · 5 · 101 a x2 = 2 · 3 · 5 · 101. Snadno si rozmysĺıme, že pokud nějaký člen posloupnosti
neńı dělitelný druhou mocninou nějakého prvoč́ısla, maj́ı tuto vlastnost i všechny následuj́ıćı členy. Poč́ınaje členem
x2 můžeme tedy jednoznačně zakódovat všechny následuj́ıćı členy xn této posloupnosti pomoćı č́ısla bn ve dvojkové
soustavě, jehož k-tá č́ıslice zprava je 1 právě tehdy, když je člen xn dělitelný k-tým prvoč́ıslem. Dále si všimneme, že
podle definice posloupnosti plat́ı bn+1 = bn + 1 pro všechna n ≥ 2. Máme tedy

b2 = 100000000000000000000001112 a b2020 = b2 + 111111000102︸ ︷︷ ︸
=2018

= 100000000000000111111010012.

Z definice bn plyne, že počet r̊uzných prvoč́ıselných dělitel̊u x2020 je roven počtu jedniček v č́ıslu b2020, což je 9.

Úloha 43. Trojúhelńık ABC je svými těžnicemi rozdělen na šest menš́ıch trojúhelńık̊u, jejichž těžǐstě tvoř́ı vrcholy
šestiúhelńıku DEFGHI. Určete poměr obsahu šestiúhelńıku DEFGHI ku obsahu trojúhelńıku ABC.

Výsledek. 13
36

Řešeńı. Následuj́ıćı obrázek obsahuje všechny podstatné body: těžǐstě S trojúhelńıku ABC, středy Ma, Mb, Mc

stran trojúhelńıku ABC, těžǐstě D, E, F , G, H, I menš́ıch trojúhelńık̊u a nav́ıc středy D′, E′, . . . , I ′ úseček
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MbA,AMc, . . . , CMb v tomto pořad́ı.

A B

C

Mc

Ma
Mb

I ′ H ′

D′

E′ F ′

G′

E F

G

HI

D

S

V následuj́ıćım budeme obsahy trojúhelńık̊u značit pomoćı hranatých závorek a využijeme známého faktu, že je-li
mnohoúhelńık zobrazen ve stejnolehlosti s koeficientem k, vynásob́ı se jeho obsah č́ıslem k2. Protože |AE′| = 1

4 |AB|
a |AD′| = 1

4 |AC|, je trojúhelńık AE′D′ obrazem stejnolehlosti trojúhelńıku ABC se středem A a koeficientem 1
4 .

Obsah plochy [AE′D′] je tedy 1
16 [ABC]. Podobně plat́ı i [BG′F ′] = [CI ′H ′] = 1

16 [ABC]. Z toho plyne, že obsah

šestiúhelńıku D′E′F ′G′H ′I ′ je 13
16 [ABC]. Daľśı stejnolehlost, tentokrát se středem S a koeficientem 3

2 , zobrazuje
šestiúhelńık DEFGHI na šestiúhelńık D′E′F ′G′H ′I ′. Obsah šestiúhelńıku DEFGHI tak můžeme spoč́ıtat jako

4

9
· 13

16
[ABC] =

13

36
[ABC].

Hledaný poměr obsah̊u je tedy 13
36 .

Úloha 44. Necht’ a1, a2, a3, . . . je posloupnost reálných č́ısel splňuj́ıćı am+1 = m(−1)m+1 − 2am pro všechna kladná
celá č́ısla m, přičemž a1 = a2020. Spočtěte a1 + a2 + · · ·+ a2019.

Výsledek. 1010
3

Řešeńı. Sečteńım rovnost́ı pro m = 1, . . . , 2019 dostaneme

(a2 + a3 + · · ·+ a2020) = (1− 2 + 3− · · ·+ 2019)− 2(a1 + a2 + · · ·+ a2019).

Dı́ky vztahu a1 = a2020 můžeme předchoźı rovnost přeuspořádat:

3(a1+a2+ · · ·+a2019) = 1−2+3−· · ·+2019 = (1−2)+(3−4)+ · · ·+(2017−2018)+2019 = (−1) ·1009+2019 = 1010.

Plat́ı tedy

a1 + a2 + · · ·+ a2019 =
1010

3
.

Povšimněte si, že taková posloupnost reálných č́ısel skutečně existuje: Pro dané a1 je zbytek posloupnosti určen
vztahem v zadáńı. Můžeme tedy vyjádřit a2020 jen za pomoci a1. Z podmı́nky a1 = a2020 pak dostaneme lineárńı
rovnici pro a1 a neńı těžké si rozmyslet, že tato rovnice má řešeńı.

Úloha 45. Anička držela v rukou pět stejných provázk̊u, od každého provázku jeden konec v pravé a druhý v levé
ruce. Následně vyzvala Terku, aby náhodně svázala některé dvojice konc̊u provázk̊u v každé ruce. Terka k sobě spojila
vždy nanejvýš dva konce a Aničce v každé ruce z̊ustal jeden volný konec. Jaká je pravděpodobnost, že jsou nyńı
provázky svázané do jednoho dlouhého provazu?

Výsledek. 8
15

Řešeńı. Označme provázky A, B, C, D, a E tak, aby v Aniččině pravici měl provázek A volný konec, B byl svázán
s C a D byl svázán s E. Za takových okolnost́ı vznikne jediný dlouhý provázek právě tehdy, když v Aniččině levici
Terka sváže A s jedńım z B, C, D, E (4 možnosti) a následně sváže zbývaj́ıćı volný konec př́ıslušného páru provázk̊u
ke druhému páru provázk̊u (2 možnosti) – např́ıklad pokud je A přivázán k B, pak Terka sváže C s D nebo s E.
Dohromady má tedy 4 · 2 = 8 možnost́ı, jak vytvořit uzly, aby vznikl jeden dlouhý provaz.
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Celkový počet možnost́ı, jak může Terka v Aniččině levici svázat provázky, je 15: Nejprve vybere volný konec
(5 možnost́ı) a dále sváže jeden daľśı konec s některým ze tř́ı zbývaj́ıćıch konc̊u (3 možnosti). Nakonec sváže ještě
dva zbývaj́ıćı konce, které jsou už určeny jej́ımi předchoźımi volbami. Dohromady je tedy pravděpodobnost, že Terka
vytvoř́ı jeden dlouhý provaz, rovna 8

15 .

Úloha 46. Č́ıslo nazveme 2-prvoč́ıslem, pokud je každá dvojice jeho sousedńıch č́ıslic jiným dvojciferným prvoč́ıslem.
Např́ıklad 237 je 2-prvoč́ıslo, zat́ımco 136 ani 1313 nejsou. Najděte největš́ı 2-prvoč́ıslo.

Výsledek. 619737131179

Řešeńı. Uvažme orientovaný graf o čtyřech vrcholech označených 1, 3, 7 a 9, v němž jsou dvě č́ıslice spojeny šipkou
právě tehdy, když př́ıslušné dvojciferné č́ıslo vytvořené ve směru této šipky je prvoč́ıslo. Všimněte si, že u vrcholu 1 je
smyčka.

3

1

9 7

Na chv́ıli předpokládejme, že v tomto grafu existuje cesta, která šipkami procháźı ve správném směru a každou z nich
využ́ıvá právě jednou. Potom můžeme největš́ı 2-prvoč́ıslo vytvořit přidáńım č́ıslice 6 nebo 8 před posloupnost č́ıslic
vytvořenou takovou cestou. Z definice 2-prvoč́ısla totiž plyne, že všechny jeho cifry kromě prvńı zleva muśı být prvky
množiny {1, 3, 7, 9} a že žádná šipka nemůže být použita v́ıcekrát. Žádné 2-prvoč́ıslo tedy nemůže mı́t v́ıce cifer než
počet šipek v grafu plus dva (jedna za přidanou prvńı č́ıslici a jedna, protože poč́ıtáme cifry, nikoli dvojice), tedy 12.
Přidaná prvńı cifra nav́ıc nemůže být 9 ani 7, jelikož by došlo k zopakováńı některé šipky použité v cestě, a protože
jsou 61, 83, 87 a 89 prvoč́ısla, můžeme si být jisti, že nebudeme potřebovat nižš́ı prvńı č́ıslici než 6 nebo 8.

Nyńı najdeme cestu s výše uvedenými vlastnostmi. Všimněme si, že do vrcholu 9 vcháźı o šipku v́ıce, než kolik
jich z něj vycháźı, a naopak z vrcholu 1 vycháźı o šipku v́ıce, než do něj vstupuje. Zbylé dva vrcholy jsou v tomto
smyslu vyrovnané. Naše cesta proto muśı zač́ınat v 1 a končit v 9. Z vrcholu 1 zamı́̌ŕıme do 9, protože je to sousedńı
vrchol s nejvyšš́ı dostupnou hodnotou. Pak se ze stejného d̊uvodu posuneme do 7, odkud nemůžeme j́ıt do 9 (protože
by to ukončilo posloupnost), a tak raději zamı́̌ŕıme do 3, pak zpět do 7 a tak dále. T́ımto (svým zp̊usobem hladovým)
algoritmem dostaneme posloupnost vrchol̊u 19737131179. Protože 81 neńı prvoč́ıslo a už v́ıme, že naše cesta musela
zač́ıt ve vrcholu 1, je 619737131179 největš́ı 2-prvoč́ıslo.

Úloha 47. Necht’ O je středem kružnice opsané trojúhelńıku ABC. Dále necht’ body D a E lež́ı v tomto pořad́ı na
úsečkách AB a AC tak, že bod O je středem úsečky DE. Pokud je |AD| = 8, |BD| = 3 a |AO| = 7, určete |CE|.
Výsledek. 4

√
21
7

Řešeńı. Celou konfiguraci zobraźıme ve středové souměrnosti podle O a obrazy bod̊u označ́ıme přidáńım čárky k
jejich p̊uvodńımu názvu. Body A′ a B′ pak lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABC a plat́ı D′ = E (a podobně také
E′ = D). Z Pythagorovy věty v pravoúhlém trojúhelńıku AA′B′ (nebot’ AA′ je pr̊uměrem opsané kružnice) plyne

|AB′|2 = |AA′|2 − |A′B′|2 = 142 − |AB|2 = 142 − 112 = 75.

Protože |^AB′E| = |^A′BD| = 90◦, z Pythagorovy věty v trojúhelńıku AB′E plyne

|AE| =
√
|AB′|2 + |BD|2 =

√
75 + 9 = 2

√
21.

Protože E (obraz bodu D) lež́ı na úsečce A′B′ (obrazu úsečky AB) a protože je čtyřúhelńık AB′CA′ tětivový, plat́ı
4AB′E ∼ 4A′CE. Proto

|CE|
|A′E| =

|B′E|
|AE| ,

z čehož plyne

|CE| = |AD| · |BD||AE| = 8 · 3

2
√

21
=

4
√

21

7
.
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A

B C

O
D=E′

E=D′

B′

A′

Jiné řešeńı. Mocnost bodu D ke kružnici opsané 4ABC s poloměrem r = |AO| dává

−3 · 8 = −|DB| · |DA| = |OD|2 − r2 =⇒ |OE| = |OD| =
√

49− 24 = 5

(znaménko minus se zde objevuje proto, že bod D lež́ı uvnitř této kružnice). Z kosinové věty v 4ADO plyne

82 = 52 + 72 − 2 · 5 · 7 · cos(|^AOD|).
Protože cos(|^AOE|) = cos(180◦ − |^AOD|) = − cos(|^AOD|) = − 1

7 , z kosinové věty pro 4AOE pak plyne

|AE|2 = 72 + 52 − 2 · 5 · 7 · cos(|^AOE|) = 84 =⇒ |AE| =
√

84 = 2
√

21.

Podobně jako výše z mocnosti bodu E dostaneme

−2
√

21 · |EC| = 52 − 72 neboli |EC| = 24

2
√

21
=

4
√

21

7
.

Úloha 48. Obdélńık o rozměrech 7× 24 je rozdělen na čtverce 1× 1. Jedna z jeho úhlopř́ıček odř́ızne z některých
čtverc̊u trojúhelńıky. Určete součet obvod̊u všech těchto trojúhelńık̊u.

Výsledek. 56
3 = 18 2

3

Řešeńı. Necht’ 24 je š́ı̌rka a 7 výška tohoto obdélńıku. Úhlopř́ıčka jdoućı z jeho levého dolńıho vrcholu do pravého
horńıho vrcholu má sklon 7

24 . Když procháźı čtvercem, uř́ızne z něj trojúhelńık právě tehdy, když projde jednou z
jeho vodorovných stran. Jelikož jsou 7 a 24 nesoudělná č́ısla, úhlopř́ıčka neprocháźı žádným z vrchol̊u čtverc̊u vyjma
protěǰśıch vrchol̊u obdélńıku. Protože je sklon úhlopř́ıčky konstantńı, můžeme strany dvou trojúhelńık̊u odř́ıznutých
ze dvou čtverc̊u sd́ılej́ıćıch vodorovnou stranu protnutou diagonálou přeuspořádat a vytvořit tak větš́ı pravoúhlý

trojúhelńık š́ı̌rky 1. Délka jeho svislé odvěsny je 7
24 , a jeho přepona je tedy dlouhá

√
1 +

(
7
24

)2
= 25

24 .

7
24

1

Součet obvod̊u těchto dvou trojúhelńık̊u je tedy 56
24 . Úhlopř́ıčka prot́ıná některou z vodorovných stran čtverc̊u uvnitř

obdélńıku právě šestkrát (vždy ve vnitřńım bodě), k čemuž ještě muśıme přič́ıst dva velké pravoúhlé trojúhelńıky
zmı́něných rozměr̊u, které jsou odř́ıznuty z prvńıho a posledńıho čtverce, jimiž úhlopř́ıčka procháźı. Celkový součet
obvod̊u trojúhelńık̊u je tedy 8 · 5624 = 56

3 .
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Úloha 49. Kladné celé č́ıslo n nazveme vejtahou, je-li možné dostat se z každého podlaž́ı 8787patrové budovy do
libovolného jiného, pokud je povoleno pouze sjet výtahem o 2020 podlaž́ı dol̊u nebo vyjet o n podlaž́ı nahoru. Najděte
největš́ı č́ıslo, které je vejtaha.

Poznámka: k-patrová budova má k nadzemńıch podlaž́ı a jedno př́ızemńı podlaž́ı.

Výsledek. 6763

Řešeńı. Zaprvé, aby v̊ubec bylo možné odjet z patra č́ıslo 2019, muśı platit 2019 +n ≤ 8787, neboli n ≤ 6768. Zadruhé,
nutně muśı platit, že d = NSD(2020, n) = 1, nebot’ pokud se lze dostat z patra a do patra b, pak určitě d | a − b.
Uváž́ıme-li 2020 = 22 · 5 · 101, můžeme vyloučit některé kandidáty na největš́ı možné n: č́ıslo 6768 je násobkem 2, 6767
je násobkem 101, 6766 je násobkem 2, 6765 je násobkem 5 a 6764 je násobkem 2. Prvńım vhodným kandidátem je tedy
6763, protože NSD(6763, 2020) = 1.

Zbývá dokázat, že 6763 je vejtaha. Užit́ım Eukleidova algoritmu (nebo Bézoutovy identity) můžeme naj́ıt celá č́ısla
x, y taková, že 6763x− 2020y = 1. Můžeme dokonce předpokládat, že x, y jsou nezáporná, nebot’ přičteńım 2020 k x
a 6763 k y se rovnost zachová. Ukažme, že začneme-li v podlaž́ı p, kde 0 ≤ p ≤ 8786, pak lze provést posloupnost x
j́ızd nahoru a y j́ızd dol̊u v takovém pořad́ı, že z̊ustaneme uvnitř budovy a skonč́ıme v podlaž́ı p+ 1. Dı́ky tomu, že
2020 + 6763 ≤ 8787, je vždy možná j́ızda alespoň jedńım ze směr̊u. Nav́ıc pokud jsme již spotřebovali všechny j́ızdy
dol̊u (resp. nahoru), pak muśıme být na podlaž́ı nižš́ım (resp. vyšš́ım) než p+ 1, a tak už nás zbývaj́ıćı j́ızdy nahoru
(resp. dol̊u) zanesou na podlaž́ı p+ 1. Podobně lze ukázat, že je možné dostat se o jedno podlaž́ı ńıže z každého patra p
splňuj́ıćıho 1 ≤ p ≤ 8787. T́ım je ukázáno, že 6763 je vejtaha.

Úloha 50. V kryptogramu
R E D

+ B L U E
+ G R E E N

= B R O W N

r̊uzná ṕısmena reprezentuj́ı r̊uzné č́ıslice. Žádné z uvedených čtyř č́ısel nezač́ıná nulou. Nav́ıc v́ıme, že BLUE je druhou
mocninou nějakého celého č́ısla. Určete pěticiferné č́ıslo BROWN .

Výsledek. 85230

Řešeńı. Oč́ıslujme sloupce zleva doprava č́ısly 1 až 5 a č́ıslo, které při sč́ıtáńı pod sebou
”
přenáš́ıme“ z i-tého sloupce

o řád výš označme ci. Zřejmě c1 = 0 a 0 ≤ ci ≤ 2 pro i = 2, . . . , 5. Vskutku, protože sečteńım tř́ı jednociferných č́ısel a
přenesené hodnoty nejvýše 2 dostaneme maximálně 3 · 9 + 2 = 29, je snadné posledńı uvedenou nerovnost dokázat
indukćı. Dále si všimněme, že c2 ≤ 1, protože ve druhém sloupci sč́ıtáme dvě r̊uzné č́ıslice a už v́ıme, že c3 ≤ 2. Nav́ıc
c2 6= 0 kv̊uli prvńımu sloupci, takže c2 = 1 a G+ 1 = B. Z pátého sloupce plyne D + E = 10, protože č́ıslice D a E
nemohou být obě nuly, a proto c5 = 1.

Jelikož B +R+ c3 = c2 · 10 +R, bud’ B = 9, nebo B = 8. Proto BLUE = n2 pro n splňuj́ıćı 90 ≤ n ≤ 99. Když
vylouč́ıme druhé mocniny, v nichž se opakuj́ı některé cifry, zbudou nám 8649, 9025, 9216, 9604, 9801 jakožto možné
hodnoty č́ısla BLUE. Dı́ky platnosti D + E = 10 můžeme vyloučit i 9025, protože jinak by muselo být D = E = 5.
Podobně neńı možné ani č́ıslo 9801, protože pak by B = D = 9, ani č́ıslo 9604, protože by muselo platit L = D = 6. S
pomoćı čtvrtého sloupce vylouč́ıme také 9216, které by implikovalo D = 4 a E + U + E + 1 = 6 + 1 + 6 + 1 = 14, tedy
W = 4, což by byl ale spor s platnost́ı D = 4. Jediná možná hodnota č́ısla BLUE je tedy 8649.

Ze znalosti hodnot B = 8, L = 6, U = 4, E = 9 snadno dopočteme D = 1, W = 3 a G = 7 a také přenosy
c3 = c4 = 2. Sč́ıtáńı ve třet́ım sloupci, R+L+E+ c4 = c3 · 10 +O, lze zjednodušit na R+ 17 = 20 +O, což může platit
jen pokud R = 5 a O = 2. V d̊usledku toho konečně zjist́ıme, že muśı být N = 0. Kryptogram má tedy jediné řešeńı

5 9 1
+ 8 6 4 9
+ 7 5 9 9 0

= 8 5 2 3 0

Úloha 51. Určete nejmenš́ı kladné celé č́ıslo k > 1, pro nějž neexistuje k-ciferné kladné celé č́ıslo n složené z lichých
cifer splňuj́ıćı S(S(n)) = 2, kde S(x) znač́ı ciferný součet č́ısla x.

Výsledek. 103

Řešeńı. Nejprve si všimneme, že pro liché celé č́ıslo m plat́ı S(m) = 2 právě tehdy, když plat́ı m = 10l + 1 pro nějaké
kladné celé č́ıslo l. Pokud je k = 103, pak S(n) je nutně liché pro jakékoli k-ciferné č́ıslo n se všemi ciframi lichými.
Aby platilo S(S(n)) = 2, muśı být tedy S(n) ve výše uvedeném tvaru. Nicméně pro každé n se 103 ciframi plat́ı

101 < 103 · 1 ≤ S(n) ≤ 103 · 9 = 927 < 1001.

Č́ıslo k = 103 tedy splňuje podmı́nku ze zadáńı.
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Nyńı dokážeme, že pro jakékoli liché k < 103 existuje č́ıslo n popsané v zadáńı. Zjevně plat́ı, že S(n) může nabývat
jakékoli liché hodnoty větš́ı nebo rovné k a menš́ı nebo rovné 9k. Pokud 1 < k ≤ 11, pak 9k ≥ 18 > 11, a tedy
S(n) se může rovnat 11, neboli existuje takové č́ıslo n, pro nějž by platilo S(S(n)) = 2. Pokud 101 ≥ k > 11, pak
9k ≥ 9 · 13 = 117 > 101, a tedy S(n) se může rovnat 101, neboli znovu může platit S(S(n)) = 2.

Pokud k < 103 je sudé, budeme postupovat v podstatě stejně. Jediným rozd́ılem je to, že S(n) je sudé. Pro k = 2
můžeme použ́ıt n = 11. Pokud 2 < k ≤ 20, pak 9k > 20, a můžeme tedy naj́ıt č́ıslo n s S(n) rovným 20. Pokud
103 > k > 20, pak 9k > 180 > 110, a S(n) se může rovnat 110.

Z toho plyne, že 103 je hledané nejmenš́ı č́ıslo k s požadovanými vlastnostmi.

Úloha 52. Helča si koupila hraćı desku složenou z 1010× 2020 čtverečk̊u, z ńıž odstranila menš́ı obdélńık jako na
obrázku. Na každý čtvereček zbytku desky potom umı́stila ploštici. Bohužel měly některé ploštice silně nakažlivý kašel:
každá ploštice soused́ıćı s alespoň dvěma nakaženými plošticemi dostala kašel taky. (Řekneme, že spolu dvě ploštice
soused́ı, pokud maj́ı jejich čtverce společnou stranu.) Určete nejmenš́ı počet nemocných ploštic, který při vhodném
počátečńım rozmı́stěńı po čase nakaźı všechny ostatńı. Ploštice se po desce nepohybuj́ı.

200 200

200

200

2020

1010

Výsledek. 2630

Řešeńı. Všimneme si, že když se popsaným zp̊usobem nakaźı nová ploštice, celkový obvod čtverc̊u s nakaženými
plošticemi se nezvýš́ı. Na začátku tedy muśı být nakaženo alespoň P

4 ploštic, kde P je obvod části hraćı plochy ve tvaru

”
O“. Ten spočteme jako P = 2(2020 + 1010 + (2020− 400) + (1010− 400)) = 10520. Obrázek znázorňuje rozmı́stěńı
P
4 = 2630 nemocných ploštic, které časem nakaźı i všechny ostatńı.

.

.

.
.
.
.

.. .

.. .

Úloha 53. Kladné celé č́ıslo má 25! r̊uzných kladných dělitel̊u. Kolik nejv́ıce z nich může být pátou mocninou
prvoč́ısla?

Poznámka: Symbol n! znač́ı součin všech kladných celých č́ısel, která jsou menš́ı nebo rovna n.

Výsledek. 27

Řešeńı. Č́ıslo pa11 p
a2
2 · · · pakk , kde pi jsou r̊uzná prvoč́ısla, má právě (a1 + 1)(a2 + 1) · · · (ak + 1) kladných dělitel̊u. Z

toho vid́ıme, že nejvyšš́ı počet pátých mocnin prvoč́ısel, které mohou dělit zadané č́ıslo, je roven nejvyšš́ımu možnému
počtu činitel̊u větš́ıch nebo rovných šesti v nějakém rozkladu č́ısla 25!. Rozlož́ıme proto č́ıslo 25! na prvočinitele

25! = 222 · 310 · 56 · 73 · 112 · 13 · 17 · 19 · 23

a poskládáme z těchto prvoč́ısel co nejv́ıce činitel̊u větš́ıch nebo rovných šesti. Prvoč́ısla větš́ı než 5 necháme samotná,
všechny pětky a trojky spoj́ıme s dvojkami a konečně přeṕı̌seme 26 na 82. Dohromady tak dostaneme č́ıslo 27.

Úloha 54. Kladná reálná č́ısla x, y, z splňuj́ı

x2 + xy + y2 = 1,

y2 + yz + z2 = 2,

z2 + zx+ x2 = 3.

Určete hodnotu xy + yz + zx.

Výsledek. 2
√

2
3 = 2

3

√
6
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Řešeńı. Sečteńım prvńı a třet́ı rovnice a následným odečteńım dvojnásobku té druhé dostaneme

(2x− y − z)(x+ y + z) = 0,

a protože x, y, z jsou kladná, plat́ı 2x = y+ z. Polož́ıme y = x− δ, z = x+ δ a dosazeńım do p̊uvodńıch rovnic źıskáme

3x2 − 3xδ + δ2 = 1,

3x2 + δ2 = 2,

3x2 + 3xδ + δ2 = 3.

Odečteńım prvńı rovnice od třet́ı dostáváme xδ = 1/3, a tedy x = 1
3δ . Dosazeńım do druhé rovnice pak źıskáme

kvadratickou rovnici s řešeńımi
δ2 = 1± 1

3

√
6.

Zaj́ımá nás hodnota xy + yz + zx = 3x2 − δ2, což s využit́ım druhé rovnice z posledńıho systému můžeme napsat jako

2− 2δ2. Protože výsledek muśı být kladný, jediná možnost je xy + yz + zx = 2− 2(1− 1
3

√
6) = 2

√
2
3 .

Jiné řešeńı. Zvolme v rovině bod P a sestrojme úsečky PA, PB a PC s délkami postupně x, y a z tak, aby
|^APB| = |^BPC| = |^CPA| = 120◦. Protože cos(120◦) = − 1

2 , z daných rovnic a z kosinové věty dostaneme

|AB| = 1, |BC| =
√

2 a |AC| =
√

3. Proto je ABC pravoúhlý trojúhelńık s obsahem S =
√
2
2 . Tento obsah lze

také spoč́ıtat jako součet obsah̊u tř́ı trojúhelńık̊u s vrcholem P . Dostaneme S = 1
2 sin(120◦)(xy + yz + zx). Plat́ı

sin(120◦) =
√
3
2 , a proto xy + yz + zx = 2

√
6

3 .

Úloha 55. Bod I je středem kružnice vepsané a bod O středem kružnice opsané trojúhelńıku ABC, pro který plat́ı
|AB| = 495, |AC| = 977 a |^AIO| = 90◦. Určete |BC|.
Výsledek. 736

Řešeńı. Uvažme stejnolehlost se středem A a koeficientem 2 a označme obrazy bod̊u přidáńım čárky k jejich p̊uvodńımu
jménu. Úsečka AO′ je potom zjevně pr̊uměrem kružnice opsané trojúhelńıku ABC, a protože plat́ı |^AIO| = 90◦, bod I ′

také lež́ı na této opsané kružnici. Bod I ′ nav́ıc lež́ı i na ose úhlu BAC, a je tedy středem oblouku BC neobsahuj́ıćıho bod
A. O tomto bodu (který od ted’ budeme značit Š) je dobře známo, že splňuje |ŠI| = |ŠC|. Z vlastnost́ı obvodových úhl̊u
pak plynou rovnosti |^BCŠ| = |^BAŠ| = |^CAŠ|. Označme pr̊useč́ık AŠ a BC jako D. Potom plat́ı 4DŠC ∼ 4CŠA,
a tedy

|ŠD|
|ŠI| =

|DŠ|
|ŠC| =

|CŠ|
|ŠA| =

|ŠI|
|ŠA| =

1

2
.

Nyńı z platnosti |AI| = 2 · |ID| plyne [BCI] = 1
3 [ABC], kde [XY Z] znač́ı obsah trojúhelńıku XY Z. Označ́ıme-li r

poloměr vepsané kružnice trojúhelńıku ABC, můžeme tento vztah přepsat jako

1

2
r · |BC| = 1

6
r(|AB|+ |BC|+ |CA|),

z čehož už snadno spoč́ıtáme

|BC| = |AB|+ |AC|
2

=
495 + 977

2
= 736.

O I

A

B C

I ′ = Š
O′

D
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Úloha 56. Najděte všechny trojice (a, b, c) kladných celých č́ısel, která splňuj́ı rovnici 3abc = 2a+ 5b+ 7c.

Výsledek. (1, 16, 2), (2, 11, 1), (12, 1, 1)

Řešeńı. Rovnici vyděĺıme (kladným) č́ıslem abc, č́ımž dostaneme

3 =
2

bc
+

5

ca
+

7

ab
.

Pokud by všechna tři neznámá č́ısla byla větš́ı než jedna a aspoň jedno z nich větš́ı než dva, pravá strana této rovnice
by byla nanejvýš

2

2 · 3 +
5

2 · 3 +
7

2 · 2 =
35

12
< 3,

a tedy za těchto předpoklad̊u neexistuje žádné řešeńı. Snadno ověř́ıme, že možnost a = b = c = 2 také nedává žádné
řešeńı. Jistě je tedy aspoň jedno č́ıslo z a, b, c rovno 1.

Pokud a = 1, pak po dosazeńı do prvńı rovnice dostaneme

3bc = 2 + 5b+ 7c,

což po vynásobeńı 3 a přeuspořádáńı můžeme upravit do tvaru

(3b− 7)(3c− 5) = 41.

Protože obě závorky muśı být kladnými děliteli prvoč́ısla 41, které po vyděleńı 3 dává zbytek 2, existuje právě jedno
řešeńı, a to b = 16 a c = 2.

Pokud b = 1, dostaneme
3ac = 2a+ 5 + 7c

a provedeńım podobného postupu pak
(3a− 7)(3c− 2) = 29,

což s využit́ım stejného argumentu dělitelnosti jako výše vede k řešeńı a = 12 a c = 1.
Nakonec možnost c = 1 dá rovnici ve tvaru

(3a− 5)(3b− 2) = 31,

která má řešeńı a = 12, b = 1 a a = 2, b = 11, přičemž prvńı z nich už jsme našli v předchoźım př́ıpadě.
Dohromady máme tedy právě tři řešeńı: (1, 16, 2), (2, 11, 1) a (12, 1, 1).

Úloha 57. Na več́ırku má každý mezi ostatńımi hosty právě čtrnáct přátel (přičemž sám sebe mezi své přátele
nepoč́ıtá). Každá dvojice přátel má na več́ırku právě šest daľśıch společných přátel, zat́ımco každá dvojice, kterou
nepoj́ı přátelstv́ı, má právě dva společné přátele. Kolik host̊u se účastńı več́ırku?

Výsledek. 64

Řešeńı. Zvolme hosta x spolu se všemi jeho přáteli a označme tuto skupinu 15 osob jako H. Dále ze skupiny H
vyberme člena y jiného než x. Tvrd́ıme, že y má přesně 7 přátel mimo skupinu H: Ze 14 přátel hosta y je jedńım x a
daľśımi šesti jsou společńı přátelé host̊u x a y, kteř́ı jsou všichni zahrnut́ı ve skupině H, a mimo ni tedy zbývá 7 přátel
y. Dohromady je tak c = 14 · 7 = 98 dvojic (y, z), kde y je některým členem skupiny H jiným než x a z je př́ıtel y
mimo skupinu H. Toto č́ıslo c lze spoč́ıtat i jinak: Každý host z mimo skupinu H má v H právě dva přátele, protože
x podle definice H neńı př́ıtelem z a oba jejich společńı přátelé jsou ve skupině H. Jinými slovy c je dvojnásobkem
počtu host̊u mimo skupinu H, kterých je tedy 98

2 = 49. Protože jsme do H zařadili 15 člen̊u, dohromady je na več́ırku
15 + 49 = 64 host̊u.

Poznamenejme ještě, že opravdu může existovat skupina 64 host̊u s popsanými přátelskými vztahy: Představme si
hosty uspořádané v tabulce 8× 8, přičemž dva hosté se přáteĺı právě tehdy, když stoj́ı ve stejném řádku nebo sloupci.
Je snadné ověřit, že pak opravdu plat́ı vztahy popsané v zadáńı.

Úloha 58. Bod P lež́ı uvnitř trojúhelńıku ABC. Pokud plat́ı

|AP | =
√

3, |BP | = 5, |CP | = 2, |AB| : |AC| = 2 : 1 a |^BAC| = 60◦,

jaký je obsah trojúhelńıku ABC?

Výsledek. 6+7
√
3

2
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Řešeńı. Nejprve si všimneme, že z daného poměru délek stran AB a AC a dané velikosti úhlu mezi nimi plyne,
že trojúhelńık ABC je pravoúhlý s pravým úhlem u vrcholu C. V té polorovině dané př́ımkou AB, ve které nelež́ı

bod C sestrojme bod Q tak, aby platilo 4ABQ ∼ 4ACP . Koeficient podobnosti je roven |AB||AC| = 2, z čehož plynou

vztahy |AQ| = 2|AP | = 2
√

3 a |BQ| = 2|CP | = 4. Dı́ky těmto rovnostem a tomu, že |^QAB| = |^PAC|, muśı platit
4APQ ∼ 4ACB, a tedy |^APQ| = 90◦. Z Pythagorovy věty spoč́ıtáme

|PQ| =
√

(2
√

3)2 − (
√

3)2 = 3.

Protože plat́ı |BP |2 = 52 = 42 +32 = |BQ|2 + |PQ|2, z opačné implikace Pythagorovy věty vyvod́ıme, že |^BQP | = 90◦.
Dále uvažme obraz Q′ bodu Q ve středové souměrnosti podle středu úsečky BP . To nám umožńı znovu využ́ıt
Pyhagorovu větu, tentokrát v pravoúhlém trojúhelńıku AQ′B, a spoč́ıtat

|AB|2 = |PQ|2 + (|AP |+ |BQ|)2 = 28 + 8
√

3.

Obsah trojúhelńıku 4ABC se tedy rovná

1

2
· |AB| · |AC| · sin 60◦ =

√
3

8
|AB|2 =

6 + 7
√

3

2
.

A

B C

P

Q

Q′

Úloha 59. Necht’ P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 je polynom s nezápornými celými koeficienty, který
splňuje

P

(√
21− 1

2

)
= 2020.

Určete nejnižš́ı možnou hodnotu an + an−1 + · · ·+ a1 + a0.

Výsledek. 22

Řešeńı. Označme u =
√
21−1
2 a všimněme si, že plat́ı an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 = P (1). Řešeńı úlohy rozděĺıme do

několika krok̊u.
Krok 1: Prostým dosazeńım ověř́ıme, že u je kořenem polynomu G(x) = x2 +x−5. Poté vyděĺıme P (x) polynomem

G(x), neboli naṕı̌seme
P (x) = Q(x)G(x) +Ax+B

pro nějaká celá č́ısla A, B a polynom Q s celými koeficienty (takový výsledek dostaneme běžným postupem pro děleńı
polynomů, protože vedoućı koeficient polynomu G(x) je 1).

Krok 2: Protože P (u)− 2020 = 0, A, B jsou celá č́ısla a u je iracionálńı, nutně plat́ı, že A = 0 a B − 2020 = 0.
Předchoźı zápis se tedy zjednoduš́ı na

P (x) = Q(x)G(x) + 2020. (?)

Krok 3: Pokud některý koeficient P (x), třeba ak, splňuje ak ≥ 5, pak vytvoř́ıme nový polynom

P̃ (x) = P (x) +G(x)xk = P (x) + (x2 + x− 5)xk,

jenž splňuje všechny podmı́nky ze zadáńı a nav́ıc pro něj plat́ı P̃ (1) = P (1)− 3. Tento postup budeme opakovat, dokud
to bude možné, č́ımž nakonec źıskáme polynom P (x), jehož všechny koeficienty splňuj́ı ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4} a plat́ı pro něj
P (u) = 2020.

Krok 4: Dokážeme, že polynom P s těmito vlastnostmi je právě jeden. Z předchoźıch krok̊u v́ıme, že každý takový
polynom splňuje rovnici (?) s nějakým vhodným polynomem Q(x). Z této rovnice je dále vidět, že pro splněńı vztahu
0 ≤ a0 ≤ 4, kde a0 je konstantńı koeficient polynomu P (x), muśı pro konstantńı koeficient polynomu Q(x) platit
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q0 = 404. Protože známe všechny koeficienty polynomu G(x) a protože absolutńı hodnota jeho konstantńıho koeficientu
je 5, můžeme podobně pokračovat a z rovnice (?) určit lineárńı koeficient q1 a poté i daľśı koeficienty. Z jednoznačnosti
polynomu Q(x) jasně plyne požadovaná jednoznačnost P (x).

Krok 5: Nyńı již zbývá jen opakovat proces popsaný v Kroku 3 a provést př́ıslušné výpočty. Začneme s konstantńım
polynomem P0(x) = 2020 a následuj́ıćı polynom dostaneme vždy maximálńım zopakováńım postupu pro pevné k:

P1(x) = 404x2 + 404x,

P2(x) = 80x3 + 484x2 + 4x,

P3(x) = 96x4 + 176x3 + 4x2 + 4x,

P4(x) = 35x5 + 131x4 + x3 + 4x2 + 4x,

P5(x) = 26x6 + 61x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x,

P6(x) = 12x7 + 38x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x,

P7(x) = 7x8 + 19x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x,

P8(x) = 3x9 + 10x8 + 4x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x,

P9(x) = 2x10 + 5x9 + 4x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x,

P10(x) = x11 + 3x10 + 4x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x.

Hledané minimum je tedy P10(1) = 1 + 3 + 4 + 3 + 1 + 1 + 1 + 4 + 4 = 22.
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