
Úloha 1. Ak aritmetický priemer štyroch rôznych kladných celých č́ısel je 10, aká je najväčšia možná hodnota
najväčšieho z týchto č́ısel?

Výsledok. 34

Riešenie. Ak jedno z č́ısel má byt’ najväčšie možné, zvyšné č́ısla musia byt’ najmenšie možné. Musia mat’ hodnoty 1, 2
a 3, pretože majú byt’ rôzne. Ked’že priemer č́ısel je 10, súčet týchto 4 č́ısel je 4 · 10 = 40. Štvrté, a aj najväčšie, č́ıslo je
teda 40− (1 + 2 + 3) = 34.

Úloha 2. Ak je č́ıslo 4 riešeńım kvadratickej rovnice x2 +mx+ 2020 = 0 s celoč́ıselným parametrom m, aké je druhé
riešenie tejto rovnice?

Výsledok. 505

Riešenie. Ked’že 4 je koreňom, tak po dosadeńı máme 42 + 4m+ 2020 = 0, teda m = −509. Rovnicu vieme preṕısat’

na x2 − 509x+ 2020 = 0 a tá ma riešenia 4 a 505.
Iné riešenie: Ak označ́ıme s druhé riešenie kvadratickej rovnice, tak

x2 +mx+ 2020 = (x− 4)(x− s) = x2 − 4x− sx+ 4s

a porovnańım koeficientov polynómov dostaneme 4s = 2020, teda s = 505.

Úloha 3. Č́ıslo 95 dáva po deleńı č́ıslom N zvyšok 4. Aké najmenšie kladné celé č́ıslo môže byt’ N?

Výsledok. 7

Riešenie. Pretože N je väčšie ako 1 a deĺı 95− 4 = 91 = 7 · 13, tak najmenšia možná hodnota je 7.

Úloha 4. Štvorec a pravidelný pät’uholńık sú umiestnené ako na obrázku. Nájdite vel’kost’ uhla α v stupňoch.

α

Výsledok. 54◦

Riešenie. Označme body ako na nasledujúcom obrázku.

α

A B

C
H

Vel’kost’ vnútorného uhla pravidelného pät’uholńıka je 108◦. Trojuholńık ABC je rovnoramenný s |^ABC| = 108◦, takže

|^BAH| = |^BAC| = 1
2 (180◦ − 108◦) = 36◦.

Ked’že ABH je pravouhlý trojuholńık s pravým uhlom pri vrchole B, tak

α = |^AHB| = 180◦ − 90◦ − 36◦ = 54◦.

Úloha 5. Na autobusovej zastávke stoja linky A, B a C s intervalmi odchodov postupne 12, 10 a 8 minút. Tomáš
raz ǐsiel okolo a všimol si, že zastávku naraz opúšt’ajú autobusy všetkých troch liniek. O kol’ko najmenej minút nastane
takáto situácia znovu?

Výsledok. 120

Riešenie. Hl’adaný počet minút muśı byt’ násobkom každého z intervalov. Hl’adáme najmenšie také č́ıslo, takže hl’adáme
najmenš́ı spoločný násobok č́ısel 8, 10 a 12 a tým je č́ıslo 120.
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Úloha 6. Kosoštvorcová kvetina rastie podl’a nasledujúceho vzoru: V strede je štvorcový lupeň s oboma diagonálami
d́lžky 1. V prvom kroku je horizontálna diagonála zdvojnásobená a vytvoŕı sa nový štvoruholńıkový lupeň. V d’aľsom
kroku je vertikálna diagonála zdvojnásobená a znovu sa vytvoŕı štvoruholńıkový lupeň. Takáto procedúra sa opakuje,
kým kvetina nemá pät’ štvoruholńıkových lupeňov. Nájdite obvod vonkaǰsieho, piateho, lupeňa.

Výsledok. 8
√

2

Riešenie. Piaty lupeň je štvorec s diagonálami d́lžky 4, preto je jeho strana d́lžky 2a2 = 42 a teda a = 2
√

2. Obvod
piateho lupeňa je rovný štvornásobku strany, teda 8

√
2.

Úloha 7. Záhradńık vysadil dve kvetiny Prvosienku a Druhosienku a zmeral ich výšky. Po týždni, počas ktorého
podrástli o rovnaké percento svojej pôvodnej výšky, ich zmeral znovu a zistil, že Prvosienka je taká vysoká ako bola
Druhosienka pred týždňom a Druhosienka je o 44% vyššia ako bola Prvosienka pred týždňom. O aké percento rastliny
podrástli počas týždňa?

Výsledok. 20%

Riešenie. Označ́ıme P1 a P2 pôvodné výšky Prvosienky a Druhosienky. Ked’že obe vyrástli o rovnaké percento, môžeme
ich výšky po týždni zaṕısat’ ako kP1 a kP2, pre nejaké reálne č́ıslo k > 1 také, že (k − 1) · 100% je hl’adaná hodnota
percent. Meranie nám dáva rovnice

kP1 = P2,

kP2

P1
= 1, 44.

Dosadeńım P2 z prvej rovnice do druhej dostaneme k2P1

P1
= k2 = 1, 44. Teda k = 1, 2, a preto rastliny podrástli o 20%.

Úloha 8. Kol’ko rovnobežńıkov je na obrázku?

Výsledok. 15

Riešenie. Pre každý vrchol vel’kého trojuholńıka vieme nájst’ 3 rovnobežńıky, ktoré ho majú ako spoločný (ako na
obrázku vl’avo - svetlý, tmavý a šrafovaný). Ďalej vieme nájst’ dva rovnobežńıky 1 × 2, ktoré budú zdiel’at’ vrchol
trojuholńıka (ako na obrázku vpravo - svetlý a šrafovaný).

Žiadne iné rovnobežńıky nenájdeme, a preto ich dokopy bude 3 · (2 + 3) = 15.

Úloha 9. Autobusová spoločnost’ ponúka autobusy pre 27 alebo 36 cestujúcich. Skupina 505 turistov chce cestovat’

autobusmi tejto spoločnosti. Autobusy boli vybrané tak, aby počet prázdnych miest N bol čo najmenš́ı. Určite N .

Výsledok. 8

Riešenie. Hl’adáme najmenšie s také, že s = 27x + 36y a s ≥ 505 pre nejaké vhodné x a y, kde x a y sú počty
pŕıslušných autobusov. Ked’že 27 aj 36 sú násobkom č́ısla 9, tak s muśı byt’ násobkom 9. Hl’adáme najmenš́ı násobok 9
väčš́ı ako 505 a tým je 513. 513 vieme dostat’ napŕıklad ako 513 = 27 · 3 + 36 · 12, preto najmenš́ı možný počet vol’ných
miest je 8.
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Úloha 10. Fanúšik divokých zvierat si kúpil šest’ obrazov. Dva rovnaké obrazy vlka a štyri rovnaké obrazy ĺı̌sky. Chce
si ich zavesit’ do obývačky na stenu vedl’a seba. Navyše chce každý deň zmenit’ ich poradie tak, aby každý deň výsledná
postupnost’ vlkov a ĺı̌sok vyzerala inak ako vyzerala niektorý predošlý deň. Okrem toho nechce, aby dva obrazy vlka
boli vedl’a seba ktorýkol’vek deň. Kol’ko najviac dńı vie dodržiavat’ tieto podmienky?

Výsledok. 10

Riešenie. V skutočnosti sa zadanie pýta na počet rôznych postupnost́ı obrazov neobsahujúcich dvoch vlkov vedl’a seba.
Navyše, vlky sú zamenitel’né a ĺı̌sky sú zamenitel’né. Oč́ıslujme si poźıcie obrazov zl’ava doprava od 1 do 6. L’avý obraz
vlka môže byt’ zavesený na poźıciach 1, 2, 3 a 4. Pravý vlk môže byt’ zavesený na nasledujúcich poźıciach:

1 : 3, 4, 5, 6

2 : 4, 5, 6

3 : 5, 6

4 : 6

Máme iba 10 možných postupnost́ı.

Úloha 11. Valec výšky 18 cm s obvodom 8 cm má okolo seba trikrát omotanú napnutú šnúrku. Šnúrka konč́ı presne
nad miestom, kde zač́ına. Aká je d́lžka šnúrky v cm?

Výsledok. 30

Riešenie. Každé kolečko šnúrka prejde 6 cm výšky a kolečko o d́lžke 8 cm. Rozrežme valec od bodu začiatku po bod
konca šnúrky a rozvinieme ho do obd́lžnika. Potom vid́ıme, že šnúrka urob́ı 3 diagonály, troch obd́lžnikov s d́lžkami 8 a
6 cm. Z Pytagorovej vety vieme, že budú dlhé √

82 + 62 = 10 cm.

Celá šnúrka bude mat’ preto 30 cm.

Úloha 12. Správne fungujúca kalkulačka zobrazuje č́ıslice nasledujúcim spôsobom:

Adamovi však jeho kalkulačka vypadla z okna, a preto teraz ukazuje len vodorovné segmenty. Aby sa Adam uistil, že
jeho kalkulačka stále poč́ıta správne, vykonal nasledujúci výpočet:

Aký je súčet všetkých č́ıslic v tomto výpočte?

Výsledok. 33

Riešenie. Posledné dve č́ıslice musia byt’ nuly. Ďalej prvá č́ıslica prvého činitel’a je 4 a prvá č́ıslica druhého činitel’a je
7. Ked’že súčin je delitel’ný 100, a teda aj 25, jeden z činitel’ov muśı byt’ delitel’ný 25 alebo oba 5. Neexistuje žiadny
dvojciferný násobok 25 zač́ınajúci č́ıslicou 4, takže druhý činitel’ muśı byt’ delitel’ný aspoň 5, je teda rovný 75. Ked’že je
súčin delitel’ný aj 4, prvý činitel’ muśı byt’ delitel’ný 4, takže je rovný 48. Máme 48× 75 = 3600, pričom súčet všetkých
č́ıslic je 33.

3



Úloha 13. Edo sč́ıtaval dve č́ısla, ale omylom priṕısal navyše jednu č́ıslicu na koniec jedného z nich. Ako výsledok
dostal súčet 44444 namiesto 12345. Aké bolo menšie z č́ısel, ktoré Edo pôvodne chcel sč́ıtat’?

Výsledok. 3566

Riešenie. Označme x and y pôvodné č́ısla a c č́ıslicu, ktorú Edo priṕısal k (povedzme) č́ıslu x. Potom plat́ı

x+ y = 12345 a (10x+ c) + y = 44444

Preto potom
9x+ c = 32099.

Z toho vyplýva, že c muśı byt’ 5, pretože 32099− c muśı byt’ delitel’né 9. Na záver dopoč́ıtame x = 3566 a y = 8779, kde
odpoved’ou je menšie z nich.

Úloha 14. Peter má 27 klasických hraćıch kociek a chce ich zlepit’ dokopy do väčšej 3× 3× 3 kocky tak, aby susedné
steny (tie, ktoré sú k sebe prilepené) mali rovnaký počet bodiek. Aký je najvyšš́ı možný počet bodiek, ktoré môže Peter
nechat’ viditel’né na vonkaǰśıch stranách svojej 3× 3× 3 kocky?

Poznámka: Nižšie sú zobrazené dva pohl’ady na štandardnú hraciu kocku. Steny sú usporiadané tak, že súčet bodiek na
protil’ahlých stenách je 7.

•
•

•
• ••

•
•

•
• ••

•
•
•
••• •••

Výsledok. 189

Riešenie. Kl’́učové pozorovanie je, že súčet bodiek na protil’ahlých stenách vel’kej kocky je vždy 7 - ako vidno nižšie na
obrázku vl’avo. Vel’ká kocka má 27 párov protil’ahlých stien, takže bez ohl’adu na to, ako Peter usporiada svoje kocky,
počet všetkých viditel’ných bodiek bude 27 · 7 = 189. Jedno z možných usporiadańı, ktoré Peter môže použit’, je na
obrázku vpravo.

x

7−
x
↘

1
1

11
1

11
1

1

2
2

2

5
5

5

2
2

2

3
4

3

4
3

4

3
4

3

Úloha 15. Antónia nakreslila malé X-pentomino pozostávajúce z 5 zhodných štvorcov. Potom nakreslila dve kolmé
uhlopriečky tohto pentomina čiarkovanými čiarami. Napokon zostrojila väčšie X-pentomino s niektorými stranami
ležiacimi na uhlopriečkach malého pentomina tak, ako na obrázku. Nájdite pomer plochy Antóninho vel’kého pentomina
k ploche malého.

Výsledok. 5 : 2.

Riešenie. Uhlopriečky delia malé X-pentomino na štyri zhodné časti. Navyše dve také časti sa dajú k sebe prilepit’

tak, aby vytvorili jeden štvorec vel’kého pentomina, ako je vidiet’ na obrázku. Vel’ké pentomino sa tak dá rozdelit’ na
desat’ takýchto kúskov a hl’adaný pomer plôch je 10 : 4 = 5 : 2.
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Úloha 16. Kol’ko palindrómov medzi 103 a 107 má párny ciferný súčet?

Poznámka: Palindróm je č́ıslo, ktoré ostane rovnaké, ak jeho č́ıslice naṕı̌seme odzadu, napŕıklad 12321 je palindróm.

Výsledok. 5940

Riešenie. Všetky č́ısla medzi 103 a 104 majú párny počet č́ıslic, preto ciferný súčet každého takého palindrómu je
párny. Navyše palindrómy v tomto rozsahu sú práve č́ısla tvaru abba, kde a, b sú l’ubovol’né cifry, a nie je nula. Z toho
vidno, že v tomto rozsahu existuje 90 palindrómov. Podobným spôsobom zist́ıme, že existuje presne 900 palindrómov
medzi 105 a 106 a ciferný súčet každého z nich je párny.

Palindrómy medzi 104 a 105 sú tvaru abcba pre cifry a, b, c pričom a je nenulové. Ich ciferný súčet je zrejme párny
práve vtedy, ked’ c je párne. Preto existuje 9 možnost́ı pre a, 10 pre b a 5 pre c, čo dáva 9 · 10 · 5 = 450 hl’adaných
palindrómov v tomto rozsahu. Podobne vieme vyriešit’ aj rozsah od 106 do 107, ktorý obsahuje 4500 palindrómov s
párnym ciferným súčtom.

Zo všetkých palindrómov medzi 103 a 107 má teda 90 + 900 + 450 + 4500 = 5940 párny ciferný súčet.

Úloha 17. Na letnej škole Trojstenu je 60 vedúcich: 20 matematikov, 20 fyzikov, 20 informatikov a v každom obore
je 6 skúsených vedúcich, ktoŕı vedia prednášat’ hocičo. Ostatńı vedúci vedia prednášat’ iba vo svojej oblasti. Aké je
najväčšie č́ıslo C také, že ked’ l’ubovol’ných C vedúcich ochorie a nemôžu prednášat’, tak stále ostane dostatok vedúcich,
aby odprednášali aspoň 10 prednášok v každej oblasti? Všetky prednášky prebiehajú naraz.

Výsledok. 22

Riešenie. Ak napŕıklad všetci matematici spolu s deviatimi inými skúsenými prednášajúcimi ochorejú, tak zostáva iba
devät’ ostatných skúsených prednášajúcich a t́ı nepokryjú desat’ matematických prednášok. Preto C < 23.

Na druhú stranu – ak nejaký vedúci ochorie, tak je horšie, ak ochorie
”
skúsený“ prednášajúci ako ked’ ochorie

”
obyčajný“ prednášajúci. Takže ak ochorie 22 prednášajúcich, tak v najhoršom pŕıpade je 18 z nich skúsených. Potom

zostanú 4 obyčajńı vedúci, ktoŕı môžu ochoriet’, a ak budú všetci z jedného odboru, tak stále zostane 10 prednášajúcich
zdravých v danom odbore. Takže S ≥ 22, teda C = 22.

Úloha 18. Obd́lžnik so stranami d́lžok 3 a 4 je vṕısaný do kružnice. K jeho stranám sú zvonka prilepené štyri
polkruhy ako na obrázku. Aká je plocha šedej oblasti, ktorá pozostáva z bodov polkruhov, ktoré neležia vnútri kružnice?

Výsledok. 12

Riešenie. Pytagorova veta nám dáva vzt’ah plôch štvorcov nad stranami pravouhlého trojuholńıka. Rovnaký vzt’ah
plat́ı aj pre polkruhy a využijeme ho na obe polovice daného obd́lžnika (rozdeleného uhlopriečkou). Priamočiaro

odpozorujeme, že akékol’vek dve susedné šedé oblasti majú plochu rovnú polovici obd́lžnika. Preto celková šedá plocha
je rovná ploche obd́lžnika, čo je 3 · 4 = 12.
Iné riešenie: Stač́ı spoč́ıtat’ obsah celej plochy a odpoč́ıtat’ vnútornú kružnicu, pričom celá plocha pozostáva z dvoch
polkružńıc s polomerom 1,5 a dvoch polkružńıc s polomerom 2 a obd́lžnika. Obd́lžnik má plochu 3 · 4 = 12. Polkružnice
s pŕıslušnými polomermi spoj́ıme a dostaneme postupne vel’kosti plôch 1,52π a 22π. Pričom kružnica uprostred, ktorú
vynechávame má polomer 2,5 a teda plochu 2,52π. Dostaneme teda výraz pre šedú oblast’ 12 + 1,52π + 22π − 2,52π. A
to sa rovná 12 pretože plat́ı Pytagorova veta, medzi č́ıslami (3/2, 4/2, 5/2).

Úloha 19. Nájdite najväčšie trojciferné prvoč́ıslo p1 také, že ciferný súčet p1 je dvojciferné prvoč́ıslo p2 a ciferný
súčet p2 je jednociferné prvoč́ıslo p3.

Výsledok. 977

Riešenie. Ciferný súčet trojciferného č́ısla je najviac 9 + 9 + 9 = 27. Existuje pät’ dvojciferných prvoč́ısel, ktoré sú
nanajvýš 27 a to 11, 13, 17, 19 a 23. Ciferné súčty týchto prvoč́ısel sú postupne 2, 4, 8, 10 a 5. Preto jediné možnosti sú
p2 = 11 alebo p2 = 23. Najväčšie trojciferné prvoč́ıslo s ciferným súčtom 23 je 977. Ked’že 977 > 911, čo je najväčšie
trojciferné prvoč́ıslo s ciferným súčtom 11, hl’adané č́ıslo je 977.
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Úloha 20. V trojuholńıku ABC sṕlňajúcom |AB| = |AC| niektorá os strany pret́ına jednu z výšok v jedinom bode
ležiacom na obvode trojuholńıka ABC. Určite všetky možné vel’kosti uhla ACB v stupňoch.

Výsledok. 45◦, 67,5◦

Riešenie. Označme skúmaný priesečńık X a stred AC ako F . Všimnime si, že výška vedúca cez X muśı byt’ tá, ktorá
prislúcha tej istej strane, na ktorej lež́ı X. Teraz preskúmame všetky možné polohy bodu X.

Ak X lež́ı na základni BC, muśı byt’ priesečńıkom výšky z A a jednej z osi strán. Zo symetrie trojuholńıka ABC
vid́ıme, že táto výška je zhodná s osou BC, takže jediný priesečńık muśı byt’ zároveň priesečńıkom s jednou zo
zostávajúcich ośı. Zo symetrie potom vyplýva, že táto výška vlastne pret́ına obidve osi AB aj BC v jedinom bode.

A

B X C

F

Ked’že FX je os AC, trojuholńık AXC je rovnoramenný. Ďalej máme |^AXC| = 90◦, a preto |^ACB| = |^ACX| =
45◦.

Ak X lež́ı na AB, potom muśı byt’ priesečńıkom výšky z C a osi AC.

B C

X

A

F

Rovnako ako v predošlom pŕıpade, trojuholńık AXC je rovnoramenný a pravouhlý s pravým uhlom pri X, z čoho
|^BAC| = |^XAC| = 45◦. Preto v tomto pŕıpade

|^ACB| = 1
2 (180◦ − |^BAC|) = 67,5◦

Pŕıpad, kedy X lež́ı na AC je úplne symetrický.

Úloha 21. Zistite súčet všetkých kladných delitel’ov č́ısla 3599.

Poznámka: Medzi delitel’ov patria aj 1 a 3599.

Výsledok. 3720

Riešenie. Máme
3599 = 3600− 1 = 602 − 1 = (60 + 1)(60− 1) = 59 · 61.

Je l’ahké vidiet’, že 59 aj 61 sú prvoč́ısla, takže odpoved’ je 1 + 59 + 61 + 3599 = 3720.

Úloha 22. Sestry Danka, Janka a Anka si urobili opekačku s párkami. Danka kúpila 17 párkov, Janka 11 a Anka
nekúpila žiadne. Ked’ všetky zjedli, tak sa rozhodli, že si rozdelia náklady rovným dielom. Kol’ko peňaźı by mala dostat’

Danka, ak Anka zaplatila 28 eur svojim sestrám, aby splatila dlh?

Výsledok. 23

Riešenie. Anka zaplatila presne jednu tretinu celkových nákladov, takže všetky párky dohromady stáli 28 · 3 = 84 eur.
Danka zaplatila za 17 párkov z 28, teda 84 · 17/28 = 51 eur. Ked’že sestry si náklady rozdelili rovným dielom, mala
zaplatit’ len 28 eur, preto by mala dostat’ 51− 28 = 23 eur.
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Úloha 23. Odvesny pravouhlého trojuholńıka majú d́lžky 11 a 23. Dve strany štvorca so stranou d́lžky t ležia na
odvesnách trojuholńıka a jeden vrchol lež́ı na jeho prepone ako na obrázku. Nájdite t.

11

t

23

Výsledok. 253
34

Riešenie. Sivý trojuholńık na obrázku je pravouhlý a má jeden uhol spoločný s vel’kým trojuholńıkom, takže tieto dva
trojuholńıky sú podobné.

t

23− t

Pomer d́lžok odvesien muśı byt’ rovnaký pre oba trojuholńıky, z čoho dostávame rovnicu

23− t
t

=
23

11

s riešeńım t = 253/34.

Úloha 24. Nájdite najmenšie kladné celé č́ıslo n také, že 11 · 19 · n je rovné súčinu troch po sebe idúcich celých č́ısel.

Výsledok. 840

Riešenie. Ked’že 11 a 19 sú prvoč́ısla, jedno z troch po sebe idúcich č́ısel nachádzajúcich sa v súčine muśı byt’ delitel’né
11 a jedno, nie nutne iné, delitel’né 19. Navyše, ked’že súčin je kladný, všetky tri č́ısla musia byt’ tiež kladné. Takže
hl’adáme malé kladné násobky 11 a 19 ĺı̌siace sa najviac o 2. Najmenšie sú 3 · 19 = 57 a 5 · 11 = 55, takže muśıme súčin
doplnit’ o 56, aby sme dostali 55 · 56 · 57 = 11 · 19 · 840. Hl’adané č́ıslo je teda 840.

Úloha 25. Uvažujme polkružnicu so stredom C a priemerom AB. Bod P na úsečke AB sṕlňa nasledujúcu vlastnost’:
laserový lúč vychádzajúci z P smerom kolmým na AB sa odraźı od polkružnice v bodoch D a E sṕlňajúc zákon odrazu,
teda |^PDC| = |^EDC| a |^DEC| = |^BEC|, až napokon pŕıde do bodu B. Určte |^DCP | v stupňoch.

CA BP

D

E

Výsledok. 36◦

Riešenie. Označme |^DCP | ako α. Ked’že D a E oba ležia na kružnici so stredom C, 4DCE je rovnoramenný
trojuholńık so základňou DE. Z prvej danej rovnosti |^PDC| = |^EDC| plynie, že 4CDP je zhodný s polovicou
4CDE (konkrétne s 4CDM , kde M je stred DE). Použit́ım aj druhej rovnosti máme, že |^BCE| = |^ECD| =
2|^DCP | = 2α a ked’že tieto tri uhly tvoria dokopy priamy uhol máme α+ 2α+ 2α = 180◦ ⇒ α = |^DCP | = 36◦.
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Úloha 26. V krajine sa nachádza 2020 miest označených 1, 2, 3, . . . , 2020. Prezident sa rozhodol vybudovat’ železničnú
siet’. Aby ušetril peniaze, postavil trat’ len medzi dvojicami miest označených a a b, a < b, ktoré sṕlňajú nasledujúcu
podmienku: č́ıslo b je násobok a a neexistuje c také, že a < c < b, kde c je násobok a a b je násobok c. S kol’kými
d’aľśımi mestami je spojené mesto 42?

Výsledok. 18

Riešenie. Uvažujme dvojicu spojených miest. Jedno z nich muśı mat’ o jedno prvoč́ıslo viac v prvoč́ıselnom rozklade.
Nemôžu mat’ úplne rovnaké prvoč́ısla, pretože to by znamenalo, že obe mestá by boli jedno a to isté. Na druhej strane,
nemôžu sa ĺı̌sit’ v dvoch alebo viacerých prvoč́ıslach. Prečo? Označme p, q prvoč́ısla v ktorých sa budú ĺı̌sit’ (nie nutne
rôzne) a nech mestá a, b = a · p · q sú spojené. Potom a · p deĺı b, č́ım porušuje druhú podmienku.

Mesto s č́ıslom 42 má prvoč́ıselný rozklad 2 · 3 · 7. To znamená, že mestá s nižš́ımi č́ıslami spojené s týmto mestom
sú tri a majú tieto prvoč́ıselné rozklady: 2 · 3, 2 · 7 and 3 · 7.

Č́ısla miest väčšie ako 42 sa dajú zaṕısat’ v tvare 42 · p pre nejaké prvoč́ıslo p. Najväčšie také prvoč́ıslo sṕlňajúce
42 · p < 2020 je 47, takže p ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}. To znamená, že existuje pätnást’ d’aľśıch
miest spojených s mestom č́ıslo 42, teda dohromady ich je 18.

Úloha 27. Marek vymyslel novú šachovú figúrku nazvanú blesk. Blesk sa vie pohybovat’ dopredu ako veža a dozadu
ako jazdec - tak, ako je ukázané na obrázku. Marek ho položil na stredné poĺıčko šachovnice rozmerov 3× 3 a pohol
bleskom 2020-krát podl’a pravidiel. Najviac kol’kokrát mohol blesk navšt́ıvit’ niektoré jedno poĺıčko? Počiatočná poźıcia
blesku sa nepoč́ıta ako návšteva poĺıčka.

Výsledok. 673

Riešenie. Z pravidiel je jasné, že ak sa blesk pohne z jedného poĺıčka na druhé, nemôže sa vrátit’ na počiatočné poĺıčko
v nasledujúcom t’ahu. Vie sa však na toto poĺıčko vrátit’ po dvoch t’ahoch, aj na šachovnici 3 × 3, ako je vidiet’ na
obrázku:

3

2

1

A B C

Ak sa teda blesk dostane na jedno z poĺıčok A1, A3, C2, môže sa začat’
”
cyklit’“ a navšt́ıvit’ každé z týchto poĺıčok v

každom tret’om t’ahu.
Ak blesk zač́ına na B2, jeho jediný možný prvý t’ah je krok ako pešiak na B3 a d’aľsie možnosti sú A1 alebo C1

krokom jazdca. A1 je teda dosiahnutel’né z B2 dvomi t’ahmi, ale blesk sa nemôže priamo pohnút’ na B2 z A1 alebo C1
(č́ım by mal cyklus troch t’ahov skôr), takže muśıme použit’ aspoň dva t’ahy, aby sme sa dostali do takého cyklu. Ostáva
tak 2018 t’ahov na cyklenie bleskom a ked’že 2018 = 672 · 3 + 2, blesk môže urobit’ 672 cyklov. Poĺıčko A1 pritom
navšt́ıvi 673-krát.

Úloha 28. Dávid pretekal so slimákom na okruhu so štartom a ciel’om v tom istom bode. Začali v tom istom čase,
bežali v tom istom smere a stretli sa v cieli. Slimák bol však rýchleǰśı, takže spravil viac kolečiek ako Dávid, ktorý
prešiel iba tri kolá. Dávid a slimák sa tak navzájom stretli 2020-krát, vrátane stretnut́ı na štarte a v cieli. Na d’aľśı deň
bežali ten istý závod, ale Dávid zmenil smer, v ktorom bežal. Dávid znovu odbehol iba tri kolečká. Ich rýchlosti boli
rovnaké ako deň predtým. Kol’kokrát sa stretli v druhom závode?

Výsledok. 2026

Riešenie. Predpokladajme, že slimák spravil presne n kôl počas závodu. Rýchlost’ Dávida bola 3 a rýchlost’ slimáka
bola n (v kolách za závod). Potom orientovaná vzdialenost’ Dávida a slimáka bola na konci n− 3. Stretli sa vždy, ked’

táto vzdialenost’ bola celoč́ıselná (teda na okruhu sa nachádzali na tom istom mieste), takže sa stretli n− 3 ráz, ak by
sme nerátali stretnutie na začiatku, preto n = 2022. Ked’ bežali opačnými smermi, ich finálna orientovaná vzdialenost’

bola n+ 3 = 2025, takže sa stretli 2025 ráz ak by sme nerátali štart, teda dokopy 2026 ráz.
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Úloha 29. Matúš sa hrá poč́ıtačovú hru, v ktorej zbiera tri typy magických predmetov: podporné, útočné a obranné.
Každý z týchto predmetov môže byt’ na úrovni 1 až 10. V tejto hre môže skombinovat’ dva predmety rôzneho typu,
ktoré majú rovnakú úroveň a źıskat’ predmet tretieho typu s úrovňou o jedna väčšou. Napr. ak skombinuje obranný
predmet na úrovni 3 a podporný predmet na úrovni 3, tak vznikne útočný predmet úrovne 4. Kol’ko najmenej útočných
predmetov úrovne 1 muśı pozbierat’ aby źıskal útočný predmet úrovne 10, pričom predpokladáme, že má k dispoźıcii
neobmedzené množstvo podporných a obranných predmetov úrovne 1?

Výsledok. 170

Riešenie. Označme pi, oi, ui počet predmetov podpory, obrany a útoku na úroveni i potrebných na zisk jedého
predmetu útoku úrovne 10. Máme p10 = o10 = 0, u10 = 1. Pravidlá o kombinovańı predmetov vieme zaṕısat’

pi−1 = oi + ui,

oi−1 = ui + pi,

ui−1 = pi + oi

pre všetky i ∈ {2, . . . , 10}. Podl’a týchto pravidiel vieme vyplnit’ tabul’ku 10× 3, tak, že hodnota v každom poĺıčku

(okrem poĺıčok v prvom riadku) je súčet dvoch č́ısel v riadku o jedna vyššie, ale v inom st́lpci:

0 0 1
1 1 0
1 1 2
3 3 2
5 5 6
11 11 10
21 21 22
43 43 42
85 85 86
171 171 170

Správna odpoved’ je preto 170.
Iný pohl’ad je uvedomit’ si, že pi = oi, nakol’ko sú podporné a obranné predmety navzájom vymenitel’né. Taktiež sa

dá jednoducho pomocou matematickej indukcie dokázat’, že |ui − pi| = 1. Toto plat́ı aj pre i = 10 a

|ui−1 − pi−1| = |(pi + oi)− (ui + oi)| = |pi − ui| = 1.

Pre súčet všetkých predmetov plat́ı

pi−1 + oi−1 + ui−1 = (oi + ui) + (ui + pi) + (pi + oi) = 2(pi + oi + ui),

so p1 + o1 + u1 = 29 = 512. Ked’ dáme tieto dva poznatky dokopy, tak źıskame, že p1 = o1 = 171 a u1 = 170.

Úloha 30. Jožko si kúpil zmrzlinu v kornútku. Zmrzlina má tvar gule s polomerom 4 cm, kornútok má tvar kužel’a.
Jožko si všimol, že zmrzlina bola v kornútku uložená nasledovným spôsobom: stred gule bol presne 2 cm nad podstavou
kužel’a a plášt’ kužel’a končil práve v mieste, kde sa dotýkal gule. Aký objem mal kornútok - kužel’? Poznámka: Dotyk
gule a kužel’a je myslený tak, že každá priamka na kuželi prechádzajúca jeho vrcholom je vskutku dotyčnica gule.

Výsledok. 24π

Riešenie. Označ́ıme |AC| = 4 polomer gule, |BC| polomer podstavy kužel’a a |BD| jeho výšku, vid’ obrázok. Z
Pytagorovej vety pre trojuholńık AMC dostávame |BC|2 = |AC|2 − |AB|2 = 16− 4 = 12. Z podobnosti trojuholńıkov

ABC a CBD potom máme |BD|
|BC| = |BC|

|AB| . Objem kužel’a teda vieme vyjadrit’ ako

V =
1

3
π|BC|2|BD| = 1

3
π|BC|2 |BC|

2

|AB| =
π · 122

3 · 2 = 24π.
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A

BC

D

4
2

Úloha 31. Použijúc každú cifru 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, a 9 práve raz, Števka vytvorila dve štvorciferné č́ısla, ktoré potom
sč́ıtala dokopy. Nájdite najväčš́ı možný ciferný súčet výsledku.

Výsledok. 31

Riešenie. Pripomeňme si najprv základnú vlastnost’ sč́ıtania: č́ısla sč́ıtavame cifru po cifre s tou výnimkou, že muśıme
správne sč́ıtat’ prenosy. Teda sč́ıtavame štyri dvojice cifier a prenosy. Ked’že sč́ıtavame iba dve č́ısla, prenosy sú najviac
1.

Označme teraz Števkine č́ısla a a b a ciferný súčet č́ısla n ako S(n). Potom plat́ı S(a+ b) = S(a) + S(b)− 9 · c, kde
c je počet nenulových prenosov. Spoč́ıtame S(a) + S(b) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 7 + 8 + 9 = 40, takže možné hodnoty
S(a+ b) sú 40, 31, 22, 13 a 4.

Nie je však možné dosiahnut’ 40, pretože cifra 9 sč́ıtaná s akoukol’vek nenulovou cifrou je väčšia alebo rovná 10,
zatial’ čo 31 vieme dostat’ napŕıklad takto: 9678 + 4321 = 13999; 1 + 3 + 9 + 9 + 9 = 31. Výsledok teda znie 31.

Úloha 32. Vo vyrad’ovacom tenisovom turnaji je osem hráčov náhodne priradených k ôsmim vol’ným koncom na
spodku grafu na obrázku. Následne sa hrajú tri kolá podl’a grafu – v́ıt’az zápasu vždy postupuje do d’aľsieho (vyššieho)
kola. V našom turnaji sú dvaja profesionálni hráči a šest’ začiatočńıkov - jedným z nich je Juro. L’ubovol’ný profesionálny
hráč vždy poraźı začiatočńıka a sily každých dvoch profesionálov či začiatočńıkov sú vyrovnané, takže každý má rovnakú
šancu na postup. Aká je pravdepodobnost’, že Juro bude hrat’ v poslednom kole?

Výsledok. 1
14

Riešenie. Uvažujme polovicu hráčov, do ktorej patŕı Juro. Juro bude hrat’ finále práve vtedy, ked’ obaja profesionálni
hráči zač́ınajú v druhej polovici a on poraźı ostatných troch začiatočńıkov vo svojej polovici.

Začnime s pevne danou Jurovou poźıciou v grafe a pod’me umiestnit’ dvoch profesionálnych hráčov. Pravdepodobnost’,
že obaja pôjdu do druhej polovice je 4

7 · 36 . Využit́ım toho, že všetci začiatočńıci majú rovnakú šancu, pravdepodobnost’,
že Juro vyhrá dva zápasy proti nim je 1

2 · 12 . Hl’adaná pravdepodobnost’ je preto 4
7 · 36 · 12 · 12 = 1

14 .

Úloha 33. Na tabuli sú naṕısané č́ısla

1,
1

2
,

1

3
, . . . ,

1

100
.

V každom kroku zoberieme dve z č́ısel - povedzme, že a a b, zmažeme ich a na tabul’u naṕı̌seme č́ıslo

ab

a+ 2ab+ b
.

Túto procedúru opakujeme, kým na tabuli nezostane iba jedno č́ıslo. Nájdite všetky možné hodnoty tohto č́ısla.

Výsledok. 1
5248
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Riešenie. Všimnime si, že ak č́ıslo n nahrad́ı č́ısla a a b tak máme

1

n
=
a+ 2ab+ b

ab
=

1

a
+

1

b
+ 2.

Z toho je vidiet’, že ak pri každom kroku zvýšime celkový súčet o 2. Ked’že máme 99 krokov, tak posledné č́ıslo l sṕlňa

1

l
= 2 · 99 + 1 + 2 + · · ·+ 100 = 198 +

101 · 100

2
= 5248.

Preto je č́ıslo rovné 1
5248 .

Úloha 34. Majme trojuholńık ABC s obsahom 1. Pred́lžme jeho strany BC, CA a AB do bodov D, E a F ako je
na obrázku tak, že |BD| = 2|BC|, |CE| = 3|CA| a |AF | = 4|AB|. Nájdite obsah trojuholńıka DEF .

A

B
C

D

E

F

Výsledok. 18

Riešenie. Označme HA a HE päty kolmı́c z bodov A a E na priamku BC.

A

B

C
D

E

F

HAHE

Pravouhlé trojuholńıky CAHA a CEHE sú podobné, preto spolu s |CE| = 3|CA| nám dávajú |EHE | = 3|AHA|. Zo
vzt’ahu |CD| = |BD| − |BC| = |BC| dostaneme, že obsah trojuholńıka CDE je rovný

1
2 · CD · EHE = 3 · 12 ·BC ·AHA = 3.

Podobný argument použijeme na trojuholńıky AEF a BFD a ukážeme, že ich plochy sú postupne 2 · 4 = 8 a 3 · 2 = 6.
Celková plocha je potom 1 + 3 + 8 + 6 = 18.

Úloha 35. Král’ovský vyberač dańı zozbieral tri vrecká po sto minćı. Každá minca v prvom vrecku váži 10 gramov, v
druhom 11 gramov a v tret’om 12 gramov. Nanešt’astie si nepoznačil, ktoré vrecko je ktoré. Král’ má váhu, ktorá ukáže
hmotnost’ v gramoch až do hmotnosti N ∈ N – ak je na váhe viac ako N , váha ukáže N . Král’ chce zistit’, ktoré vrecko
obsahuje aké mince tým, že odváži nejaké mince z vreciek v jednom vážeńı. Aká je najmenšia možná hodnota N taká,
že sa mu to vždy podaŕı?

Výsledok. 47

Riešenie. Označme počet minćı vybraných z vreciek postupne a, b a c. Všimnime si, že č́ısla musia byt’ rôzne, pretože
inak nevieme rozĺı̌sit’ pŕıslušné vrecká. Hl’adáme najmenšie možné č́ısla a, b a c také, že a · k + b · l + c ·m sú po dvoch
rôzne č́ısla a č́ısla k, l, m sú č́ısla 10, 11 a 12 v nejakom porad́ı.

Najmenšia možná trojica je a = 0, b = 1 a c = 2, ale táto trojica nevyhovuje, nakol’ko 32 = 2 · 10 + 12 = 2 · 11 + 10.
Druhá najmenšia možná trojica je a = 0, b = 1 a c = 3, ktorá už sṕlňa podmienky:

3 · 10 + 11 = 41,

3 · 10 + 12 = 42,

3 · 11 + 10 = 43,

3 · 11 + 12 = 45,

3 · 12 + 10 = 46,

3 · 12 + 11 = 47.

Váha muśı ukazovat’ hmotnost’ až do 47 gramov.
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Úloha 36. Robber-ta sa rozhodla podstúpit’ ananásovú diétu. Každý deň sa o jednej poobede pozrie na svoje zásoby
ananásov. Ak má nejaký ananás, tak zje práve jeden. Ak nemá žiadne ananásy, tak ide do obchodu a kúpi o jeden
ananás viac ako kedykol’vek mala. Robber-ta si kúpila svoj prvý ananás v deň č́ıslo 1 o druhej poobede. Kol’ko ananásov
má v deň č́ıslo 2020 o druhej poobede?

Výsledok. 59

Riešenie. Označme počet ananásov v deň č́ıslo i o druhej poobede ako a(i). Prvé dva dni, v ktoré má prázdne
ananásové zásoby sú dni 2 a 5 a Robber-ta vždy zväčšuje svoj nákup o jeden ananás. Rozdiely v počte dńı, kedy
Robber-ta nemá zásoby ananásov, tvoria postupnost’ 3, 4, 5, . . . . Dni, kedy má Robber-ta prázdne zásoby majú č́ısla

2 + 3 + 4 + · · ·+ n = 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n− 1 =
n(n+ 1)

2
− 1.

Nás zauj́ıma, kedy naposledy pred 2020. dňom nemá zásoby a teda pôjde do obchodu. Vyriešime kvadratickú rovnicu
1
2x(x+ 1)− 1 = 2020. Má jedno záporné riešenie, ktoré je nepodstatné a jedno kladné riešenie

√
16169
2 − 1

2 , čo je č́ıslo
medzi 63 a 64. Teda 62 krát sa jej minú zásoby a posledný taký deň bude deň č́ıslo 63·64

2 − 1 = 2015. Postupnost’ a(i)
následne pokračuje 63, 62, 61, 60, 59, . . . , a teda hl’adaný počet ananásov a(2020) je 59.

Úloha 37. Chovatel’ prasiat Tomáš má výbeh o ploche 252 m2 pre svoje prasatá. Výbeh je rozdelený plotmi tak, že
vnútro je rozdelené na 16 obd́lžnikových oblast́ı so stranami s celoč́ıselnými d́lžkami. Oblasti majú plochu udanú v m2

ako na obrázku. Nájdite všetky možnosti vel’kosti plochy oblasti, ktorá je vpravo hore na obrázku označená otáznikom.

24

18

10

?

30

12

12

Výsledok. 8, 24

Riešenie. Najprv si všimnime pomer medzi š́ırkou prvého a druhého st́lpca (30 : 10) a prvého a tretieho st́lpca (18 : 12).
Taktiež vieme zistit’ pomer medzi prvým, druhým a štvrtým riadkom (24 : 18 : 30). Zjednodušeńım pomerov dostaneme

3 : 1 : 2 a 4 : 3 : 5 postupne pre st́lpce a riadky. Doplňme tabul’ku hodnotami podl’a pomerov a tret́ı riadok so štvrtým
st́lpcom vyplńıme v závislosti od celoč́ıselných parametrov x a y tak, aby odzrkadl’ovali pomery.

24

18

10

4y

30

12

12

8

6

16

20

3x

3y

5y

x 2x

Pomer medzi výškami druhého a tretieho riadku vieme vyjadrit’ ako 12 : 2x z tretieho st́lpca a ako 3y : 12 zo štvrtého
st́lpca (ako v šedej oblasti na obrázku). Tieto hodnoty musia byt’ rovnaké, a preto 12 : 2x = 3y : 12 alebo y = 24/x.

Nakoniec porovnajme plochu celého výbehu so sumou čast́ı a dostaneme rovnicu

96 = 6x+ 12y = 6x+ 12
24

x
,

alebo
0 = x2 − 16x+ 48 = (x− 4)(x− 12).

Možné riešenia sú x = 4 alebo y = 12, teda pre pravý horný obd́lžnik bud’ y = 6 a S = 24, alebo y = 2 a S = 8.

Úloha 38. Ondro a Janko nakreslili obaja kružnice na kus štvorčekového papiera so štvorčekami rozmerov 1× 1.
Obe kružnice prechádzajú cez presne tri mrežové body. Ondrova kružnica má polomer 5

4 , Jankova je ešte menšia. Aký
je polomer Jankovej kružnice?

Výsledok. 5
√
2

6

12



Riešenie. Nech A,B,C sú mrežové body na Jankovej kružnici. Vieme, že polomer muśı byt’ menš́ı ako 5
4 , takže

vzdialenost’ medzi A a B je najviac 5
2 . Preto, až na rotácie, sú všetky relat́ıvne poźıcie A a B zobrazené na obrázku:

V každom pŕıpade vieme nájst’ os úsešky AB. Os úsečky je priemerom kružnice, a teda aj osou zobrazenia. Aby
existovalo iba jediné C, tak muśı bud’ ležat’ na tejto osi alebo tak, aby jeho obraz nebol mrežovým bodom. Možnost’ 1
je preto určite nevyhovujúca.

Pre možnost’ 2 je jediná možnost’, ked’ C lež́ı na osi. Navyše poźıcie A,C a B,C musia sṕlňat’ rozloženie 2, 3 alebo 4
až na rotáciu. To nám dáva Jankovu kružnicu.

Stále však potrebujeme nájst’ jej polomer. Na to použijeme algebru. Zaved’me súradnicový systém tak, že body A,B,C
majú súradnice (1, 0), (0, 1) a (2, 2). Dosadeńım týchto hodnôt do všeobecnej rovnice kružnice (x− h)2 + (y − k)2 + r2

dostaneme rovnice:

(1− h)2 + (0− k)2 = 1− 2h+ h2 + k2 = r2,

(0− h)2 + (1− k)2 = h2 + 1− 2k + k2 = r2,

(2− h)2 + (2− k)2 = 4− 4h+ h2 + 4− 4k + k2 = r2.

Odč́ıtańım druhej od prvej dostaneme
1− 2h− 1 + 2k = 0⇒ h = k.

Teraz porovnańım prvej a tretej rovnice dostaneme

2(4− 4h+ h2) = 1− 2h+ 2h2,

h =
7

6
.

L’ahko dopoč́ıtame, že r2 = 25
18 , a teda r = 5

√
2

6 .

Úloha 39. Sedem trpasĺıkov nośı sedem čiapok rôznych farieb. Čarodejńık Farbius chce vymysliet’ kúzlo na zmenu
farieb čiapok tak, aby:

• farba každej čiapky závisela iba na predchádzajúcej farbe, nie na tom, ktorý trpasĺık ju má a ani na tom, aké sú
ostatné čiapky.

• po použit́ı kúzla všetkých sedem pôvodných farieb sa bude stále vyskytovat’ na nejakých čiapkách

• ak Farbius použije to isté kúzlo dva alebo trikrát za sebou, tak žiadny trpasĺık nebude nosit’ čiapku s pôvodnou
farbu.

Kol’ko takých kúziel vie Farbius vymysliet’?
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Výsledok. 6! = 720

Riešenie. Ked’že všetky farby zostanú pŕıtomné po použit́ı kúzla, tak je jasné, že kúzlo iba poprehadzuje farby čiapiek.
Predstavme si, že nejaká čiapka si ponechá svoju farbu, potom po dvoch kúzlach si ponechá tú istú farbu a teda máme
spor so zadańım. Preto si žiadna čiapka nenechá svoju farbu. Nech teraz pošleme farby a a b následujúcim spôsobom:
a → b a b → a, to tiež zjavne vedie ku sporu. A taktiež pre tri farby a, b, a c a kúzlo a → b b → c, c → a vedie ku
sporu, pretože po troch kúzlach by farba a skončila znovu na farbe a. Môžeme si teda všimnút’, že nemôžeme mat’

žiaden separátny cyklus d́lžky 1, 2 ani 3 a ked’že máme iba 7 čiapok tak musia byt’ už všetky v cykle. Takých cyklov je
6!; Pozrime sa na jednu farbu - potom je 6 farieb, na ktoré ju môže kúzlo zmenit’. Pre danú farbu zostane 5 farieb, na
ktoré sa môže zmenit’ a tak d’alej, až kým nezostane iba jedna farba, ktorá sa zmeńı na našu prvotnú.

Úloha 40. Majka má č́ıselný zámok. Avšak, nie je to žiaden obyčajný zámok. Každé jeho koliesko má na sebe rôzne
č́ısla. Prvé koliesko má č́ısla od 0 do 4, druhé od 0 do 6, tretie od 0 do 10 a štvrté od 0 do 9. Majka vie, že ak nastav́ı
kolieska tak, aby ukazovali 0, 0, 0, 0 a začne točit’ všetkými kolieskami súčasne (takže ako d’aľsia sa ukáže kombinácia
1, 1, 1, 1), tak sa napokon dostane do kombinácie, ktorá sa konč́ı na 5, 1. Majka taktiež vie, že ked’ sa to stane po
druhýkrát, tak kolieska ukážu kombináciu, ktorá odomkne zámok. Pomôžte jej nájst’ kombináciu, ktorá odomyká zámok.

Výsledok. 1, 6, 5, 1

Riešenie. Označme si ako x počet otočeńı koliesok, po ktorých prvýkrát nastane kombinácia končiaca sa na 5, 1.
Ked’že na poslednom koliesku (ktoré má spolu 10 č́ısel) je č́ıslo 1, tak x muśı dávat’ zvyšok 1 po deleńı 10. Podobne,
aby sme na predposlednom (11-č́ıselnom) koliesku dostali 5, tak x muśı dávat’ zvyšok 5 po deleńı 11. Hl’adáme teda
kladné celé č́ıslo x, ktoré dáva po deleńı 11 a 10 postupne zvyšky 5 a 1. Ked’že 10 a 11 sú nesúdelitel’né, podl’a č́ınskej
zvyškovej vety vieme, že spomedzi č́ısel 0, 1, . . . , 109 existuje práve jedno také č́ıslo (označme si ho x0) a všetky d’aľsie
také x dostaneme pripoč́ıtavańım 10 · 11 = 110 k č́ıslu x0.

Jeden možný spôsob, ako nájst’ x0 je vyṕısat’ si č́ısla tvaru 11k + 5 (k je celé č́ıslo) a vybrat’ si to, ktoré konč́ı na
1, č́ım dostaneme č́ıslo 71. Toto je počet otočeńı koliesok potrebný na to, aby sme dostali kombináciu končiacu 5, 1
poprvýkrát. Z úvah vyššie vieme, že nasledujúca taká kombinácia sa vyskytne po 110 otočeniach (a nie skôr), t. j. po
110 + 71 = 181 otočeniach od samotného začiatku. Ked’že 181 dáva zvyšky 1 a 6 po deleńı postupne č́ıslami 5 a 7, tak v
tom momente bude zámok ukazovat’ kombináciu 1, 6, 5, 1.

Úloha 41. Na štvorčekovú siet’ 4× 4 polož́ıme diagonalne štyri obojstranné zrkadlá. Z každej zo šestnástich úsečiek
na hranici tabul’ky vyšleme lúč svetla kolmo na stranu, smerom do tabul’ky. Lúč ide rovno a zaboč́ı o 90◦ ak naraźı na
zrkadlo. Lúče niekedy opustia tabul’ku. Stalo sa, že práve štyri lúče majú jeden koniec vpravo a jeden hore, podobne
štyri lúče majú jeden koniec vpravo a jeden dole, d’aľsie štyri lúče majú jeden koniec vl’avo a druhý hore a nakoniec
posledné štyri lúče majú jeden koniec vl’avo a jeden dole. Pre kol’ko rôznych konfigurácíı zrkadiel sa toto mohlo stat’?
(Obrázok ukazuje jednu takú konfiguráciu zrkadiel a nejakých lúčov.)

Výsledok. 144

Riešenie. Ked’že máme k dispoźıcíı iba štyri zrkadlá a každý lúč zatočil tak v každom riadku a v každom st́lpci muśı
byt’ práve jedno zrkadlo. To nám dá 4! = 24 možnost́ı; možnost́ı ako položit’ zrkadlo v prvom riadku je 4, potom
možnost́ı kam položit’ zrkadlo v druhom riadku je len 3 a tak d’alej.

Vd’aka obmedzeniam na počet lúčov zatáčajúcich určitým spôsobom je jasné, že muśıme mat’ po dvoch zrkadlách
každého typu. Preto máme

(
4
2

)
= 6 výberov, ktoré zrkadlá ako smerujú. Nakoniec vid́ıme, že všetky konfigurácie máme

poṕısané. Preto všetkých možnost́ı je 24 · 6 = 144.

Úloha 42. Nech x1 = 2020 a nech xn = a
bxn−1, kde a je najmenšie prvoč́ıslo také, že a nie je delitel’om xn−1 a b je

súčin všetkých prvoč́ısel menš́ıch ako a. Nájdite počet rôznych prvoč́ıselných delitel’ov č́ısla x2020.

Výsledok. 9

Riešenie. Vid́ıme, že x1 = 2 · 2 · 5 · 101 a x2 = 2 · 3 · 5 · 101. Je l’ahké vidiet’, že ked’ člen postupnosti je bez štvorcov (tj.
žiadne p2 ho nedeĺı), všetky nasledujúce členy majú túto vlastnost’, preto môžeme reprezentovat’ členy postupnosti xn
väčšie ako x2 v binárnej sústave ako bn, kde na k-tej poźıcíı sprava je 1 práve vtedy, ked’ k-te prvoč́ıslo deĺı xn. Ďaľsie
pozorovanie je, že bn+1 = bn + 1, pre všetky n ≥ 2. Máme

b2 = 100000000000000000000001112,
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b2020 = b2 + 111111000102︸ ︷︷ ︸
=2018

= 100000000000000111111010012.

Z defińıcie bn je jasné, že počet rôznych delitel’ov xn je počet jednotiek v bn, a preto počet rôznych prvoč́ıselných
delitel’ov x2020 = 9.

Úloha 43. Ťažnice trojuholńıka ABC rozdel’ujú trojuholńık na šest’ menš́ıch trojuholńıkov. Ťažiská týchto troju-
holńıkov sú vrcholmi šest’uholńıka DEFGHI. Nájdite pomer plôch medzi šest’uholńıkom DEFGHI a trojuholńıkom
ABC.

Výsledok. 13
36

Riešenie. Nasledujúci obrázok znázorňuje situáciu zo zadania, pričom S je t’ažisko trojuholńıka ABC a body Ma,
Mb, Mc sú stredy strán trojuholńıka ABC, body D, E, F , G, H, I sú t’ažiská menš́ıch trojuholńıkov a nakoniec
D′, E′, . . . , I ′ sú postupne stredy strán MbA,AMc, . . . , CMb.

A B

C

Mc

Ma
Mb

I ′ H ′

D′

E′ F ′

G′

E F

G

HI

D

S

Ked’že AE′ = 1
4AB a AD′ = 1

4AC, tak trojuholńık AE′D′ je rovnol’ahlý s trojuholńıkom ABC so stredom rovnol’ahlosti
v bode A a koeficientom 1

4 . Obsah trojuholńıka AE′D′ je preto rovný 1
16 obsahu trojuholńıka ABC. Obdobný výsledok

máme pre plochy trojuholńıkov BG′F ′ a CI ′H ′, teda pre šest’uholńık D′E′F ′G′H ′I ′ je obsah rovný 1− 3 · 1
16 = 13

16
obsahu ABC.

Ďalej máme rovnol’ahlost’ so stredom v bode S a koeficientom 3
2 , ktorá zobraźı šest’uholńık DEFGHI na šest’uholńık

D′E′F ′G′H ′I ′, a tak dostaneme plochu šest’uholńıka DEFGHI ako

4

9
· 13

16
[ABC] =

13

36
[ABC],

kde [ABC] znač́ı obsah trojuholńıka ABC. Hl’adaný pomer je teda 13
36 .

Úloha 44. Nech a1a2, a3 . . . je postupnost’ reálnych č́ısel takých, že am+1 = m(−1)m+1 − 2am pre všetky kladné celé
č́ısla m pričom a1 = a2020. Nájdite hodnotu a1 + a2 + · · ·+ a2019.

Výsledok. 1010
3

Riešenie. Sč́ıtańım rovńıc pre m = 1, . . . , 2019 dostaneme

(a2 + a3 + · · ·+ a2020) = (1− 2 + 3− · · ·+ 2019)− 2(a1 + a2 + · · ·+ a2019).

Použit́ım a1 = a2020, to vieme preusporiadat’ takto:

3(a1 +a2 + · · ·+a2019) = 1−2 + 3−· · ·+ 2019 = (1−2) + (3−4) + · · ·+ (2017−2018) + 2019 = −1009 + 2019 = 1010.

Preto
a1 + a2 + · · ·+ a2019 = 1010/3.

Všimnime si, že postupnost’ reálnych č́ısel skutočne existuje: Ak je daná a1, tak zvyšok postupnosti je jasne daný
rovnicou zo zadania. Teda vieme člen a2020 skutočne naṕısat’ iba v závislosti od členu a1, a spolu s podmienkou
a1 = a2020 dostaneme lineárnu rovnicu v a1; ktorá sa dá vyriešit’.
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Úloha 45. Na zemi je natiahnutých 5 dlhých špagátov. Marek našiel jeden koniec a Magda druhý koniec, tak že sa
nevideli. Potom obaja na každej strane náhodne zviazali konce špagátov dokopy tak, že ostal na každej strane iba
jeden koniec špagátu nezviazaný. Špagáty viazali po dvoch. Aká je pravdepodobnost’, že Marek a Magda zviazali konce
špagátov tak, že nakoniec vznikol jeden dlhý špagát?

Výsledok. 8/15

Riešenie. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že špagáty, ktoré si označ́ıme A, B, C, D, a E sú na Marekovej
strane zviazané nasledovne: A má vol’ný koniec, B je zviazané s C a D je zviazané s E. Môžeme pozorovat’, že pri
takýchto podmienkach vieme źıskat’ jeden súvislý špagát vtedy a len vtedy ak na Magdinej strane zviažeme špagát A s
niektorým so špagátov B, C, D, E (4 možnosti) a následne zviažeme ostávajúci vol’ný koniec daného páru s jedným z
dvoch koncov druhého páru (2 možnosti)— napŕıklad, ak A zviažeme s B, potom muśıme zviazat’ koniec špagátu C so
špagátom D alebo E. Tým pádom to máme dokopy 4 · 2 = 8 možnost́ı. Celkový počet možnost́ı, ako vieme zviazat’

konce špagátov na Magdinej strane je 15: Najprv si vyberieme, ktorý koniec špagátu ostane nezviazaný (5 možnost́ı) a
zvyšok je už jasne určený tým, ako spárujeme jeden konkrétny koniec so zvyšnými troma koncami (3 možnosti). Preto
tvrd́ıme, že pravdepodobnost’ s akou Magda zviaže špagáty do jedného dlhého špagátu je 8/15.

Úloha 46. Nazveme č́ıslo 2-prvoč́ıslo, ak hocijaký pár jeho po sebe idúcich cifier tvoŕı iné dvojciferné prvoč́ıslo.
Napŕıklad, 237 je 2-prvoč́ıslo, zatial’ čo 136 a 1313 nie sú. Nájdite najväčšie 2-prvoč́ıslo.

Výsledok. 619737131179

Riešenie. Uvažujme nad problémom ako nad orientovaným grafom na 4 vrcholoch označených 1, 3, 7 a 9, kde dva
vrcholy sú spojené š́ıpkou práve vtedy ked’ pŕıslušné dvoj-ciferné č́ıslo je prvoč́ıslo. Všimnime si, že máme š́ıpku z 1 do
1, reprezentujúcu č́ıslo 11.

3

1

9 7

Pripust’me na chv́ıl’u, že existuje cesta cez všetky hrany, každú práve raz. Potom najväčšie 2-prvoč́ıslo nájdeme prilepeńım
6 alebo 8 na začiatok postupnosti takej cesty. Vskutku je to podl’a defińıcie 2-prvoč́ısla, že všetky cifry okrem prvej
musia byt’ {1, 3, 7, 9} a žiadna š́ıpka nemôže byt’ použitá dva krát. Preto, žiadne 2-prvoč́ıslo nemôže mat’ viac cifier ako
počet š́ıpiek plus dva. (jednu za pridanie prvej cifry a jednu za to, že poč́ıtame cifry nie š́ıpky) teda maximálne 12. Na
začiatku nemôže byt’ 7 ani 9 lebo by sa musela opakovat’ hrana A ked’že, 61, 83, 87 a 89 sú prvoč́ısla, nepotrebujeme
menej cifier.

Teraz potrebujeme nájst’ spomenutú cestu. Všimnime si, že z 9 vychádza o š́ıpku menej ako do nej prichádza, kým o
jednu š́ıpku do 1 prichádza viac ako vychádza. Ostatné dva vrcholy sú v tomto zmysle vyrovnané. Z toho je jasné,
že naša prechádzka muśı začat’ v 1 a skončit’ v 9. Z jednotky prejdeme na 9 nakol’ko je to najväčš́ı sused, potom do
7 a nemôžme sa vrátit’ do 9 lebo by sme skončili. Potom pokračujeme na 3 znovu spät’ na 7 a tak d’alej, v zmysle
”pažravého postupuäž kým nedostaneme cestu 19737131179 ked’že 81 nie je prvoč́ıslo tak muśıme mat’ 619737131179
ako najväčšie 2-prvoč́ıslo

Úloha 47. Nech O je stred oṕısanej kružnice trojuholńıka ABC. Ďalej nech body D a E ležia postupne na úsečkách
AB a AC, tak, že O je stred úsečky DE. Ak |AD| = 8, |BD| = 3, a |AO| = 7, určte d́lžku úsečky CE.

Výsledok. 4
√
21
7

Riešenie. Zvážme symetriu s vzhl’adom na stredový bod O a označme jednotlivé vzniknuté obrazy pomocou čiarky.
Pozorujeme, že body A′ a B′ ležia na oṕısanej kružnici trojuholńıka |4ABC| a D′ = E (teda E′ = D). Z Pytagorovej
vety v provouhlom trojuholńıku AA′B′ (všimnite si, že AA′ je priemer oṕısanej kružnice) nám dáva

|AB′|2 = |AA′|2 − |A′B′|2 = 142 − |AB|2 = 142 − 112 = 75.

Ked’že |^AB′E| = |^A′BD| = 90◦, z Pytagorovej vety v 4AB′E vieme

|AE| =
√
|AB′|2 + |BD|2 =

√
75 + 9 = 2

√
21.

Ked’že E (obraz D) lež́ı na A′B′ (obraz AB) a ked’že štvoruholńık AB′CA′ je tetivový, dostaneme, že4AB′E ∼ 4A′CE.
Z toho dostaneme

|CE|
|A′E| =

|B′E|
|AE|
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a dospejeme k záveru

|CE| = |AD| · |BD||AE| = 8 · 3

2
√

21
=

4
√

21

7
.

A

B C

O
D=E′

E=D′

B′

A′

Alternat́ıvne riešenie: Mocnost’ bodu D vzhl’adom na oṕısanú kružnicu trojuholńıka 4ABC s polomerom r = AO je

rovná
−3 · 8 = −|DB| · |DA| = |OD|2 − r2 ⇒ |OE| = |OD| =

√
49− 24 = 5

(mı́nus je pŕıtomné kvôli tomu, že bod D lež́ı vnútri kruhu). Z kośınusovej vety v 4ADO dostaneme

82 = 52 + 72 − 2 · 5 · 7 · cos(|^AOD|).

Ked’že cos(|^AOE|) = cos(180◦ − |^AOD|) = −cos(|^AOD|) = − 1
7 , tá istá veta pre 4AOE potom dáva

|AE|2 = 72 + 52 − 2 · 5 · 7 · cos(|^AOE|) = 84⇒ |AE| =
√

84 = 2
√

21.

Podobne ako vyššie z mocnosti bodu E vzhl’adom na oṕısanú kružnicu 4ABC dostaneme

−2
√

21 · |EC| = 52 − 72 ⇒ |EC| = 24

2
√

21
=

4
√

21

7
.

Úloha 48. Obd́lžnik s rozmerom 7× 24 je rozdelený na štvorce s rozmermi 1× 1. Jedna z jeho diagonál odrezáva z
niektorých týchto štvorcov trojuholńıky. Aký je súčet obvodov všetkých týchto trojuholńıkov?

Výsledok. 56
3 = 18 2

3

Riešenie. Nech 24 je š́ırka a 7 je výška obd́lžnika. Diagonála ide z l’avého dolného rohu do horného pravého rohu
a má sklon 7

24 . Ked’ prechádza cez štvorec, odrezáva trojuholńık vtedy a len vtedy ked’ križuje horizontálnu stranu,
ktorá oddel’uje dva štvorce. Ked’že sklon je konštantný, môžeme preusporiadat’ úsečky dvoch trojuholńıkov, ktoré sú
odrezané z týchto dvoch štvorcov na jeden vel’ký pravý trojuholńık so š́ırkou 1. Potom odvesny majú d́lžky 1 a 7

24 a

d́lžka prepony je

√
1 +

(
7
24

)2
= 25

24 .

7
24

1

Súčet d́lžok týchto dvoch trojuholńıkov je 56
24 . Diagonála prechádza cez horizontálne steny presne šest’krát, plus dva

vel’ké pravé trojuholńıky vyššie uvedených rozmerov sú odrezané z prvého a posledného, ktorým diagonála prechádza.
Takže súčet všetkých d́lžok obvodov trojuholńıkov je 8 · 5624 = 56

3 .
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Úloha 49. Kladné celé č́ıslo n nazveme dv́ıhajúce ak sa dá dostat’ z l’ubovol’ného poschodia 8787-poschodovej budovy
na l’ubovol’né iné poschodie, ked’ sa môžeme hýbat’ iba 2020 poschod́ı smerom nahor a n poschod́ı smerom nadol. Nájdite
najväčšie dv́ıhajúce č́ıslo.

Poznámka: Budovu voláme k-poschodová ak má pŕızemie a k nadúrovňových poschod́ı.

Výsledok. 6763

Riešenie. Aby sa dalo vôbec pohnút’ z poschodia 2019 muśı platit’ 2019 + n ≤ 8787⇒ n ≤ 6768. Ďalej, podmienka
d := nsd(2020, n) = 1 je nutná, lebo medzi poschodiami a a b sa vieme hýbat’ ak plat́ı d | a− b. Pozrime sa na rozklad
2020 = 22 · 5 · 101. Vieme vylúčit’ niekol’ko najväčš́ıch kandidátov pre n: 6766 je delitel’né č́ıslom 2, 6765 je delitel’né
č́ıslom 5, 6764 je delitel’né č́ıslom 2. Všimnime si, že nsd(6763, 2020) = 1.

Dokážme, že 6763 je dv́ıhajúce. S pomocou Euklidového algoritmu (alebo podl’a Bézoutovej identity) vieme nájst’

celé č́ısla x a y t.ž. 6763x− 2020y = 1. Môžeme dokonca predpokladat’, že x a y sú nezáporné, lebo ak pripoč́ıtame
2020 ku x a 6763 ku y, rovnost’ sa zachová. Zač́ınajúc na poschod́ı 0 ≤ f ≤ 8786, tvrd́ıme že vieme uskutočnit’ x t’ahov
hore a y t’ahov dole tak, že zostaneme v budove a skonč́ıme na poschod́ı f + 1. Nakol’ko plat́ı 2020 + 6763 ≤ 8787,
vždy sa vieme pohnút’ aspoň na jednu stranu. Ked’ sme použili všetky t’ahy hore (resp. hore), museli sme skončit’ pod
(resp. nad) poschod́ım f + 1. Potom môžeme uskutočnit’ chýbajúce t’ahy a dostat’ sa na poschodie f + 1. Podobne sa dá
ukázat’, že vieme z poschodia 1 ≤ f ≤ 8787 źıst’ o jedno poschodie nižšie. Teda 6763 je najväčšie dv́ıhajúce č́ıslo.

Úloha 50. V kryptograme
R E D

+ B L U E
+ G R E E N

= B R O W N

rôzne ṕısmená reprezentujú rôzne cifry. Žiadne zo štyroch č́ısel nemôže začat’ nulou. Navyše vieme že BLUE je druhou
mocninou celého č́ısla. Nájdite pät’-ciferné č́ıslo BROWN .

Výsledok. 85230

Riešenie. Oč́ıslujeme st́lpce z l’ava do prava č́ıslami od 1 do 5 a označ́ıme prebytok zo st́lpca i č́ıslom ci. Všimnime si,
že c1 = 0 a 0 ≤ ci ≤ 2 pre i = 2, . . . , 5: Vskutku nemôžeme pri sč́ıtavańı troch cifier a prebytku, nanajvýš vel’kosti 2
dostat’ viac ako 29. Posledná nerovnost’ plat́ı indukt́ıvne. Ďalej si všimnime, že c2 ≤ 1 pretože sč́ıtavame dve rôzne cifry
v druhom st́lpci a c3 ≤ 2 a zároveň c3 6= 0 lebo prvý st́lpec zmeńı cifru. Takže c2 = 1 a G+ 1 = B. Z piateho st́lpca
dostaneme, že D + E = 10, lebo D a E nemôžu byt’ obe nuly, a teda c5 = 1. Ked’že B +R + c3 = c2 · 10 +R, tak bud’

B = 9 alebo B = 8. Preto BLUE je štvorec kladného celého č́ısla n práve vtedy ked’ 90 ≤ n ≤ 99 a má štyri rôzne
cifry. Vylúčeńım možnost́ı s rovnakými ciframi dostaneme, že BLUE môže byt’ 8649, 9025, 9216, 9604, a 9801. Ked’že
D +E = 10 môžme taktiež vylúčit’ 9025, ked’že by to viedlo k D = E =( 5). Taktiež 9801 nemôžeme mat’ lebo by sme

dostali B = D =( 9), a č́ıslo 9604 tiež nemôžeme mat’ lebo L = D =( 6). S pomocou štvrtého st́lpca vieme vylúčit’ aj
č́ıslo 9216, pretože to by viedlo k D = 4 a E + U + 1 = 6 + 1 + 8 + 1 = 14 a teda W = 4. Preto jediná možnost’ pre
BLUE je 8649.

Ked’že B = 8, L = 6, U = 4 a E = 9 môžeme l’ahko dostat’, D = 1, W = 3 a G = 7 a prebytky c3 = c4 = 2. Tret́ı
st́lpec teraz dáva R + L+ E + c4 · 10 + 0, čo môžeme zjednodušit’ na R + 17 = 20 +O, čo je možné iba aj R = 5 a
O = 2. Preto dostaneme ako dôsledok, že N = 0 a kryptogram vyzerá unikátne:

5 9 1
+ 8 6 4 9
+ 7 5 9 9 0

= 8 5 2 3 0

Úloha 51. Nájdite najmenšie kladné celé č́ıslo k > 1 také, že neexistuje k-ciferné č́ıslo n s každou cifrou nepárnou a
S(S(n)) = 2, kde S(x) označuje súčet cifier x.

Výsledok. 103

Riešenie. Najprv si všimnime, že S(m) = 2 pre nepárne celé č́ıslo m práve vtedy ked’ m = 10l + 1 pre nejaké kladné
celé č́ıslo l. Ak k = 103, tak S(n) je určite nepárne pre hocijaké k-ciferné n so všetkými nepárnymi ciframi. Preto aby
bolo splnené S(S(n)) = 2 muśı S(n) byt’ spomı́naného tvaru. Avšak

101 < 103 · 1 ≤ S(n) ≤ 103 · 9 = 927 < 1001

pre každé n so 103 ciframi. Preto k = 103 sṕlňa podmienky zo zadania.
Teraz dokážeme, že pre k < 103, existuje n také, že ako sa spomı́na v zadańı. Je l’ahké vidiet’, že S(n) vie nadobudnút’

l’ubovol’nú nepárnu hodnotu medzi k a 9k. Ak 1 < k ≤ 11, tak 9k ≥ 18 > 11, takže S(n) môže byt’ rovné 11 a teda
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existuje také n, že S(S(n)) = 2. Ak 101 ≥ k > 11, tak 9k ≥ 9 · 13 = 117 > 101, takže S(n) môže byt’ rovné 101 a znovu
S(S(n)) = 2. Takže k > 101.

Ak k < 103 je párne tak je argument skoro rovnaký až na to, že S(n) je párne. Pre k = 2 môžeme použit’ n = 11.
Ak 2 < k ≤ 20, tak 9k > 20, a vieme nájst’ n s S(n) rovným 20. Ak 103 > k > 20, tak 9k > 180 > 110, takže S(n)
môže byt’ rovné 110.

Takto sme ukázali, že 103 je hl’adané najmenšie č́ıslo s poṕısanou vlastnost’ou.

Úloha 52. Mat’ko kúpil šachovnicu, obd́lžnikového tvaru pozostávajúcu zo 1010 × 2020 štvorčekov, z ktorej bol
vystrihnutý obd́lžnik ako je zobrazené na obrázku. Mat’ko položil na každé poĺıčko šachovnice chrobáka. Niekol’ko
chrobákov malo chŕıpku. Chŕıpka je vel’mi nákazlivá; každý chrobák susediaci s aspoň dvoma nakazenými chrobákmi
ochorie tiež. (chrobáky nazývame susediace ak pŕıslušné štvorce, na ktorých sedia, susedia hranami) Určte najmenš́ı
možný počet chrobákov, ktorý sú schopný nakazit’ všetky ostatné chrobáky. Chrobáky sa nepohybujú.

200 200

200

200

2020

1010

Výsledok. 2630

Riešenie. Všimnime si, že ked’ chrobák je nakazený spomı́naným ”mechaniymom” tak celkový obvod ohraničujúci
chorých sa zachová. Preto muśı byt’ aspoň P/4 počiatočne nakazených, kde P je obvod ”O”čkovej šachovnice. Vieme
l’ahko spoč́ıtat’, že P = 2(2020 + 1010 + (2020 − 400) + (1010 − 400)) = 10520, teda P/4 = 2630. Obrázok ukazuje
spôsob ako rozložit’ chorých chrobákov aby sa nakazili všetci ostatńı chrobáci.

.

.

.
.
.
.

.. .

.. .

Úloha 53. Kladné celé č́ıslo má 25! rôznych kladných delitelov. Nájdite kol’ko najviac z nich mohlo byt’ 5-tou mocninou
prvoč́ısla.

Poznámka: Symbol n! označuje súčin všetkých kladných celých č́ısel menš́ıch alebo rovných ako n.

Výsledok. 27

Riešenie. Č́ıslo pa1
1 p

a2
2 . . . pak

k kde pi sú rôzne prvoč́ısla má (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (ak + 1) rôznych delitel’ov. Takže
maximálny počet piatych mocńın prvoč́ısel deliacich naše č́ıslo je rovný maximálnemu počtu súčinitel’ov väčš́ıch ako 5 v
nejakej faktorizácíı č́ısla 25!. Pre maximalizovanie sa pozrime na prvoč́ıselnú faktorizáciu

25! = 222 · 310 · 56 · 73 · 112 · 13 · 17 · 19 · 23.

Prvoč́ısla 73, 112, 13, 17, 19, 23 nám dávajú 9 delitel’ov. Skombinujme pät’ky a trojky s dvojkami a dostaneme 106 a 610,
čo nám dá d’aľśıch 16 delitel’ov, a nakoniec naṕı̌seme 26 ako 82, č́ım dosiahneme vyžadované č́ıslo 27.

Úloha 54. Kladné reálne č́ısla x, y, z sṕlňajú

x2 + xy + y2 = 1,

y2 + yz + z2 = 2,

z2 + zx+ x2 = 3.

Určte hodnotu xy + yz + zx.

Výsledok. 2
√

2/3 = 2
3

√
6
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Riešenie. Ak sč́ıtame prvú a tretiu rovnicu a odč́ıtame od nich dvakrát druhú, tak dostaneme

(2x− y − z)(x+ y + z) = 0

a ked’že x, y, z sú kladné, tak 2x = y+ z. Položme y = x− δ, z = x+ δ a dosad’me do rovńıc zo zadania. Dostaneme tak

3x2 − 3xδ + δ2 = 1,

3x2 + δ2 = 2,

3x2 + 3xδ + δ2 = 3.

Z toho vyplýva, že xδ = 1/3 a dosadeńım do druhej novej rovnice dostaneme kvadratickú rovnicu s riešeniami

δ2 = 1± 1
3

√
6.

Máme vypoč́ıtat’ 3x2 − δ2 = 2− 2δ2 a ked’že výsledok muśı byt’ kladný, jediná možnost’ je 2
√

2/3.

Iné riešenie: Zvol’me si v rovine bod P a dokreslime k nemu úsečky PA, PB a PC d́lžok postupne x, y a z tak, že
|^APB| = |^BPC| = |^CPA| = 120◦. Ked’že cos(120◦) = − 1

2 , tak zo zadaných rovńıc a kośınusovej vety dostame

|AB| = 1, |BC| =
√

2 a |AC| =
√

3. Preto ABC je pravouhlý trojuholńık s obsahom S =
√
2
2 . Všimnime si, že tento obsah

môžeme tiež vypoč́ıtat’ pomocou troch trojuholńıkov so spoločným bodom P nasledovne: S = 1
2 sin(120◦)(xy+ yz + zx).

Využijeme, že sin(120◦) =
√
3
2 , a pŕıdeme k záveru, že xy + yz + zx = 2

√
6

3 .

Úloha 55. Nech I a O sú postupne stredy vṕısanej a oṕısanej kružnice trojuholńıka ABC s parametrami |AB| = 495,

|AC| = 977 a |^AIO| = 90◦. Určte d́lžku úsečky BC.

Výsledok. 736

Riešenie. Uvažujme rovnol’ahlost’ v bode A a koeficientom 2, a označme pŕıslušné zobrazené body apostrofom. Potom
AO′ je jasne priemer kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC a ked’že |^AIO| = 90◦ tak I ′ lež́ı tiež na oṕısanej kružnici.

Je to stred oblúka BC neobsahujúceho A. Je známe, že tento bod (označme ho tradične Š) sṕlňa |ŠI| = |ŠC| a
jednoduchým porovnańım uhlov dostaneme |^BCŠ| = |^BAŠ| = |^CAŠ|. Nech D je priesečńık AŠ a BC. Potom
4DŠC ∼ 4CŠA sú podobné, a preto

|ŠD|
|ŠI| =

|DŠ|
|ŠC| =

|CŠ|
|ŠA| =

|ŠI|
|ŠA| =

1

2

je prevrátená hodnota rovnol’ahlosti. Potom dostaneme, že [BCI] = 1
3 [ABC], kde [XY Z] označuje plochu trojuholńıka

XY Z. Toto vieme preṕısat’ pomocou polomeru r kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC ako

1

2
r · |BC| = 1

6
r(|AB|+ |BC|+ |CA|),

z čoho následne jednoduchým vyjadreńım dostaneme |BC| = |AB|+|AC|
2 = 495+977

2 = 736.

O I

A

B C

I ′ = Š
O′

D

Úloha 56. Nájdite všetky trojice (a, b, c) kladných celých č́ısel splňujúcich rovnicu 3abc = 2a+ 5b+ 7c.

Výsledok. (1, 16, 2), (2, 11, 1), (12, 1, 1)

Riešenie. Vydeleńım rovnice (kladným) č́ıslom abc dostaneme

3 =
2

bc
+

5

ca
+

7

ab
.
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Ak všetky tri neznáme sú ostro väčšie ako jeden a aspoň jedno je ostro väčšie ako dva tak pravá strana je nanajvýš

2

2 · 3 +
5

2 · 3 +
7

2 · 2 =
35

12
< 3,

a preto za týchto podmienok nie je žiadne riešenie. Taktiež nie je riešeńım a = b = c = 2. Takže aspoň jedna neznáma
a, b, alebo c muśı byt’ rovná 1.

Ak a = 1, tak pôvodná rovnica dáva
3bc = 2 + 5b+ 7c,

ktorú po vynásobeńı 3 a preusporiadańı vieme zaṕısat’ ako

(3b− 7)(3c− 5) = 41.

Ked’že oba súčinitele sú kladńı delitelia prvoč́ısla 41, ktoré dáva zvyšok 2 po deleńı 3. Preto dostaneme jediné riešenie
3b− 7 = 41 a 3c− 5 = 1 z čoho máme b = 16 a c = 2.

Ak b = 1, tak
3ac = 2a+ 5 + 7c

a podobne
(3a− 7)(3c− 2) = 29,

č́ım dostaneme a = 12 a c = 1, použijúc rovnaký argument ako pred tým.
Nakoniec c = 1 a dostaneme rovnicu

(3a− 5)(3b− 2) = 31

s riešeniami a = 12, b = 1 a a = 2, b = 11 pričom prvé už bolo nájdené v predchádzajúcom odseku.
Na záver teda máme tri riešenia: (1, 16, 2), (2, 11, 1) a (12, 1, 1).

Úloha 57. Na párty sa každý host’ kamaráti s presne štrnástimi d’aľśımi host’ami (nerátajúc jeho samého/ju samu).
Každ́ı dvaja kamaráti majú presne šest’ spoločných kamarátov na párty a každ́ı dvaja host́ı, ktoŕı sa nekamarátia majú
iba dvoch spoločných kamarátov. Kol’ko host́ı je na párty?

Výsledok. 64

Riešenie. Vyberme host’a x spolu so všetkými jeho kamarátmi a nazvime túto skupinu pätnástich l’ud́ı H. Nech y je
člen H rôzny od x, chceme povedat’, že y má presne 7 kamarátov mimo skupiny H: Zo 14 kamarátov y, jeden je x a
majú spolu 6 spoločných kamarátov, ktoŕı musia byt’ zjavne v skupine H. Preto dokopy c = 14 · 7 = 98 párov (y, z),
kde y je člen H rôzny od x a z je kamarát y mimo skupiny H. Ale počet c môže byt’ vypoč́ıtaný aj nasledovne: Každý
host’ z mimo H má presne dvoch kamarátov v H, pretože x nie je kamarát spolu so z podla defińıcie skupiny H a teda
musia mat’ spoločných kamarátov v skupine H, presne dvoch. Inými slovami c je dvojnásobok počtu host́ı mimo H a
preto 98/2 = 49 host́ı je mimo H. Ked’že H má 15 členov tak dopoč́ıtame, že na párty je 15 + 49 = 64 l’ud́ı.

Nakoniec ukážeme, že taká konfigurácia skutočne môže existovat’: Dajme host́ı do tabul’ky 8× 8 a nech každ́ı dvaja
hostia sa kamarátia presne ak sú v rovnakom st́lpci alebo riadku. Je l’ahké vidiet’, že podmienky zo zadania sú skutočne
splnené.

Úloha 58. Bod P sa nachádza vo vnútri trojuholńıka ABC. Ak plat́ı

|AP | =
√

3, |BP | = 5, |CP | = 2, |AB| : |AC| = 2 : 1, and |^BAC| = 60◦,

tak aká je plocha trojuholńıka ABC?

Výsledok. 6+7
√
3

2

Riešenie. Zoberme bod Q na opačnej stene priamky AB ako bod C tak, že 4ABQ ∼ 4ACP . Podobne pomer

d́lžok |AB|
|AC| = 2, a potom aj |AQ| = 2|AP | = 2

√
3 a |BQ| = 2|CP | = 4. Všimnime si, že tieto rovnosti spolu s

|^QAB| = |^PAC| implikujú 4APQ ∼ 4ACB, a preto |^APQ| = 90◦ a

|PQ| =
√

(2
√

3)2 − (
√

3)2 = 3

vd’aka Pytagorovej vete. Ked’že |BP |2 = 52 = 42 + 32 = |BQ|2 + |PQ|2, takže znovu vd’aka Pytagorovej vete máme
|^BQP | = 90◦. Uvažujme bod Q′ obraz bodu Q okolo stredu úsečky BP , potom znovu využijeme Pytagorovu vetu
v pravouhlom trojuholńıku AQ′B na vypoč́ıtanie |AB|2 = |PQ|2 + (|AP | + |BQ|)2 = 28 + 8

√
3, a na záver plocha

trojuholńıka ABC je rovná
1

2
· |AB| · |AC| · sin(60◦) =

√
3

8
|AB|2 =

6 + 7
√

3

2
.
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B C

P

Q

Q′

Úloha 59. Majme polynóm P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 s nezápornými celoč́ıselnými koeficientami
taký, že

P

(√
21− 1

2

)
= 2020.

Nájdite najmenšiu možnú hodnotu výrazu an + an−1 + · · ·+ a1 + a0.

Výsledok. 22

Riešenie.
Nech u =

√
21−1
2 . Všimnime si, že minimalizujeme an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 = P (1). Rozdeĺıme riešenie na niekol’ko

krokov.
Krok 1: Presvedčme sa, že u je koreňom G(x) = x2 + x− 5 a vydel’me P (x) polynómom G(x), teda

P (x) = Q(x)G(x) +Ax+B

pre celé č́ısla A, B a polynóm Q s celoč́ıselnými koeficientami (nakol’ko vedúci koeficient G(x) je 1, štandardný algoritmus
na delenie polynómov prinesie požadovaný výsledok).

Krok 2: Ked’že P (u)− 2020 = 0, A, B sú celé č́ısla a u je iracionálne, muśı byt’ A = 0 a B − 2020 = 0, teda

P (x) = Q(x)G(x) + 2020. (?)

.
Krok 3: Ak by ktorýkol’vek z koeficientov polynómu P (x), povedzme ak sṕlňal ak ≥ 5, potom polynóm P̃ (x) =

P (x) +G(x)xk = P (x) + (x2 + x− 5)xk tiež sṕlňa všetky podmienky a P̃ (1) = P (1)− 3. Opakovańım tohto postupu

tak vel’a krát, ako je len možné, skonč́ıme s polynómom P (x), ktorého všetky koeficienty sṕlňajú ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4} a
P (u) = 2020.

Krok 4: Všmimnime si, že P s týmito vlastnost’ami je jednoznačne určený. Naozaj, ak akýkol’vek taký polynóm
sṕlňa rovnicu (?) s vhodným polyómom Q(x), tak, aby 0 ≤ a0 ≤ 4, kde a0 je koeficient konštanty P (x), potom

koeficient konštanty Q(x) muśı sṕlnat’ q0 = 404. Nakol’ko poznáme všetky koeficienty G(x) a koeficient konštanty má
hodnotu 5, môžeme d’alej určit’ lineárny koeficient q1 z rovnice (?), a tak d’alej. Jednoznačnost’ Q(x) jasne implikuje
jednoznačnost’ P (x).

Krok 5: Teraz to už treba iba vypoč́ıtat’. Výpočty vyplývajuce z opakovania postupu poṕısaného v kroku 3 sú
nasledovné. Začneme s konštantným polynómom P0(x) = 2020 a pokračujeme takto:

P1(x) = 404x2 + 404x

P2(x) = 80x3 + 484x2 + 4x

P3(x) = 96x4 + 176x3 + 4x2 + 4x

P4(x) = 35x5 + 131x4 + x3 + 4x2 + 4x

P5(x) = 26x6 + 61x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x

P6(x) = 12x7 + 38x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x

P7(x) = 7x8 + 19x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x

P8(x) = 3x9 + 10x8 + 4x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x

P9(x) = 2x10 + 5x9 + 4x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x

P10(x) = x11 + 3x10 + 4x7 + 3x6 + x5 + x4 + x3 + 4x2 + 4x.

Hl’adané minimum je teda P10(1) = 1 + 3 + 4 + 3 + 1 + 1 + 1 + 4 + 4 = 22.
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