Uloha 1. Ak aritmeticky priemer Styroch réznych kladnych celych ¢isel je 10, akéd je najvécsia moznd hodnota
najvicsieho z tychto ¢isel?

Vysledok. 34

Riesenie. Ak jedno z &sel md byt najvicsie mozné, zvy$né &sla musia byt najmensie mozné. Musia mat hodnoty 1, 2
a 3, pretoze maju byf rozne. Ked'ze priemer &sel je 10, sticet tychto 4 é&isel je 4 - 10 = 40. Stvrté, a aj najviicsie, éislo je
teda 40 — (1 4+ 2+ 3) = 34.

Uloha 2. Ak je ¢islo 4 rieSenfm kvadratickej rovnice 22 + ma + 2020 = 0 s celo¢iselnym parametrom m, aké je druhé
rieSenie tejto rovnice?

Vysledok. 505

Riesenie. Ked'ze 4 je koreiiom, tak po dosadeni mame 4% + 4m + 2020 = 0, teda m = —509. Rovnicu vieme prepisat
na 22 — 509z + 2020 = 0 a t4 ma rieSenia 4 a 505.
Iné riesenie: Ak oznacime s druhé riesenie kvadratickej rovnice, tak

2 4 mx + 2020 = (z — 4)(x — 5) = 2% — 4o — sz + 4s
a porovnanim koeficientov polynémov dostaneme 4s = 2020, teda s = 505.

Uloha 3. Cislo 95 ddva po delenf &fslom N zvysok 4. Aké najmensie kladné celé &fslo moze byt N?
Vysledok. 7
Riesenie. Pretoze N je vicsie ako 1 a deli 95 — 4 = 91 = 7 - 13, tak najmensia moznd hodnota je 7.

Uloha 4. Stvorec a pravidelny pafuholnik st umiestnené ako na obrazku. N4jdite velkost uhla o v stupiioch.

Vysledok. 54°

Riesenie. Oznacme body ako na nasledujicom obrazku.

A B
Velkost vntitorného uhla pravidelného pétuholnika je 108°. Trojuholnik ABC' je rovnoramenny s |[<ABC| = 108°, takze
|<BAH| = |<BAC| = $(180° — 108°) = 36°.
KedZe ABH je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole B, tak
a = |<AHB| =180° — 90° — 36° = 54°.

Uloha 5. Na autobusovej zastavke stoja linky A, B a C' s intervalmi odchodov postupne 12, 10 a 8 minit. Tomas
raz isiel okolo a v&imol si, Ze zastavku naraz optstaji autobusy vsetkych troch liniek. O kolko najmenej minit nastane
takato situacia znovu?

Viysledok. 120

Riesenie. Hladany pocet mintit musi byf ndsobkom kazdého z intervalov. Hladdme najmensie také &islo, takze hladdme
najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 8, 10 a 12 a tym je ¢islo 120.



Uloha 6. Kosostvorcova kvetina rastie podla nasledujiceho vzoru: V strede je $tvorcovy lupent s oboma diagondlami
diiky 1. V prvom kroku je horizontalna diagonala zdvojndsobend a vytvori sa novy stvoruholnikovy lupeii. V d’alsom
kroku je vertikalna diagondla zdvojnasobend a znovu sa vytvori Stvoruholnikovy lupen. Takéato procedira sa opakuje,
kym kvetina nem4 pif stvoruholnikovych lupeniov. N4jdite obvod vonkajsieho, piateho, lupeia.
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Vysledok. 8v/2
Riesenie. Piaty lupen je §tvorec s diagonalami diZky 4, preto je jeho strana diZky 2a% = 42 a teda a = 2v/2. Obvod
piateho lupefia je rovny stvornasobku strany, teda 8v/2.

Uloha 7. Zahradnik vysadil dve kvetiny Prvosienku a Druhosienku a zmeral ich vysky. Po tyzdni, pocas ktorého
podrastli o rovnaké percento svojej povodnej vysky, ich zmeral znovu a zistil, ze Prvosienka je taka vysoka ako bola
Druhosienka pred tyzdiiom a Druhosienka je o 44% vyssia ako bola Prvosienka pred tyzdnom. O aké percento rastliny
podréstli pocas tyzdna?

Vyjsledok. 20%

Riesenie. Oznaéime P; a P, povodné vysky Prvosienky a Druhosienky. Ked'Ze obe vyréstli o rovnaké percento, mozeme
ich vysky po tyzdni zapisat ako kP, a kPs, pre nejaké redlne &islo k > 1 také, 7ze (k — 1) - 100% je hladand hodnota
percent. Meranie ndm déva rovnice

kPl :P27
kP

— =1,44.
P ’

Dosadenim Ps z prvej rovnice do druhej dostaneme % = k2 =1,44. Teda k = 1,2, a preto rastliny podréstli o 20%.

Uloha 8. Kolko rovnobeznikov je na obrazku?

Vygsledok. 15

Riesenie. Pre kazdy vrchol velkého trojuholnika vieme néjst 3 rovnobezniky, ktoré ho maji ako spoloény (ako na
obrazku vlavo - svetly, tmavy a Srafovany). Dalej vieme ndjst dva rovnobezniky 1 x 2, ktoré budt zdielat vrchol
trojuholnika (ako na obrazku vpravo - svetly a srafovany).
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Ziadne iné rovnobezniky nendjdeme, a preto ich dokopy bude 3 - (2 + 3) = 15.

Uloha 9. Autobusové spoloénost pontka autobusy pre 27 alebo 36 cestujticich. Skupina 505 turistov chce cestovat
autobusmi tejto spolo¢nosti. Autobusy boli vybrané tak, aby pocet prézdnych miest N bol ¢o najmensi. Urcite V.

Vysledok. 8

Riesenie. Hladame najmensie s také, ze s = 27z + 36y a s > 505 pre nejaké vhodné z a y, kde z a y st pocty
prislusnych autobusov. Kedze 27 aj 36 st ndsobkom &fsla 9, tak s musi byt ndsobkom 9. Hladdme najmensi ndsobok 9

.....

miest je 8.



Uloha 10. Fantsik divokych zvierat si kipil Sest obrazov. Dva rovnaké obrazy vlka a $tyri rovnaké obrazy lisky. Chce
si ich zavesit do obyvacky na stenu vedla seba. Navyse chce kazdy dei zmenit ich poradie tak, aby kazdy deii vyslednd
postupnost vlkov a liSok vyzerala inak ako vyzerala niektory predosly deii. Okrem toho nechce, aby dva obrazy vlka
boli vedla seba ktorykolvek deii. Kolko najviac dni vie dodrziavat tieto podmienky?

Vysledok. 10

Riesenie. 'V skuto¢nosti sa zadanie pyta na pocet réznych postupnosti obrazov neobsahujicich dvoch vlkov vedla seba.
Navyse, vlky si zamenitelné a lisky si zamenitelné. Oé¢islujme si pozicie obrazov zlava doprava od 1 do 6. Lavy obraz
vlka moze byt zaveseny na poziciach 1, 2, 3 a 4. Pravy vlk moze byt zaveseny na nasledujtcich poziciach:

1:3,4,5,6
2:4,5,6
3:5,6
4:6

Méame iba 10 moznych postupnosti.

Uloha 11. Valec vysky 18 cm s obvodom 8 cm mé okolo seba trikrdt omotand napnuti snirku. Snirka konéi presne
nad miestom, kde zacina. Ak4 je dlzka snturky v cm?

Vysledok. 30

Riesenie. Kazdé kolecko snirka prejde 6 cm vysky a kolecko o dizke 8 cm. Rozrezme valec od bodu zaciatku po bod
konca $nirky a rozvinieme ho do obdlznika. Potom vidime, ze $nurka urobi 3 diagondly, troch obdlznikov s dlzkami 8 a
6 cm. Z Pytagorovej vety vieme, ze budu dlhé

/82 +62 = 10cm.

Cel4 sntrka bude mat preto 30 cm.

Uloha 12. Spravne fungujica kalkulacka zobrazuje ¢islice nasledujicim spésobom:

e

Adamovi vsak jeho kalkulacka vypadla z okna, a preto teraz ukazuje len vodorovné segmenty. Aby sa Adam uistil, ze
jeho kalkulacka stéle pocita spravne, vykonal nasledujici vypocet:
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Aky je sucet vSetkych &islic v tomto vypocte?

Vysledok. 33

Riesenie. Posledné dve ¢islice musia byt nuly. Dalej prvé éislica prvého ¢initela je 4 a prvé éslica druhého cinitela je
7. Ked'ze stiéin je delitelny 100, a teda aj 25, jeden z ¢initelov musi byt deliteny 25 alebo oba 5. Neexistuje ziadny
dvojciferny nasobok 25 za¢inajici é&islicou 4, takze druhy éinitel musi byt delitelny aspoii 5, je teda rovny 75. Kedze je
sucin delitelny aj 4, prvy éinitel musi byt delitelny 4, takZe je rovny 48. Mame 48 x 75 = 3600, pricom stéet vietkych
¢islic je 33.



Uloha 13. Edo séitaval dve ¢isla, ale omylom pripisal navyse jednu ¢islicu na koniec jedného z nich. Ako vysledok
dostal stéet 44444 namiesto 12345. Aké bolo mensie z &isel, ktoré Edo povodne cheel séitat?

Vysledok. 3566
Riegenie. Oznatme z and y pdvodné ¢isla a c &islicu, ktort Edo pripisal k (povedzme) &islu z. Potom plati

r+y=12345 a (10xz +c) +y = 44444

Preto potom
9z + ¢ = 32099.

Z toho vyplyva, Ze ¢ musi byt 5, pretoze 32099 — ¢ musi byt delitelné 9. Na zdver dopoéitame x = 3566 a y = 8779, kde
odpovedou je mensie z nich.

Uloha 14. Peter m4d 27 klasickych hracich kociek a chce ich zlepit dokopy do viiésej 3 x 3 x 3 kocky tak, aby susedné
steny (tie, ktoré si k sebe prilepené) mali rovnaky pocet bodiek. Aky je najvyssi mozny pocet bodiek, ktoré moze Peter
nechat viditelné na vonkajsich stranich svojej 3 x 3 x 3 kocky?

Pozndmka: Nizsie st zobrazené dva pohlady na standardni hraciu kocku. Steny sd usporiadané tak, Ze sicet bodiek na
protilahlych stendch je 7.

1

Vysledok. 189

Riesenie. Klicové pozorovanie je, 7e sicet bodiek na protilahlych stendch velkej kocky je vidy 7 - ako vidno niZgie na
obrazku vlavo. Velka kocka mé 27 parov protilahlych stien, takze bez ohladu na to, ako Peter usporiada svoje kocky,
pocet vietkych viditelnych bodiek bude 27 -7 = 189. Jedno z moznych usporiadani, ktoré Peter moze pouzit, je na
obrazku vpravo.

Uloha 15. Anténia nakreslila malé X -pentomino pozostavajice z 5 zhodnych stvorcov. Potom nakreslila dve kolmé
uhlopriecky tohto pentomina ¢iarkovanymi ¢iarami. Napokon zostrojila vécsie X-pentomino s niektorymi stranami
leZiacimi na uhloprieckach malého pentomina tak, ako na obrazku. Néjdite pomer plochy Anténinho velkého pentomina
k ploche malého.

Vysledok. 5 : 2.

Riesenie. Uhloprieéky delia malé X-pentomino na $tyri zhodné ¢asti. Navyse dve také ¢asti sa daju k sebe prilepit
tak, aby vytvorili jeden §tvorec velkého pentomina, ako je vidief na obrdzku. Velké pentomino sa tak d4 rozdelif na
desat takychto kiskov a hladany pomer ploch je 10:4 =5: 2.



Uloha 16. Kolko palindrémov medzi 10% a 107 mé péarny ciferny stcet?
Poznamka: Palindrom je ¢islo, ktoré ostane rovnaké, ak jeho ¢islice napiSeme odzadu, napriklad 12321 je palindrém.
Vysledok. 5940

Riesenie. Vsetky &isla medzi 10% a 10* maji parny pocet &islic, preto ciferny siéet kazdého takého palindrému je
parny. Navyse palindrémy v tomto rozsahu st prave &isla tvaru abba, kde a, b st lubovolné cifry, a nie je nula. Z toho
vidno, ze v tomto rozsahu existuje 90 palindromov. Podobnym spésobom zistime, ze existuje presne 900 palindréomov
medzi 10° a 106 a ciferny siéet kazdého z nich je parny.

Palindrémy medzi 10* a 10° st tvaru abcba pre cifry a, b, ¢ pricom a je nenulové. Ich ciferny sticet je zrejme parny
prave vtedy, ked ¢ je parne. Preto existuje 9 moznosti pre a, 10 pre b a 5 pre ¢, ¢o ddva 9-10 -5 = 450 hladanych
palindrémov v tomto rozsahu. Podobne vieme vyriesit aj rozsah od 10% do 107, ktory obsahuje 4500 palindrémov s
parnym cifernym stctom.

Zo vietkych palindrémov medzi 10% a 107 m4 teda 90 + 900 + 450 + 4500 = 5940 pérny ciferny sticet.

Uloha 17. Na letnej skole Trojstenu je 60 veducich: 20 matematikov, 20 fyzikov, 20 informatikov a v kazdom obore
je 6 skuisenych vedtcich, ktori vedia prednasat hoci¢o. Ostatni vedici vedia prednasat iba vo svojej oblasti. Aké je

aby odprednésali aspon 10 prednasok v kazdej oblasti? Vsetky prednasky prebiehaju naraz.
Vysledok. 22

Riesenie. Ak napriklad vSetci matematici spolu s deviatimi inymi skisenymi predndsajicimi ochoreji, tak zostava iba
devit ostatnych skisenych prednisajicich a ti nepokryji desaf matematickych prednasok. Preto C' < 23.

Na druht stranu — ak nejaky vedtci ochorie, tak je horSie, ak ochorie ,skiseny“ prednasajici ako ked ochorie
»oby¢ajny“ prednéasajuci. Takze ak ochorie 22 prednasajicich, tak v najhorsom pripade je 18 z nich skisenych. Potom
zostanu 4 oby¢ajni vedtci, ktorf moézu ochoriet, a ak budd vietci z jedného odboru, tak stale zostane 10 prednédsajicich
zdravych v danom odbore. Takze S > 22, teda C' = 22.

Uloha 18. Obdiznik so stranami dizok 3 a 4 je vpisany do kruznice. K jeho strandm su zvonka prilepené styri
polkruhy ako na obrazku. Aka je plocha Sedej oblasti, ktora pozostdva z bodov polkruhov, ktoré nelezia vnitri kruznice?

Vysledok. 12

Riegenie. Pytagorova veta ndm ddva vztah ploch §tvorcov nad stranami pravouhlého trojuholnika. Rovnaky vztah
plati aj pre polkruhy a vyuzijeme ho na obe polovice daného obdlznika (rozdeleného uhloprieckou). Priamociaro
odpozorujeme, Ze akékolvek dve susedné Sedé oblasti maji plochu rovnu polovici obdlznika. Preto celkové Sedd plocha
je rovna ploche odeZnika, coje3-4=12.

Iné riesenie: Staci spocitaf obsah celej plochy a odpoéitat vnttornd kruznicu, pri¢om celd plocha pozostéva z dvoch
polkruznic s polomerom 1,5 a dvoch polkruznic s polomerom 2 a obdlznika. Obdlznik m4 plochu 3 - 4 = 12. Polkruznice
s prislusnymi polomermi spojime a dostaneme postupne velkosti ploch 1,527 a 227. Pricom kruznica uprostred, ktort
vynechdvame m4 polomer 2,5 a teda plochu 2,5%7. Dostaneme teda vyraz pre Sedu oblast 12 + 1,5%7 + 227 — 2,527, A
to sa rovna 12 pretoze plati Pytagorova veta, medzi ¢islami (3/2, 4/2, 5/2).

Uloha 19. N4jdite najvécsie trojciferné prvocislo p; také, ze ciferny siacet p; je dvojciferné prvocislo ps a ciferny
sucet po je jednociferné prvocislo ps.

Vysledok. 977

Riesenie. Ciferny suéet trojciferného &isla je najviac 9 + 9 + 9 = 27. Existuje pit dvojcifernych prvoéisel, ktoré su
nanajvys 27 a to 11, 13, 17, 19 a 23. Ciferné sucty tychto prvocisel su postupne 2, 4, 8, 10 a 5. Preto jediné moznosti si
po = 11 alebo py = 23. Najvicsie trojciferné prvoéislo s cifernym siétom 23 je 977. Ked'ze 977 > 911, ¢o je najviicsie
trojciferné prvoéislo s cifernym siétom 11, hladané éislo je 977.



Uloha 20. V trojuholniku ABC splitajticom |AB| = |AC| niektord os strany pretina jednu z vysok v jedinom bode
leziacom na obvode trojuholnika ABC. Uréite vietky mozné velkosti uhla ACB v stupiioch.

Vijsledok. 45°, 67,5°

Riesenie. Oznacéme skimany prieseénik X a stred AC ako F. VSimnime si, ze vyska vedica cez X musi byt t4, ktord
prislicha tej istej strane, na ktorej lezi X. Teraz preskiimame vSetky mozné polohy bodu X.

Ak X lezi na zdkladni BC, musi byt prieseénikom vysky z A a jednej z osi strdn. Zo symetrie trojuholnika ABC
vidime, Ze tato vyska je zhodné s osou BC, takze jediny priesecnik musi byt zdrovei prieseénikom s jednou zo
zostavajucich osi. Zo symetrie potom vyplyva, ze tato vyska vlastne pretina obidve osi AB aj BC v jedinom bode.

A

B X C

Kedze FX je os AC, trojuholnik AXC' je rovnoramenny. Dalej mame |[<AXC| = 90°, a preto |[<ACB| = |<ACX| =
45°.
Ak X lezi na AB, potom musi byt prieseénikom vysky z C a osi AC.

A

B C

Rovnako ako v predoslom pripade, trojuholnik AXC je rovnoramenny a pravouhly s pravym uhlom pri X, z ¢oho
|[<BAC| = |<X AC| = 45°. Preto v tomto pripade

|<ACB| = 1(180° — |<BAC|) = 67,5°

1
2

Pripad, kedy X lezi na AC' je uplne symetricky.

Uloha 21. Zistite sticet vietkych kladnych delitelov &isla 3599.
Poznédmka: Medzi delitelov patria aj 1 a 3599.
Viysledok. 3720
Riesenie. Mame
3599 = 3600 — 1 = 60> — 1 = (60 + 1)(60 — 1) = 59 - 61.
Je Tahké vidiet, Ze 59 aj 61 si prvocisla, takze odpoved je 1+ 59 + 61 + 3599 = 3720.

Uloha 22. Sestry Danka, Janka a Anka si urobili opekacku s parkami. Danka kipila 17 parkov, Janka 11 a Anka
nekupila ziadne. Ked vsetky zjedli, tak sa rozhodli, Ze si rozdelia ndklady rovnym dielom. Kolko pefiazi by mala dostat
Danka, ak Anka zaplatila 28 eur svojim sestram, aby splatila dlh?

Vysledok. 23
Riesenie. Anka zaplatila presne jednu tretinu celkovych ndkladov, takze vietky parky dohromady stéli 28 - 3 = 84 eur.

Danka zaplatila za 17 parkov z 28, teda 84 - 17/28 = 51 eur. Ked'Ze sestry si ndklady rozdelili rovnym dielom, mala
zaplatit len 28 eur, preto by mala dostat 51 — 28 = 23 eur.



Uloha 23. Odvesny pravouhlého trojuholnika maja deky 11 a 23. Dve strany Stvorca so stranou diiky t lezia na
odvesnéach trojuholnika a jeden vrchol lezi na jeho prepone ako na obrazku. Najdite ¢.

23

11

Viysledok. %
Riesenie. Sivy trojuholnik na obrdzku je pravouhly a m4 jeden uhol spoloény s velkym trojuholnikom, takze tieto dva
trojuholniky st podobné.

23 -1

Pomer dizok odvesien mus{ byt rovnaky pre oba trojuholniky, z éoho dostdvame rovnicu

23—t 23
t 11

s rieSenim ¢ = 253/34.

Uloha 24. Nijdite najmensie kladné celé &fslo n také, ze 1119 - n je rovné siéinu troch po sebe iducich celych &fsel.
Vysledok. 840

Riesenie. Kedze 11 a 19 st prvoéisla, jedno z troch po sebe idtcich &fsel nachddzajicich sa v sti¢ine musi byt delitelné
11 a jedno, nie nutne iné, delitelné 19. Navyse, ked'Ze sti¢in je kladny, vietky tri ¢isla musia byt tiez kladné. TakZe
hladdme malé kladné nasobky 11 a 19 liSiace sa najviac o 2. Najmensie st 3 -19 = 57 a 5 - 11 = 55, takZe musime stéin
doplnit o 56, aby sme dostali 55 - 56 - 57 = 11 - 19 - 840. Hladané &islo je teda 840.

Uloha 25. Uvazujme polkruznicu so stredom C' a priemerom AB. Bod P na usecke AB spfﬁa nasledujicu vlastnost:
laserovy lu¢ vychadzajuci z P smerom kolmym na AB sa odrazi od polkruznice v bodoch D a E spliajuc zdkon odrazu,
teda |<PDC| = |<EDC| a |[<DEC| = |<BEC|, az napokon pride do bodu B. Uré¢te |<DCP| v stupiioch.

FE

Vysledok. 36°

Riesenie. Oznatme |<DCP| ako a. Kedze D a E oba lezia na kruznici so stredom C, ADCE je rovnoramenny
trojuholnik so zédkladniou DE. Z prvej danej rovnosti |<PDC| = |[<EDC]| plynie, ze ACDP je zhodny s polovicou
ACDE (konkrétne s ACDM, kde M je stred DE). Pouzitim aj druhej rovnosti mame, ze |[<BCE| = |[<FECD| =
2|<<DCP| = 2a a ked'ze tieto tri uhly tvoria dokopy priamy uhol mame o + 2a + 2a = 180° = o = |<DCP| = 36°.



Uloha 26. V krajine sa nachadza 2020 miest oznacenych 1,2, 3, ...,2020. Prezident sa rozhodol vybudovat Zelezni¢ni
siet. Aby ugetril peniaze, postavil trat len medzi dvojicami miest oznacenych a a b, a < b, ktoré Spfﬁajli nasledujicu
podmienku: &slo b je nasobok a a neexistuje ¢ také, Ze a < ¢ < b, kde ¢ je ndsobok a a b je nasobok c. S kolkymi
d'alsimi mestami je spojené mesto 427

Vysledok. 18

Riesenie. Uvazujme dvojicu spojenych miest. Jedno z nich musi mat o jedno prvoéislo viac v prvoéiselnom rozklade.
Nemo6zu mat tiplne rovnaké prvoéisla, pretoze to by znamenalo, Ze obe mest4 by boli jedno a to isté. Na druhej strane,
nemozu sa ligit v dvoch alebo viacerych prvoéislach. Pre¢o? Ozna¢me p, ¢ prvoéisla v ktorych sa budi lisit (nie nutne
rozne) a nech mestd a, b = a - p - ¢ si spojené. Potom a - p delf b, éim porusuje druhi podmienku.

Mesto s ¢islom 42 ma prvociselny rozklad 2 - 3 - 7. To znamen4, ze mesta s nizs§imi ¢islami spojené s tymto mestom
su tri a maju tieto prvocéiselné rozklady: 2-3,2-7 and 3 - 7.

Cisla miest vicsie ako 42 sa daji zapisaf v tvare 42 - p pre nejaké prvocislo p. Najvicsie také prvocislo spfﬁajﬁce
42 - p < 2020 je 47, takze p € {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41,43,47}. To znamen4, Ze existuje pitnast dalsich
miest spojenych s mestom ¢islo 42, teda dohromady ich je 18.

Uloha 27. Marek vymyslel novi §achovi figlirku nazvant blesk. Blesk sa vie pohybovat dopredu ako veza a dozadu
ako jazdec - tak, ako je ukazané na obrdazku. Marek ho polozil na stredné policko Sachovnice rozmerov 3 x 3 a pohol
bleskom 2020-krat podla pravidiel. Najviac kolkokrat mohol blesk navstivit niektoré jedno policko? Poéiatoénd pozicia
blesku sa nepocita ako navsteva policka.

X|X|[X|X

X X

Vysledok. 673

Riesenie. 7 pravidiel je jasné, Ze ak sa blesk pohne z jedného poli¢ka na druhé, nemoze sa vratif na pociatoéné policko
v nasledujtiicom tahu. Vie sa v8ak na toto policko vratit po dvoch tahoch, aj na Sachovnici 3 x 3, ako je vidiet na
obrazku:

1A
2 \
/

1 y'd
A B C

Ak sa teda blesk dostane na jedno z policok Al, A3, C2, mdze sa zacaf ,cyklit“ a navstivit kazdé z tychto policok v
kazdom trefom fahu.

Ak blesk zaéina na B2, jeho jediny mozny prvy tah je krok ako pegiak na B3 a d'alsie moznosti st Al alebo C1
krokom jazdca. Al je teda dosiahnutelné z B2 dvomi fahmi, ale blesk sa nemoéze priamo pohntit na B2 z Al alebo C1
(¢fm by mal cyklus troch tahov skor), takze musime pouZit aspon dva fahy, aby sme sa dostali do takého cyklu. Ostdva
tak 2018 fahov na cyklenie bleskom a kedZe 2018 = 672 - 3 + 2, blesk moZe urobit 672 cyklov. Policko Al pritom
nav§tivi 673-krat.

Uloha 28. Dé4vid pretekal so slimakom na okruhu so §tartom a cielom v tom istom bode. Zacali v tom istom ¢ase,
bezali v tom istom smere a stretli sa v cieli. Slimak bol v8ak rychlejsi, takze spravil viac koleciek ako David, ktory
presiel iba tri kold. Ddvid a slimdk sa tak navzajom stretli 2020-krdt, vratane stretnuti na starte a v cieli. Na d'alsf deii
bezali ten isty zavod, ale David zmenil smer, v ktorom bezal. David znovu odbehol iba tri kolecka. Ich rychlosti boli
rovnaké ako deit predtym. Kolkokrat sa stretli v druhom zdvode?

Vysledok. 2026

Riesenie. Predpokladajme, Ze slimak spravil presne n kol pocas zévodu. Rychlost Davida bola 3 a rychlost slimaka
bola n (v koldch za zdvod). Potom orientovand vzdialenost Dévida a slimdka bola na konci n — 3. Stretli sa vzdy, ked
tato vzdialenost bola celo¢iselnd (teda na okruhu sa nachddzali na tom istom mieste), takZe sa stretli n — 3 réz, ak by
sme neratali stretnutie na zaéiatku, preto n = 2022. Ked' bezali opaénymi smermi, ich findlna orientovans vzdialenost
bola n 4+ 3 = 2025, takze sa stretli 2025 raz ak by sme nerétali start, teda dokopy 2026 raz.



Uloha 29. Matus sa hré pocitacovi hru, v ktorej zbiera tri typy magickych predmetov: podporné, titoéné a obranné.
Kazdy z tychto predmetov moze byt na trovni 1 az 10. V tejto hre moze skombinovat dva predmety rézneho typu,
ktoré maji rovnaki droven a ziskat predmet treticho typu s tiroviiou o jedna viésou. Napr. ak skombinuje obranny
predmet na tdrovni 3 a podporny predmet na tirovni 3, tak vznikne tdtoény predmet tirovne 4. Kolko najmenej itoénych
predmetov trovne 1 musi pozbierat aby ziskal Gitoény predmet tirovne 10, pricom predpokladdme, Ze mé k dispozicii
neobmedzené mnozstvo podpornych a obrannych predmetov irovne 1?7

Vysledok. 170

Riesenie. Oznacme p;, 0;, u; pocet predmetov podpory, obrany a ttoku na uroveni i potrebnych na zisk jedého
predmetu toku drovne 10. Méme pig = 019 = 0, u19 = 1. Pravidld o kombinovani predmetov vieme zapisat

Pi—1 = 0; + uy,
0j—1 = U; + P,
Ui—1 = Pi + 04

pre vietky i € {2,...,10}. Podla tychto pravidiel vieme vyplnit tabulku 10 x 3, tak, ze hodnota v kazdom policku
(okrem policok v prvom riadku) je sicet dvoch éisel v riadku o jedna vyssie, ale v inom stlpci:

0 0 1
1 1 0
1 1 2
3 3 2
) 5 6
11 11 10
21 21 22
43 43 42
8 8 86
171 171 170

Spravna odpoved je preto 170.
Iny pohlad je uvedomit si, Ze p; = 0;, nakolko st podporné a obranné predmety navzdjom vymenitelné. Taktiez sa
d4 jednoducho pomocou matematickej indukcie dokdzat, ze |u; — p;| = 1. Toto plati aj pre i = 10 a

|ui—1 —pi—1| = [(pi +0i) — (ui +0;)| = |pi — wi| = 1.
Pre sticet vsetkych predmetov plati
Pi—1+0i—1 +ui—1 = (0; +ui) + (u; +pi) + (pi +0i) = 2(pi + 0; + u;),
so p1 + 01 +up = 27 = 512. Ked dédme tieto dva poznatky dokopy, tak ziskame, Ze p; = 0, = 171 a u; = 170.

Uloha 30. Jozko si kipil zmrzlinu v kornitku. Zmrzlina mé tvar gule s polomerom 4 cm, kornitok m4 tvar kuzela.
Jozko si v§imol, ze zmrzlina bola v kornitku ulozend nasledovnym sposobom: stred gule bol presne 2 cm nad podstavou
kuzela a plast kuzela koncil préave v mieste, kde sa dotykal gule. Aky objem mal kornitok - kuzel? Pozndmka: Dotyk
gule a kuzela je mysleny tak, Ze kazdé priamka na kuzeli prechadzajica jeho vrcholom je vskutku dotyénica gule.

Vysledok. 24r
Riegenie. Ozna¢ime |AC| = 4 polomer gule, |BC| polomer podstavy kuzela a |BD| jeho vysku, vid obrazok. Z
Pytagorovej vety pre trojuholnik AMC dostédvame |BC|? = |AC|?> — |AB|? = 16 — 4 = 12. Z podobnosti trojuholnikov

ABC a CBD potom méme % = %. Objem kuzela teda vieme vyjadrif ako

|BC? w12

- 2.
AB| ~ 3.2 i

1 1
V= g7r|BC\2'\BD| = g7r|BO|2



Uloha 31. Pouzijic kazdu cifru 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, a 9 prave raz, Stevka vytvorila dve §tvorciferné ¢isla, ktoré potom
séitala dokopy. Néjdite najvacsi mozny ciferny sucet vysledku.
Vysledok. 31

Riesenie. Pripomeiime si najprv zdkladni vlastnost séitania: éfsla séitavame cifru po cifre s tou vynimkou, Ze musime
spravne séitat prenosy. Teda séitavame $tyri dvojice cifier a prenosy. Ked'Ze séitavame iba dve &isla, prenosy st najviac
1.

Oznacme teraz Stevkine ¢isla a a b a ciferny sicet ¢isla n ako S(n). Potom plati S(a +b) = S(a) + S(b) — 9 - ¢, kde
¢ je pocet nenulovych prenosov. Spocitame S(a) + S(b) =1+2+3+4+6+ 7+ 8+ 9 = 40, takze mozné hodnoty
S(a+b) st 40, 31, 22, 13 a 4.

Nie je viak mozné dosiahnut 40, pretoze cifra 9 séitand s akoukolvek nenulovou cifrou je viésia alebo rovné 10,
zatial éo 31 vieme dostaf napriklad takto: 9678 + 4321 = 13999; 1 +3 + 9+ 9+ 9 = 31. Vysledok teda znie 31.

Uloha 32. Vo vyrad ovacom tenisovom turnaji je osem hra¢ov nadhodne priradenych k 6smim volnym koncom na
spodku grafu na obrazku. Nasledne sa hraju tri kold podla grafu — vitaz zédpasu vidy postupuje do d’alsicho (vyssieho)
kola. V nafom turnaji si dvaja profesiondlni hraci a Sest zaciatoénikov - jednym z nich je Juro. Lubovolny profesiondlny
hréac¢ vzdy porazi zaciatocnika a sily kazdych dvoch profesiondlov ¢i zaciatoénikov si vyrovnané, takze kazdy mé rovnaki
Sancu na postup. Aka je pravdepodobnost, ze Juro bude hraf v poslednom kole?

Vysledok. ﬁ

Riesenie. Uvazujme polovicu hracov, do ktorej patr{ Juro. Juro bude hrat findle prave vtedy, ked obaja profesionalni
hraci zacinaju v druhej polovici a on porazi ostatnych troch zaciato¢nikov vo svojej polovici.

Zacnime s pevne danou Jurovou poziciou v grafe a pod me umiestnit dvoch profesiondlnych hracov. Pravdepodobnost,
Ze obaja p6jdu do druhej polovice je % . %. Vyuzitim toho, Ze vetci zaciatocnici maji rovnaki Sancu, pravdepodobnost,

ze Juro vyhré dva zdpasy proti nim je 1 - 3. Hladana pravdepodobnost je preto 2 - 2.1 .1 = L.

7 6 2 2 14

Uloha 33. Na tabuli st napisané &isla
1

1
727377100

V kazdom kroku zoberieme dve z &fsel - povedzme, Ze a a b, zmaZeme ich a na tabulu napiSeme &fslo

1

ab
a+2ab+b

Tuto proceduru opakujeme, kym na tabuli nezostane iba jedno ¢islo. N4jdite vSetky mozné hodnoty tohto cisla.
Vysledok. ﬁ
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Riesenie. V§imnime si, ze ak ¢islo n nahradi ¢isla a a b tak mame

1 a+2ab+b 1 1
— = =+ - +2
n ab a b

Z toho je vidiet, ze ak pri kazdom kroku zvysime celkovy stcet o 2. Kedze mdme 99 krokov, tak posledné éislo spfﬁa
101 - 100

1
7:2.99+1+2+.“+100:198+T:5248'

o, ;1
Preto je ¢islo rovné 5.

Uloha 34. Majme trojuholnik ABC' s obsahom 1. Predizme jeho strany BC, CA a AB do bodov D, E a F ako je
na obrézku tak, ze |BD| = 2|BC|, |CE| = 3|CA| a |AF| = 4|AB|. N4jdite obsah trojuholnika DEF'.
E

AN

Vysledok. 18
Riesenie. Oznacme H 4 a Hg pity kolmic z bodov A a E na priamku BC.
E

L B/IN N

F

Pravouhlé trojuholniky CAH4 a CEHg st podobné, preto spolu s |CE| = 3|CA| ndm davaju |EHg| = 3|AH4|. Zo
vztahu |CD| = |BD| — |BC| = |BC| dostaneme, Ze obsah trojuholnika CDFE je rovny

$-CD-EHp=3-%4-BC-AH, =3.

Podobny argument pouzijeme na trojuholniky AEF a BF D a ukdzeme, Ze ich plochy st postupne 2-4 =8 a 3-2 = 6.
Celkova plocha je potom 1+ 3+ 8+ 6 = 18.

Uloha 35. Krélovsky vyberaé dani zozbieral tri vrecks po sto minci. Kazd4 minca v prvom vrecku vazi 10 gramov, v
druhom 11 gramov a v trefom 12 gramov. Nanestastie si nepoznacil, ktoré vrecko je ktoré. Kral mé véhu, ktora ukdze
hmotnost v gramoch az do hmotnosti N € N — ak je na vahe viac ako NN, vaha ukdze N. Kral chce zistit, ktoré vrecko
obsahuje aké mince tym, ze odvéazi nejaké mince z vreciek v jednom vazeni. Akd je najmensia mozna hodnota N taks,
ze sa mu to vzdy podari?

Vysledok. 47

Riesenie. Oznaéme pocet mincf vybranych z vreciek postupne a, b a c. Viimnime si, Ze &sla musia byt rézne, pretoze
inak nevieme rozligit prisluiné vreckd. Hladdme najmensie mozné éisla a, b a c také, Ze a -k +b -1 + ¢ - m si po dvoch
rozne Cisla a ¢isla k, [, m s ¢isla 10, 11 a 12 v nejakom poradi.

Najmens$ia mozn4 trojica je a = 0, b =1 a ¢ = 2, ale tato trojica nevyhovuje, nakolko 32 = 2-10 + 12 = 2- 11 + 10.
Druhda najmensia mozné trojica je a =0, b =1 a ¢ = 3, ktora uz Spiﬁa podmienky:

3.10+ 11 = 41,
310 4 12 = 42,
311+ 10 = 43,
311 + 12 = 45,
312410 = 46,
312411 = 47.

Véha musi ukazovat hmotnost a7 do 47 gramov.
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Uloha 36. Robber-ta sa rozhodla podstipif anandsovi diétu. KaZzdy deii sa o jednej poobede pozrie na svoje zasoby
ananasov. Ak ma nejaky anands, tak zje prave jeden. Ak nemé ziadne anandsy, tak ide do obchodu a kupi o jeden
anands viac ako kedykolvek mala. Robber-ta si kiipila svoj prvy anands v deii &slo 1 o druhej poobede. Kolko anandsov
maé v den ¢islo 2020 o druhej poobede?

Vysledok. 59
Riesenie. Oznacme pocet anandsov v den ¢islo ¢ o druhej poobede ako a(i). Prvé dva dni, v ktoré m4 prazdne

anandsové zasoby si dni 2 a 5 a Robber-ta vzdy zvicSuje svoj ndkup o jeden ananas. Rozdiely v pocte dni, kedy
Robber-ta nem4 zdsoby anandsov, tvoria postupnost 3,4,5,.... Dni, kedy m4 Robber-ta prazdne zdsoby maju &isla

n(n+1)
2

24344+ -+n=14+2+34+4+-- - +n—1= —1.

Nés zaujima, kedy naposledy pred 2020. diiom nemad zasoby a teda pojde do obchodu. Vyriesime kvadraticku rovnicu

%w(m +1) — 1 =2020. M4 jedno zaporné riesenie, ktoré je nepodstatné a jedno kladné riesenie 7”62169 — %, ¢o je cislo
medzi 63 a 64. Teda 62 krat sa jej mind zasoby a posledny taky deit bude den ¢islo % — 1 =2015. Postupnost a(i)

nésledne pokracuje 63,62,61,60,59,..., a teda hladany pocet anandsov a(2020) je 59.

Uloha 37. Chovatel prasiat Tom4s m4 vybeh o ploche 252m? pre svoje prasatd. Vybeh je rozdeleny plotmi tak, ze
vniitro je rozdelené na 16 obdlznikovych oblasti so stranami s celoéiselnymi dlzkami. Oblasti maji plochu udani v m?
ako na obrazku. Ndjdite vSetky moznosti velkosti plochy oblasti, ktord je vpravo hore na obrizku oznacens otdznikom.

24 ?
18 12

12
30 | 10

Vysledok. 8, 24

RieSenie. Najprv si viimnime pomer medzi §irkou prvého a druhého stipca (30 : 10) a prvého a tretieho stipca (18 :12).
Taktiez vieme zistit pomer medzi prvym, druhym a §tvrtym riadkom (24 : 18 : 30). Zjednodusenim pomerov dostaneme
3:1:2a4:3:5 postupne pre stlpce a riadky. Dopliime tabulku hodnotami podla pomerov a treti riadok so stvrtym
stlpcom vyplnime v zavislosti od celoéiselnych parametrov = a y tak, aby odzrkadlovali pomery.

24 | 8 |16] 4y
18| 6 |12] 3y

3z r |2x| 12

30 | 10 |20]| 5y

Pomer medzi vyskami druhého a tretieho riadku vieme vyjadrit ako 12 : 2x z tretieho stipca a ako 3y : 12 zo Stvrtého
stlpca (ako v Sedej oblasti na obrézku). Tieto hodnoty musia byt rovnaké, a preto 12 : 2z = 3y : 12 alebo y = 24/x.
Nakoniec porovnajme plochu celého vybehu so sumou ¢asti a dostaneme rovnicu

24
96 = 6z + 12y = 6z + 12;,

alebo
0=2a?— 161 +48 = (x — 4)(z — 12).

Mozné riesenia si x = 4 alebo y = 12, teda pre pravy horny obdlznik bud y=6aS5=24 alebhoy=2a5=_8.
Uloha 38. Ondro a Janko nakreslili obaja kruznice na kus Stvorcekového papiera so stvorcekami rozmerov 1 x 1.

Obe kruznice prechadzaji cez presne tri mrezové body. Ondrova kruznica ma polomer g, Jankova je este mensia. Aky
je polomer Jankovej kruznice?

Visledok. 52
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Riesenie. Nech A, B,C st mreZové body na Jankovej kruznici. Vieme, Ze polomer musi byt mensi ako g, takze
vzdialenost medzi A a B je najviac g Preto, az na rotacie, su vSetky relativne pozicie A a B zobrazené na obrazku:

- ® ] L . L . . - ™ . .
L " L » L] . . . 3 - . -
[ ] L] L L] [ ] L] L ] L] L] L] [ ] L]

V kazdom pripade vieme néjst os tisesky AB. Os tsectky je priemerom kruznice, a teda aj osou zobrazenia. Aby
existovalo iba jediné C, tak musf bud lezaf na tejto osi alebo tak, aby jeho obraz nebol mrezovym bodom. Moznost 1
je preto urcite nevyhovujica.

L] L L] L] 13 - . . . - - .
_."-f
o -
F
4 -
i -
L . - L] o & - ————8 ® -7 W L]
r
r a
_____________ -
I
F
-
[ ] . - o [ . [ ] L] L] L] L ] -

Pre moznost 2 je jeding moznost, ked C' lezi na osi. Navyse pozicie A, C a B, C musia spliiaf rozlozenie 2, 3 alebo 4
az na rotaciu. To nam déva Jankovu kruznicu.

Stale viak potrebujeme néjst jej polomer. Na to pouzijeme algebru. Zaved'me stiradnicovy systém tak, ze body A, B, C
maji siradnice (1,0), (0,1) a (2,2). Dosadenim tychto hodnét do vSeobecnej rovnice kruznice (x — h)? + (y — k)2 + r?
dostaneme rovnice:

(1—h)2+(0—k)?=1-2h+h>+E> =12,
O0—h)2+(1—k)?=h*+1-2k+k*>=1r%
(2—h)?2+2-k)?=4—4h+h>+4— 4k +k* =1

Od¢itanim druhej od prvej dostaneme
1-2h—142k=0=h=k.

Teraz porovnanim prvej a tretej rovnice dostaneme
2(4 — 4h 4+ h?) =1 — 2h + 2k,

Lahko dopocitame, ze 72 = 23 a teda r = %.

Uloha 39. Sedem trpaslikov nosf sedem ¢iapok réznych farieb. Carodejnik Farbius chce vymyslief kiizlo na zmenu
farieb ¢iapok tak, aby:

e farba kazdej ¢iapky zavisela iba na predchadzajicej farbe, nie na tom, ktory trpaslik ju ma a ani na tom, aké si
ostatné ciapky.

e po pouziti kiizla vietkych sedem povodnych farieb sa bude stale vyskytovat na nejakych éiapkach

e ak Farbius pouzije to isté kizlo dva alebo trikrét za sebou, tak Ziadny trpaslik nebude nosit ¢apku s povodnou
farbu.

Kolko takych kiziel vie Farbius vymysliet?
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Vysledok. 6! = 720

Riesenie. KedZe vietky farby zostani pritomné po pouziti kizla, tak je jasné, Ze kizlo iba poprehadzuje farby ¢iapiek.
Predstavme si, Ze nejaka Ciapka si ponechd svoju farbu, potom po dvoch kizlach si ponechd ti istu farbu a teda mame
spor so zadanim. Preto si ziadna ¢iapka nenechd svoju farbu. Nech teraz posleme farby a a b nésledujicim spdsobom:
a — bab— a, to tiez zjavne vedie ku sporu. A taktiez pre tri farby a, b, a ¢ a kizlo a = b b — ¢, ¢ — a vedie ku
sporu, pretoze po troch kuzlach by farba a skonéila znovu na farbe a. MoZeme si teda viimnut, Ze nemozeme mat
ziaden separdtny cyklus dfzky 1, 2 ani 3 a ked'Ze mdme iba 7 ¢iapok tak musia byt uz vietky v cykle. Takych cyklov je
6!; Pozrime sa na jednu farbu - potom je 6 farieb, na ktoré ju moze kiizlo zmenit. Pre dant farbu zostane 5 farieb, na
ktoré sa moze zmenit a tak d'alej, az kym nezostane iba jedna farba, ktord sa zmeni na nasu prvotnt.

Uloha 40. Majka ma ¢iselny zamok. Avsak, nie je to ziaden obycajny zamok. Kazdé jeho koliesko ma na sebe rozne
cisla. Prvé koliesko ma ¢isla od 0 do 4, druhé od 0 do 6, tretie od 0 do 10 a stvrté od 0 do 9. Majka vie, ze ak nastavi
kolieska tak, aby ukazovali 0,0, 0,0 a zatne to¢if vietkymi kolieskami siasne (takZe ako d'alsia sa ukaZe kombindcia
1,1,1,1), tak sa napokon dostane do kombindcie, ktora sa konéi na 5,1. Majka taktiez vie, ze ked sa to stane po
druhykrat, tak kolieska ukazu kombindciu, ktord odomkne zdmok. Pomézte jej ndjst kombindciu, ktord odomyks zdmok.

Vysledok. 1,6,5,1

Riesenie. Oznacme si ako z pocet otoceni koliesok, po ktorych prvykrat nastane kombinacia konéiaca sa na 5, 1.
Ked'7e na poslednom koliesku (ktoré méa spolu 10 &fsel) je &fslo 1, tak o musi ddvat zvySok 1 po deleni 10. Podobne,
aby sme na predposlednom (11-¢iselnom) koliesku dostali 5, tak x mus{ davat zvysok 5 po deleni 11. Hladdme teda
kladné celé éislo x, ktoré dava po deleni 11 a 10 postupne zvysky 5 a 1. Ked'Ze 10 a 11 s nestdelitené, podla éinskej
zvyskovej vety vieme, Ze spomedzi &isel 0,1,. .., 109 existuje prave jedno také &islo (oznaéme si ho ) a vietky d'alsie
také x dostaneme pripocitavanim 10 - 11 = 110 k ¢islu zg.

Jeden mozny sposob, ako najst g je vypisat si &fsla tvaru 11k + 5 (k je celé &islo) a vybraf si to, ktoré konéi na
1, ¢im dostaneme ¢islo 71. Toto je pocet otoceni koliesok potrebny na to, aby sme dostali kombinéciu konéiacu 5,1
poprvykrat. Z uvah vyssie vieme, Ze nasledujica takd kombindcia sa vyskytne po 110 otoeniach (a nie skor), t. j. po
110 + 71 = 181 otoéeniach od samotného zac¢iatku. Ked'ze 181 ddva zvysky 1 a 6 po deleni postupne éislami 5 a 7, tak v
tom momente bude zdmok ukazovat kombindciu 1,6, 5, 1.

Uloha 41. Na Stvoréekovi sief 4 x 4 polozime diagonalne Styri obojstranné zrkadla. Z kazdej zo Sestnastich tseciek
na hranici tabulky vysleme li¢ svetla kolmo na stranu, smerom do tabulky. Lii¢ ide rovno a zaboéi o 90° ak narazi na
zrkadlo. Liée niekedy opustia tabulku. Stalo sa, Ze prave §tyri li¢e maji jeden koniec vpravo a jeden hore, podobne
Styri liée maju jeden koniec vpravo a jeden dole, d’alsie styri liée maji jeden koniec vlavo a druhy hore a nakoniec
posledné styri liée maju jeden koniec vlavo a jeden dole. Pre kolko réznych konfigurdcii zrkadiel sa toto mohlo stat?
(Obrazok ukazuje jednu taku konfigurdciu zrkadiel a nejakych licov.)

)
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Vysledok. 144

Riesenie. Ked'ze mame k dispozicii iba styri zrkadld a kazdy 14¢ zatoéil tak v kazdom riadku a v kazdom stipci musi
byt prave jedno zrkadlo. To ndm d4 4! = 24 moZnosti; moznosti ako poloZif zrkadlo v prvom riadku je 4, potom
moznosti kam polozitf zrkadlo v druhom riadku je len 3 a tak d’alej.

Vd'aka obmedzeniam na pocet li¢ov zatdcajucich uréitym spoésobom je jasné, ze musime mat po dvoch zrkadldch
kazdého typu. Preto mame (;1) = 6 vyberov, ktoré zrkadld ako smeruju. Nakoniec vidime, ze vSetky konfigurdcie mame
popisané. Preto vSetkych moznosti je 24 - 6 = 144.

Uloha 42. Nech z; = 2020 a nech z,, = $Tn—1, kde a je najmensie prvocislo také, ze a nie je delitelom z,_1 a b je
si¢in vietkych prvocisel mensich ako a. N4jdite pocet roznych prvoéiselnych delitelov &isla z2g90.

Vysledok. 9

Riesenie. Vidime, Zze #1 =2-2-5-101 a x5 = 2-3-5-101. Je lahké vidiet, Ze ked' ¢len postupnosti je bez stvorcov (t;.
ziadne p? ho nedeli), vietky nasledujice éleny majui tiito vlastnost, preto mézeme reprezentovat éleny postupnosti x,,
viicsie ako x9 v bindrnej sistave ako b,,, kde na k-tej pozicii sprava je 1 prave vtedy, ked k-te prvocislo deli z,,. Dalie
pozorovanie je, ze by y1 = by, + 1, pre vsetky n > 2. Mame

bs = 100000000000000000000001115,
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bao20 = b2 + 111111000102 = 100000000000000111111010015.
—_——
=2018

7 definicie b,, je jasné, Ze pocet roznych delitelov z,, je pocet jednotiek v b,, a preto poéet rdznych prvoéiselnych
delitelov xag20 = 9.

Uloha 43. Taznice trojuholnika ABC' rozdeluji trojuholnik na Sest mensich trojuholnikov. Taziské tychto troju-
holnikov s1i vrcholmi Sestuholnika DEFGHI. Najdite pomer ploch medzi sestuholnikom DEFGHI a trojuholnikom
ABC.

Vysledok. %

Riesenie. Nasledujiici obrdzok zndzoriiuje situdciu zo zadania, pricom S je fazisko trojuholnika ABC a body M,,
M, M, st stredy stran trojuholnika ABC, body D, E, F, G, H, I su faziskd mengich trojuholnikov a nakoniec
D' E' ..., I' st postupne stredy strdn MyA, AM,,...,CM,.

Kedze AE' = ;AB a AD’ = ; AC, tak trojuholnik AE'D’ je rovnolahly s trojuholnikom ABC' so stredom rovnolahlosti
v bode A a koeficientom i. Obsah trojuholnika AE’'D’ je preto rovny % obsahu trojuholnika ABC. Obdobny vysledok
mame pre plochy trojuholnikov BG'F’ a CI'H’, teda pre estuholnik D'E’'F'G'H'I’ je obsah rovny 1 — 3 - % = %
obsahu ABC.

Dalej méme rovnolahlost so stredom v bode S a koeficientom %, ktors zobrazi Sestuholnik DEFGH I na Sestuholnik
D'E'F'G'H'T’, a tak dostaneme plochu sestuholnika DEFGHI ako

2B Be =

. AB
9 16 [ABC],

13
36
kde [ABC] znaéi obsah trojuholnika ABC. Hladany pomer je teda 2.

m+1

Uloha 44. Nech ajas,as ... je postupnost realnych é&fsel takych, Ze a1 = m(—1) — 2a,, pre vsetky kladné celé

¢isla m pricom a; = agpz. Najdite hodnotu a; 4+ as + - - - + ago19.
Vysledok. %

Riesenie. Séitanim rovnic pre m = 1,...,2019 dostaneme
(ag+as+---+ag)=1—-2+3—---+4+2019) —2(a; +as + - + az019)-
Pouzitim a; = asg29, to vieme preusporiadat takto:
3(ay +ag+---+ax9) =1-2+3—---4+2019=(1-2)+(3—4)+---+ (2017 —2018) +2019 = —1009 + 2019 = 1010.

Preto
ay +ag+ -+ a219 = 1010/3

V&imnime si, Ze postupnost realnych &isel skutocne existuje: Ak je dand a;, tak zvySok postupnosti je jasne dany
rovnicou zo zadania. Teda vieme é&len asgey skutoéne napisat iba v zavislosti od élenu ai, a spolu s podmienkou
a1 = ang2o dostaneme linedrnu rovnicu v aq; ktord sa déd vyriesit.
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Uloha 45. Na zemi je natiahnutych 5 dlhych Spagatov. Marek nasiel jeden koniec a Magda druhy koniec, tak ze sa
nevideli. Potom obaja na kazdej strane nahodne zviazali konce spagétov dokopy tak, Ze ostal na kazdej strane iba
jeden koniec $pagdtu nezviazany. Spagaty viazali po dvoch. Ak4 je pravdepodobnost, ze Marek a Magda zviazali konce
Spagatov tak, ze nakoniec vznikol jeden dlhy Spagét?

Vysledok. 8/15

Riesenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze Spagaty, ktoré si ozna¢ime A, B, C, D, a E si na Marekovej
strane zviazané nasledovne: A mé volny koniec, B je zviazané s C a D je zviazané s E. Mozeme pozorovat, Ze pri
takychto podmienkach vieme ziskat jeden sivisly spagat vtedy a len vtedy ak na Magdinej strane zviaZeme Spagét A s
niektorym so $pagatov B, C, D, E (4 moZnosti) a ndsledne zviaZeme ostavajiici volny koniec daného péru s jednym z
dvoch koncov druhého péru (2 moznosti)— napriklad, ak A zviazeme s B, potom musime zviazat koniec §pagatu C' so
§pagatom D alebo E. Tym padom to méme dokopy 4 - 2 = 8 moznosti. Celkovy poéet moznosti, ako vieme zviazat
konce §pagdtov na Magdinej strane je 15: Najprv si vyberieme, ktory koniec $pagdtu ostane nezviazany (5 moznost{) a
zvySok je uz jasne urceny tym, ako sparujeme jeden konkrétny koniec so zvysnymi troma koncami (3 moznosti). Preto
tvrdime, Ze pravdepodobnost s akou Magda zviaZe $pagéaty do jedného dlhého $pagétu je 8/15.

Uloha 46. Nazveme &islo 2-prvocislo, ak hocijaky par jeho po sebe iducich cifier tvori iné dvojciferné prvocislo.
Napriklad, 237 je 2-prvoéislo, zatial ¢o 136 a 1313 nie si. Najdite najvicsie 2-prvoéislo.
Vysledok. 619737131179

Riesenie. Uvazujme nad problémom ako nad orientovanym grafom na 4 vrcholoch oznacenych 1, 3, 7 a 9, kde dva
vrcholy su spojené sipkou prave vtedy ked prislusné dvoj-ciferné éislo je prvoéislo. Viimnime si, Ze mame sipku z 1 do
1, reprezentujicu ¢islo 11.

Pripustme na chvilu, Ze existuje cesta cez vietky hrany, kazdud prave raz. Potom najvicsie 2-prvoéislo ndjdeme prilepenim
6 alebo 8 na zaciatok postupnosti takej cesty. Vskutku je to podla definicie 2-prvoéisla, ze vietky cifry okrem prvej
musia byt {1,3,7,9} a Ziadna sipka neméze byt pouzitd dva krat. Preto, Ziadne 2-prvoéislo neméze maf viac cifier ako
pocet Sipiek plus dva. (jednu za pridanie prvej cifry a jednu za to, Ze pocitame cifry nie $ipky) teda maximdlne 12. Na
zatiatku nemoze byt 7 ani 9 lebo by sa musela opakovat hrana A ked'ze, 61, 83, 87 a 89 sii prvoéisla, nepotrebujeme
menej cifier.

Teraz potrebujeme ndjst spomenuti cestu. Vsimnime si, Ze z 9 vychadza o §ipku menej ako do nej prichddza, kym o
jednu sipku do 1 prichadza viac ako vychadza. Ostatné dva vrcholy st v tomto zmysle vyrovnané. Z toho je jasné,
ze nasa prechddzka musi zac¢af v 1 a skonéit v 9. Z jednotky prejdeme na 9 nakolko je to najviési sused, potom do
7 a nemdzme sa vratit do 9 lebo by sme skonéili. Potom pokracujeme na 3 znovu spif na 7 a tak d'alej, v zmysle
" pazravého postupuiiz kym nedostaneme cestu 19737131179 ked'ze 81 nie je prvoéislo tak musfme mat 619737131179
ako najvécsie 2-prvocislo

Uloha 47. Nech O je stred opisanej kruzmice trojuholnika ABC. Dalej nech body D a I lezia postupne na tseckdch
AB a AC, tak, ze O je stred tusecky DE. Ak |AD| =38, |BD| =3, a |AO| =7, urcte dlzku usecky CE.

Visledok. 421
Riesenie. Zvézme symetriu s vzhladom na stredovy bod O a oznaéme jednotlivé vzniknuté obrazy pomocou &iarky.
Pozorujeme, ze body A’ a B’ lezia na opisanej kruznici trojuholnika |[AABC| a D' = E (teda E’ = D). Z Pytagorovej
vety v provouhlom trojuholniku AA’B’ (vSimnite si, ze AA’ je priemer opisanej kruznice) ndm déva

|AB']> = |[AA')? — [A'B'|> = 14° — |AB|* = 14> - 11* = 75.
Kedze |[<AB'E| = |[<A’BD| = 90°, z Pytagorove]j vety v AAB'FE vieme

|AE| = \/]AB']2 + |[BD|? = V75 + 9 = 2V/2L.

Kedze E (obraz D) lezi na A’B’ (obraz AB) a ked'ze §tvoruholnik AB’C' A’ je tetivovy, dostaneme, ze AAB'E ~ AA'CE.

7 toho dostaneme
|CE| _ |B'E)|

|A’E|  |AE)|

16



a dospejeme k zaveru
|\BD| 3 4/21

CE| = |AD|- 8- =
(CE| = |AD)| =

[AE|

A

Alternativne riesenie: Mocnost bodu D vzhladom na opisant kruznicu trojuholnika AABC s polomerom r = AO je

rovna

~3-8=—|DB|-|DA| = |OD|* —r* = |OE| = |OD| = V49 — 24 =5

(minus je pritomné kvoli tomu, ze bod D lez{ vnutri kruhu). Z kosinusovej vety v AADO dostaneme
82 =524+ 72 —2.5-7-cos(|<AOD)).
Kedze cos(|<AOE]) = cos(180° — [<AOD|) = —cos(|<AOD|) = —1, t4 istd veta pre AAOE potom ddva
|AE]> =72 + 5% —2.5- 7 cos(|[<AOE|) = 84 = |AE| = V84 = 2/21.
Podobne ako vyssie z mocnosti bodu E vzhladom na opfsant kruznicu AABC dostaneme

24 44/21

—2V21.|EC| =52 -7 = |EC| = —— = Y=
|EC| |EC] Vol -

Uloha 48. Obdlznik s rozmerom 7 x 24 je rozdeleny na Stvorce s rozmermi 1 X 1. Jedna z jeho diagondal odrezéva z
niektorych tychto stvorcov trojuholniky. Aky je sticet obvodov vSetkych tychto trojuholnikov?

Vysledok. % = 18%

Riesenie. Nech 24 je sirka a 7 je vyska obdiznika. Diagonéla ide z Iavého dolného rohu do horného pravého rohu
a ma sklon 2—74. Ked prechadza cez §tvorec, odrezava trojuholnik vtedy a len vtedy ked krizuje horizontalnu stranu,
ktord oddeluje dva stvorce. Ked'ze sklon je konstantny, moéZeme preusporiadat tsecky dvoch trojuholnikov, ktoré si

odrezané z tychto dvoch §tvorcov na jeden velky pravy trojuholnik so §irkou 1. Potom odvesny majui diZky la % a

dizka prepony je /1 + (2774)2 _ %.
7
/ 24
1
Sticet dizok tychto dvoch trojuholnikov je %. Diagondla prechédza cez horizontdlne steny presne Sestkrat, plus dva

velké pravé trojuholniky vyssie uvedenych rozmerov sii odrezané z prvého a posledného, ktorym diagonala prechidza.

Takze sucet vsetkych dlzok obvodov trojuholnikov je 8 - % = %.
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Uloha 49. Kladné celé é&fslo n nazveme dvihajice ak sa da dostat z lubovolného poschodia 8787-poschodovej budovy
na lubovolné iné poschodie, ked sa mézeme hybat iba 2020 poschodi smerom nahor a n poschodi smerom nadol. Najdite
najvécsie dvihajuice ¢islo.

Poznamka: Budovu volame k-poschodova ak mé prizemie a k nadturovitovych poschodi.

Vysledok. 6763

Riesenie. Aby sa dalo vébec pohnif z poschodia 2019 musi platif 2019 4+ n < 8787 = n < 6768. Dalej, podmienka
d :=1sd(2020,n) = 1 je nutnd, lebo medzi poschodiami a a b sa vieme hybaf ak plati d | @ — b. Pozrime sa na rozklad
2020 = 22 - 5-101. Vieme vylicit niekolko najvicsich kandidatov pre n: 6766 je delitelné éislom 2, 6765 je delitelné
¢islom 5, 6764 je delitelné ¢islom 2. Vsimnime si, Ze nsd(6763,2020) = 1.

Dokézme, Ze 6763 je dvihajice. S pomocou Euklidového algoritmu (alebo podla Bézoutovej identity) vieme néjst
celé éfsla = a y t.z. 6763z — 2020y = 1. Mozeme dokonca predpokladat, Ze = a y st nezaporné, lebo ak pripoéitame
2020 ku x a 6763 ku y, rovnost sa zachovd. Zaéinajiic na poschodi 0 < f < 8786, tvrdime Ze vieme uskutoénit x fahov
hore a y tahov dole tak, Ze zostaneme v budove a skonéime na poschodi f + 1. Nakolko plati 2020 + 6763 < 8787,
vZzdy sa vieme pohnif aspon na jednu stranu. Ked sme pouzili vietky tahy hore (resp. hore), museli sme skonéit pod
(resp. nad) poschodim f + 1. Potom mézeme uskutoénit chybajiice fahy a dostat sa na poschodie f + 1. Podobne sa dé
ukdzat, Ze vieme z poschodia 1 < f < 8787 zist o jedno poschodie nizsie. Teda 6763 je najvicsie dvihajice &islo.

Uloha 50. V kryptograme

R E D
+ B L U E
+ G R E E N
= B R O W N

rozne pismend reprezentuji rozne cifry. Ziadne zo styroch ¢isel neméze zacat nulou. Navyse vieme ze BLUFE je druhou
mocninou celého &fsla. Najdite pit-ciferné &slo BROW N.

Vysledok. 85230

Riesenie. Ocislujeme stipce z Tava do prava &slami od 1 do 5 a oznaéime prebytok zo stfpca 1 ¢islom ¢;. VSimnime si,
7eci=0a0<¢ <2prei=2,...,5 Vskutku nemozeme pri séitavani troch cifier a prebytku, nanajvys velkosti 2
dostat viac ako 29. Poslednd nerovnost plati induktivne. Dalej si viimnime, 7e ¢ < 1 pretoze séitavame dve rozne cifry
v druhom stipci a c3 < 2 a zdroven cz # 0 lebo prvy stipec zmenli cifru. Takze ¢ =1 a G+ 1 = B. Z piateho stipca
dostaneme, e D + E = 10, lebo D a E nemozu byt obe nuly, a teda c5 = 1. KedZe B+ R+ c3 = co - 10 + R, tak bud
B =9 alebo B = 8. Preto BLUE je $tvorec kladného celého ¢isla n prave vtedy ked 90 < n < 99 a mé Styri rozne
cifry. Vyltié¢enim moznosti s rovnakymi ciframi dostaneme, ze BLUE moze byt 8649, 9025, 9216, 9604, a 9801. KedZe
D + E = 10 mézme taktiez vylicit 9025, kedze by to viedlo k D = E =( 5). Taktiez 9801 nemoZzeme mat lebo by sme
dostali B =D =(9), a ¢islo 9604 tiez nemozeme mat lebo L = D =( 6). S pomocou $tvrtého stipca vieme vylucit aj
¢islo 9216, pretoze to by viedlok D=4a E+U+1=6+4+1+8+1 =14 a teda W = 4. Preto jedind moznost pre
BLUF je 8649.

Kedze B=18, L =6, U =4 a E = 9 mozeme lahko dostat, D =1, W =3 a G = 7 a prebytky c3 = ¢4 = 2. Treti
stipec teraz ddva R+ L + E + ¢4 - 10 + 0, éo mozZeme zjednodusit na R+ 17 = 20 + O, &o je mozné iba aj R =5 a
O = 2. Preto dostaneme ako dosledok, ze N = 0 a kryptogram vyzera unikatne:

+
+

0|~
SRS e

N[ o o
wlw©o x ©
oo o=

Uloha 51. Nijdite najmensie kladné celé &slo k > 1 také, ze neexistuje k-ciferné &slo n s kazdou cifrou nepérnou a
S(S(n)) = 2, kde S(x) oznacuje sucet cifier x.
Vysledok. 103

Riesenie. Najprv si vimnime, ze S(m) = 2 pre neparne celé ¢islo m prave vtedy ked m = 10" + 1 pre nejaké kladné
celé ¢islo 1. Ak k = 103, tak S(n) je urcite nepdrne pre hocijaké k-ciferné n so vSetkymi nepdrnymi ciframi. Preto aby
bolo splnené S(S(n)) = 2 musi S(n) byt spominaného tvaru. Avsak

101 < 103 -1 < S(n) < 103-9 =927 < 1001
pre kazdé n so 103 ciframi. Preto k = 103 spfﬁa podmienky zo zadania.

Teraz dokdzeme, Ze pre k < 103, existuje n také, Ze ako sa spomina v zadani. Je lahké vidiet, Ze S(n) vie nadobudntit
Tubovolnti neparnu hodnotu medzi k a 9k. Ak 1 < k < 11, tak 9k > 18 > 11, takZe S(n) modze byt rovné 11 a teda
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existuje také n, ze S(S(n)) = 2. Ak 101 > k > 11, tak 9k > 9- 13 = 117 > 101, takze S(n) moze byt rovné 101 a znovu
S(S(n)) = 2. Takze k > 101.

Ak k < 103 je parne tak je argument skoro rovnaky az na to, ze S(n) je parne. Pre k = 2 mézeme pouzit n = 11.
Ak 2 < k < 20, tak 9k > 20, a vieme ndjst n s S(n) rovnym 20. Ak 103 > k > 20, tak 9k > 180 > 110, takze S(n)
moze byt rovné 110.

Takto sme ukdzali, Ze 103 je hladané najmensie ¢islo s popisanou vlastnostou.

Uloha 52. Matko kipil sachovnicu, obdlznikového tvaru pozostavajucu zo 1010 x 2020 stvorcekov, z ktorej bol
vystrihnuty obdlznik ako je zobrazené na obrazku. Matko polozil na kazdé policko sachovnice chrobaka. Niekolko
chrobdkov malo chripku. Chripka je velmi ndkazlivd; kazdy chrobék susediaci s aspoii dvoma nakazenymi chrobakmi
ochorie tiez. (chrobaky nazyvame susediace ak prislusné stvorce, na ktorych sedia, susedia hranami) Urcte najmensi
moZny pocet chrobdkov, ktory st schopny nakazit vsetky ostatné chrobaky. Chrobdky sa nepohybuju.

200
200 200

1010

200

2020

Viysledok. 2630

Riesenie. Vsimnime si, Ze ked chrobdk je nakazeny spominanym ”mechaniymom” tak celkovy obvod ohrani¢ujtci
chorych sa zachova. Preto musi byt aspont P/4 pociatoéne nakazenych, kde P je obvod ”O”¢kovej Ssachovnice. Vieme
lahko spocitat, ze P = 2(2020 + 1010 + (2020 — 400) + (1010 — 400)) = 10520, teda P/4 = 2630. Obrazok ukazuje
sposob ako rozlozit chorych chrobdkov aby sa nakazili vietci ostatni chrobéci.

Uloha 53. Kladné celé &slo m4 25! roznych kladnych delitelov. N4jdite kolko najviac z nich mohlo byt 5-tou mocninou
prvocisla.

Poznamka: Symbol n! oznacuje sucin vsetkych kladnych celych ¢isel mensich alebo rovnych ako n.

Vysledok. 27

Riesenie. Cislo p{'p3?...pp* kde p; st rozne prvocisla ma (a; + 1)(az + 1)...(ax + 1) réznych delitelov. Takze
maximalny pocet piatych mocnin prvoéisel deliacich nase ¢islo je rovny maximdlnemu poétu siéinitelov vii¢sich ako 5 v
nejakej faktorizacii ¢isla 25!. Pre maximalizovanie sa pozrime na prvociselnu faktorizaciu

25! =9222.310.56.73.112.13.17-19 - 23.

Prvoéisla 73,112,13,17,19, 23 ndm davaji 9 delitelov. Skombinujme pitky a trojky s dvojkami a dostaneme 106 a 61°,
¢o ndm d4 d'alsich 16 delitelov, a nakoniec napiseme 2° ako 82, ¢fm dosiahneme vyzadované &islo 27.

Uloha 54. Kladné redlne éisla T, Y, 2 spiﬁajli

2ty +yP =1,
v +yz+22 =2,

224 22+ 22 =3.

Uréte hodnotu zy + yz + zx.

Visledok. 2+/2/ :%\/6
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Riesenie. Ak séitame prvid a tretiu rovnicu a odéitame od nich dvakrat druhi, tak dostaneme
2e—y—2)(z+y+2)=0
a ked'ze x, y, z st kladné, tak 22 = y + 2. Polozme y = © — J, z =  +J a dosad'me do rovnic zo zadania. Dostaneme tak

322 — 3264+ 6% =1,
322 + 6% =2,
322 + 326 + 6% = 3.

Z toho vyplyva, ze 6 = 1/3 a dosadenim do druhej novej rovnice dostaneme kvadratickd rovnicu s rieSeniami
6 =1+ 1V6.
Méme vypocitat 322 — 62 = 2 — 262 a ked'ze vysledok musf byt kladny, jedind moznost je 24/2/3.

Iné riesenie: Zvolme si v rovine bod P a dokreslime k nemu tsecky PA, PB a PC dizok postupne z, y a z tak, ze
|<APB| = |[<BPC| = |<CPA| = 120°. Ked'Ze cos(120°) = —1, tak zo zadanych rovnic a kosinusovej vety dostame

|AB| = 1, |BC| = V2 a|AC| = v/3. Preto ABC je pravouhly trojuholnik s obsahom S = g Vsimnime si, ze tento obsah
moézeme tiez vypoéitat pomocou troch trojuholnikov so spoloénym bodom P nasledovne: S = %sin(lQOo)(xy +yz + zx).

Vyuzijeme, zZe sin(120°) = @, a prideme k zédveru, ze xy + yz + zx = %

Uloha 55. Nech I a O sd postupne stredy vpisanej a opfsanej kruznice trojuholnika ABC' s parametrami |AB| = 495,
|AC| = 977 a |<AIO| = 90°. Uréte dlzku usecky BC.
Vysledok. 736

Riesenie. Uvazujme rovnolahlost v bode A a koeficientom 2, a ozna¢me prislusné zobrazené body apostrofom. Potom
AOQ' je jasne priemer kruznice opisanej trojuholniku ABC' a kedZe |<AIO| = 90° tak I’ leZ{ tieZ na opfsanej kruZnici.
Je to stred oblika BC neobsahujiceho A. Je zname, Ze tento bod (oznaéme ho tradiéne S) splia |SI| = [SC| a
jednoduchym porovnanim uhlov dostaneme |<BCS| = |<BAS| = |<CAS)|. Nech D je priesecnik AS a BC. Potom
ADSC ~ ACSA st podobné, a preto

ISD| |DS| |cs| |81 1

ISI|  |SC|  |SA|  |SA| 2

je prevratend hodnota rovnolahlosti. Potom dostaneme, ze [BCI] = $[ABC], kde [XY Z] oznatuje plochu trojuholnika
XY Z. Toto vieme prepisat pomocou polomeru r kruznice vpisanej trojuholniku ABC ako

1 1
57 |BC| = 6r(|AB| + |BC| + |CA)),

AB|+]AC
| IJQr\ | _ 49542r977 — 736.

z ¢oho nésledne jednoduchym vyjadrenim dostaneme |BC| =

Uloha 56. Najdite vietky trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel splitujicich rovnicu 3abe = 2a + 5b + 7e.
Visledok. (1,16,2), (2,11,1), (12,1,1)

Riesenie. Vydelenim rovnice (kladnym) ¢islom abe dostaneme
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Ak v8etky tri nezndme su ostro vicsie ako jeden a aspon jedno je ostro vicsie ako dva tak pravé strana je nanajvys

2 5 7 35 3
53723722 12°7
a preto za tychto podmienok nie je ziadne rieSenie. Taktiez nie je rieSenim a = b = ¢ = 2. Takze aspon jedna neznama
a, b, alebo ¢ musi byt rovn4 1.
Ak a = 1, tak pdévodnd rovnica déva
3bc =2+ 5b+ Tc,

ktord po vynasobeni 3 a preusporiadani vieme zapisat ako
(3b — 7)(3c — 5) = 41.

KedZe oba stiéinitele si kladni delitelia prvoéisla 41, ktoré dava zvysok 2 po deleni 3. Preto dostaneme jediné rieSenie
3b—7=41a3c—5=12z coho madme b =16 a ¢ = 2.
Ak b =1, tak
3ac=2a+5+"Tc

a podobne
(3a —7)(3c — 2) = 29,

¢im dostaneme a = 12 a ¢ = 1, pouzijic rovnaky argument ako pred tym.
Nakoniec ¢ = 1 a dostaneme rovnicu
(3a—5)(3b—2) =31

s rieSeniami @ = 12, b=1 a a = 2, b = 11 pricom prvé uz bolo ndjdené v predchadzajicom odseku.
Na zaver teda mdme tri riesenia: (1, 16,2), (2,11,1) a (12,1,1).

Uloha 57. Na party sa kazdy host kamardti s presne strnastimi d'alsimi hostami (neratajic jeho samého/ju samu).
Kazdi dvaja kamarati majui presne Sest spoloénych kamardtov na party a kazdi dvaja hosti, ktorf sa nekamaratia maji
iba dvoch spoloénych kamardtov. Kolko host{ je na party?

Vysledok. 64

Riesenie. Vyberme hosta x spolu so vietkymi jeho kamardtmi a nazvime tito skupinu p#tndstich Iudi H. Nech y je
¢len H rozny od x, chceme povedat, Ze y mé presne 7 kamaratov mimo skupiny H: Zo 14 kamaratov y, jeden je z a
majui spolu 6 spoloénych kamardtov, ktor{ musia byt zjavne v skupine H. Preto dokopy ¢ = 14 - 7 = 98 parov (y, z),
kde y je élen H rozny od z a z je kamardt y mimo skupiny H. Ale poéet ¢ moze byt vypoéitany aj nasledovne: Kazdy
host z mimo H m4 presne dvoch kamardtov v H, pretoZe z nie je kamarét spolu so z podla definicie skupiny H a teda
musia mat spoloénych kamaratov v skupine H, presne dvoch. Inymi slovami ¢ je dvojndsobok poétu hosti mimo H a
preto 98/2 = 49 host{ je mimo H. KedZe H m4 15 ¢lenov tak dopocitame, Ze na party je 15 + 49 = 64 Tudj.

Nakoniec ukdzeme, Ze takd konfigurdcia skutoéne moéze existovat: Dajme hosti do tabulky 8 x 8 a nech kazdi dvaja
hostia sa kamaratia presne ak si v rovnakom stfpci alebo riadku. Je Tahké vidiet, Ze podmienky zo zadania si skutoéne
splnené.

Uloha 58. Bod P sa nachédza vo vntri trojuholnika ABC'. Ak plati
|AP|=+/3, |BP|=5, |CP|=2, |AB|:|AC|=2:1, and |«BAC|=60°,

tak aka je plocha trojuholnika ABC?

Visledok. 5+1/3

Riesenie. Zoberme bod @) na opacnej stene priamky AB ako bod C tak, ze AABQ ~ AACP. Podobne pomer
dizok % = 2, a potom aj |[AQ| = 2|AP| = 2V/3 a |BQ| = 2|CP| = 4. Viimnime si, ze tieto rovnosti spolu s
|[<QAB| = |<PAC| implikuju AAPQ ~ NACB, a preto |[<APQ| = 90° a

[PQ|=/(2V3)? — (V3)2 =3

vdaka Pytagorovej vete. Kedze |BP|? = 5% = 42 + 32 = | BQ|? + | PQ|?, takZe znovu vd aka Pytagorovej vete mame
|<BQP| = 90°. Uvazujme bod Q' obraz bodu @ okolo stredu tisecky BP, potom znovu vyuzijeme Pytagorovu vetu
v pravouhlom trojuholniku AQ’B na vypoéitanie [AB|? = |PQ|? + (|AP| + |BQ|)? = 28 + 81/3, a na zaver plocha
trojuholnika ABC' je rovna
V3
8

App = 8T TV3 +27‘/§.

1
5 |AB| - |AC| - sin(60°) =
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Uloha 59. Majme polyném P(x) = a,z" + an_12" "' + -+ 4+ a12 + ag s nezépornymi celociselnymi koeficientami
taky, ze
V21 -1
P <2> = 2020.

N3§jdite najmensiu mozni hodnotu vyrazu a, + an—1 + -+ + a1 + ag-
Vysledok. 22
Riesenie.
Nech u = @ Vsimnime si, Ze minimalizujeme a,, + an—1 + - -+ + a1 + agp = P(1). Rozdelime riesenie na niekolko

krokov.
Krok 1: Presved¢me sa, Ze u je koreiom G(z) = 2? + x — 5 a vydelme P(x) polynémom G(z), teda

P(z) = Q(x)G(z) + Az + B

pre celé ¢isla A, B a polyném @ s celo¢iselnymi koeficientami (nakolko vediici koeficient G(x) je 1, Standardny algoritmus
na delenie polynémov prinesie pozadovany vysledok).
Krok 2: Kedze P(u) — 2020 = 0, A, B st celé &isla a u je iracionlne, musi byt A =0 a B — 2020 = 0, teda

P(z) = Q(x)G(x) + 2020. (%)

Krok 3: Ak by ktorykolvek z koeficientov polynému P(z), povedzme ay, spinal a; > 5, potom polyném P(z) =
P(z) + G(z)z* = P(2) + (22 + = — 5)z* tiez spliia vietky podmienky a P(1) = P(1) — 3. Opakovanim tohto postupu
tak vela krat, ako je len mozné, skonéime s polynémom P(z), ktorého vetky koeficienty splitaji ay, € {0,1,2,3,4} a
P(u) = 2020.

Krok 4: Vsmimnime si, Ze P s tymito vlastnostami je jednoznaéne uréeny. Naozaj, ak akykolvek taky polyném
splfia rovnicu () s vhodnym polyémom Q(z), tak, aby 0 < ag < 4, kde ag je koeficient konstanty P(z), potom
koeficient konstanty Q(x) musf spinat’ qo = 404. Nakolko pozndme vsetky koeficienty G(x) a koeficient konstanty ma
hodnotu 5, mézeme d'alej ur¢it linedrny koeficient ¢; z rovnice (x), a tak d'alej. Jednoznaénost Q(z) jasne implikuje
jednozna¢nost P(z).

Krok 5: Teraz to uz treba iba vypoéitat. Vypoéty vyplyvajuce z opakovania postupu popisaného v kroku 3 st
nasledovné. Za¢neme s konstantnym polynémom Py(z) = 2020 a pokrac¢ujeme takto:

z) = 4042* + 404
(
(r) = 802° + 48422 + 4x
(x) = 962" + 1762 + 42 + 4x
(z) = 352° + 1312 + 2% 4+ 42? + 4z
= 2625 + 612° + 2t + 23 4 42 + 4o
1207 + 3825 + 2° + 2t 4+ 23 + 422 + 42
(r) = 728 + 1927 + 325 + 2° + 2% + 2% + 42% + 4
(z) = 32° + 102® + 427 + 325 + 25 + 2* + 23 + 42 + 42
=221 +52% + 427 + 325 + 2° + 2t + 23 + 42 + 42

PIPIIIIP D
s

Hladané minimum je teda Pio(1) =1+3+4+3+1+1+1+4+4 =22,
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